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前　　言

近几年，由于高职高专教学改革的不断深入，高等数学、工程数学的课时

量、教学内容、课 程 标 准 等 都 发 生 了 较 大 变 化。为 了 符 合 专 业 建 设 要 求，与

“工学结合”培养模式相适应，满足不同专业类别对数学教学的具体要求，结

合教学改革实际，我们组织编写了土建类、机电类、经管类三个系列教材，兼

顾统一性与多样化的关系，形成具有一定特色、优化配套的高职高专数学系列

教材。
在编写过程中，充分考虑了上述各专业的特点和对工程数学知识的基本要

求，力求做到内容精练、通俗易懂、易教易学，有较强的针对性。
整个系列教材 由 刘 汝 臣 主 编。本 教 材 为 机 电 类，可 供 高 职 高 专 院 校 的 机

械、汽车、计算机、电工电子、印刷等各专业学生使用，大约需要５０至６０学

时。

编　者

２００７年５月
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上篇　线性代数

第一章　行列式

行列式是线性代数中的一个基本工具．本章在介绍二、三阶行列式的基础

上，给出ｎ阶行列式的定义并讨论其性质与计算．作为行列式的初步应用，还

将解决一类ｎ元方程组的求解问题．

第一节　二阶和三阶行列式

一、二元线性方程组与二阶行列式

设有二元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＝ｂ２
烍
烌

烎，
（１）

用加减消元法解此方程组得

（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ１＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２，

（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ２＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１．
当ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１≠０时，得

ｘ１＝
ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２
ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

，ｘ２＝
ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１
ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

． （２）

这就是二元线性方程组（１）的求解公式．为了便于记忆，我们引入二阶行列式的

概念．
定义１　由四个数ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２写成下面的式子

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

， （３）

称为二阶行列式，它表示ａ１１ａ２２与ａ１２ａ２１的差，即

·１·



ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１．

等式右边的式子称为二阶行列式的展开式．
在二阶行列式中，横排称为行，竖排称为列，数ａｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２）称为

行列式（３）的元素．元素ａｉｊ的第一个下角标ｉ称为行标，表明该元素位于第ｉ
行；第二个下角标ｊ称为列标，表明该元素位于第ｊ列．

二阶行列式的展开式可用对角线法则来记忆，如图１＿１所示．把ａ１１，ａ２２所

在直线称为主对角线，ａ１２，ａ２１所在直线称为副对角线，于是二阶行列式的展开

式就是主对角线的两个元素之积与副对角线两个元素之积的差．即

图１＿１

方程组（１）左边未知元的系数按原来相对位置构成的行列式就是式（３），称

为方程组（１）的系数行列式．
按照定义１，有

ｂ１ ａ１２
ｂ２ ａ２２

＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２，

ａ１１ ｂ１
ａ２１ ｂ２

＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１，

这两个行列式是由行列式（３）分别将第一、第二列换成方程组（１）的常数列而得

到．于是公式（２）便可以记为

ｘ１＝

ｂ１ ａ１２
ｂ２ ａ２２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝
Ｄ１
Ｄ
，ｘ２＝

ａ１１ ｂ１
ａ２１ ｂ２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝
Ｄ２
Ｄ．

例１　解方程组

４ｘ１＋３ｘ２＝８，

７ｘ１＋２ｘ２
烅
烄

烆 ＝５
解　因为

Ｄ＝
４ ３
７ ２

＝８－２１＝－１３≠０，　　

Ｄ１＝
８ ３
５ ２

＝１６－１５＝１，

·２· 工 程 数 学



Ｄ２＝
４ ８
７ ５

＝２０－５６＝－３６，

所以

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ＝

１
－１３＝－

１
１３
，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ＝

－３６
－１３＝

３６
１３．

二、三阶行列式

设三元线性方程组为

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋ａ１３ｘ３＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋ａ２３ｘ３＝ｂ２，

ａ３１ｘ１＋ａ３２ｘ２＋ａ３３ｘ３＝ｂ３

烍

烌

烎，

（４）

我们也可以用加减消元法得到其求解公式．
与二元线性方程组的情形相类似，为了便于记忆求解公式，我们引入三阶

行列式的概念．
定义２　由九个数组成下面的式子

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

， （５）

称为三阶行列式，其值规定为

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝（－１）１＋１ａ１１
ａ２２ ａ２３
ａ３２ ａ３３

＋（－１）１＋２ａ１２
ａ２１ ａ２３
ａ３１ ａ３３

＋

（－１）１＋３ａ１３
ａ２１ ａ２２
ａ３１ ａ３２

＝ａ１１
ａ２２ ａ２３
ａ３２ ａ３３

－ａ１２
ａ２１ ａ２３
ａ３１ ａ３３

＋ａ１３
ａ２１ ａ２２
ａ３１ ａ３２

 （６）

将式（６）右边的二阶行列式展开整理得

　　　

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－

ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１３ａ２２ａ３１ （７）

由式（７）可知，三阶行列式的展开式为六项的代数和，其规律遵循图１＿２所

示的对角线法则，每一项均为位于不同行不同列的三个元素之积，实线相连的

三个元素之积带“＋”号，虚线相连的三个元素之积带“－”号．

·３·第一章　行列式



图１＿２

方程组（４）左边未知元的系数按原来相对位置构成的行列式称为方程组（４）
的系数行列式．设

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

，Ｄ１＝

ｂ１ ａ１２ ａ１３
ｂ２ ａ２２ ａ２３
ｂ３ ａ３２ ａ３３

，

Ｄ２＝

ａ１１ ｂ１ ａ１３
ａ２１ ｂ２ ａ２３
ａ３１ ｂ３ ａ３３

，Ｄ３＝

ａ１１ ａ１２ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ｂ３

．

如果Ｄ≠０，那么方程组（４）的解为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ
，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ
，ｘ３＝

Ｄ３
Ｄ．

例２　解方程组

ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３＝－２，

２ｘ１＋ ｘ２－３ｘ３＝１，

－ｘ１＋ ｘ２－ ｘ３

烅

烄

烆 ＝０
解　因为

Ｄ＝
　１ －２ 　１
　２ 　１ －３
－１ 　１ －１

＝１×１×（－１）＋（－２）×（－３）×（－１）＋１×２×１－

　１×（－３）×１－（－２）×２×（－１）－１×１×（－１）

＝－５，

Ｄ１＝
－２ －２ 　１
　１ 　１ －３
　０ 　１ －１

＝２＋０＋１－０－２－６＝－５，

Ｄ２＝
　１ －２ 　１
　２ 　１ －３
－１ 　０ －１

＝－１＋（－６）＋０－（－１）－０－４＝－１０，

·４· 工 程 数 学



Ｄ３＝
　１ －２ －２
　２ 　１ 　１
－１ 　１ 　０

＝０＋２＋（－４）－２－１－０＝－５，

所以方程组的解为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ＝

－５
－５＝１

，ｘ２＝
Ｄ２
Ｄ＝

－１０
－５＝２

，ｘ３＝
Ｄ３
Ｄ＝

－５
－５＝１．

习题１＿１

１．计算下列行列式：

（１）
１ ２ ３
３ １ ２
２ ３ １

；　（２）
１ １ １
３ １ ４
８ ９ ５

；　（３）
０ ａ ０
ｂ ０ ｃ
０ ｄ ０

．

２．验证下列等式：

（１）
ａ＋ａ１ ｂ

ｃ＋ｃ１ ｄ
＝
ａ ｂ
ｃ ｄ

＋
ａ１ ｂ

ｃ１ ｄ
；

（２）
１ ａ ａ２

１ ｂ ｂ２

１ ｃ ｃ２
＝（ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ）；

（３）ａ１
ｂ２ ｃ２
ｂ３ ｃ３

－ｂ１
ａ２ ｃ２
ａ３ ｃ３

＋ｃ１
ａ２ ｂ２
ａ３ ｂ３

＝

ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２
ａ３ ｂ３ ｃ３

．

３．利用行列式求解下列方程组：

（１）
５ｘ＋２ｙ＝３，

１１ｘ－７ｙ＝１｛ ；　　　　
（２）

ｘｃｏｓα－ｙｓｉｎα＝ａ，

ｘｓｉｎα＋ｙｃｏｓα＝ｂ｛ ；

（３）
ｘ＋ ｙ－２ｚ＝－３，

５ｘ－２ｙ＋７ｚ＝２２，

２ｘ－５ｙ＋４ｚ
烅
烄

烆 ＝４

第二节　ｎ阶行列式

上一节，我们首先定义了二阶行列式，然后用二阶行列式给出了三阶行列

式的定义，按此方法我们可以定义四阶、五阶等高阶行列式．
定 义 ３　 设ｎ－１（ｎ≥３）阶 行 列 式 已 经 定 义， 规 定 由 ｎ２ 个 数

ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）组成的具有ｎ行ｎ列的式子
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ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

（８）

为ｎ阶行列式．其值为

　

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１

ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
ａ３２ ａ３３ … ａ３ｎ
  

ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

－ａ１２

ａ２１ ａ２３ … ａ２ｎ
ａ３１ ａ３３ … ａ３ｎ
  

ａｎ１ ａｎ３ … ａｎｎ

＋

…＋（－１）１＋ｎａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ－１
ａ３１ ａ３２ … ａ３ｎ－１
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ－１

 （９）

在式（８）中，横排称为行，竖排称为列，数ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）称为行列

式（８）的元素．元素ａｉｊ的第一个下角标ｉ称为行标，表明该元素位于第ｉ行；第

二个下角标ｊ称为列标，表明该元素位于第ｊ列．把ａ１１，ａ２２，…，ａｎｎ所在直线

称为主对角线，ａ１ｎ，ａ２ｎ－１，…，ａｎ１所在直线称为副对角线．
规定由一个数组成的行列式为一阶行列式，其值规定为这个数．
值得注意的是，高于三阶的行列式没有对角线展开法．
定义４　划去式（８）中元素ａｉｊ所在的行和列，剩余元素按原来相对位置构

成的ｎ－１阶行列式称为元素ａｉｊ的余子式，记作Ｍｉｊ；（－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ称为元素ａｉｊ

的代数余子式，记作Ａｉｊ．即

Ａｉｊ＝（－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ．

根据定义４，式（６）可以改写为

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１
ａ２２ ａ２３
ａ３２ ａ３３

－ａ１２
ａ２１ ａ２３
ａ３１ ａ３３

＋ａ１３
ａ２１ ａ２２
ａ３１ ａ３２

＝ａ１１Ｍ１１－ａ１２Ｍ１２＋ａ１３Ｍ１３
＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋ａ１３Ａ１３，

式（９）可以改写为

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１Ｍ１１－ａ１２Ｍ１２＋…＋（－１）１＋ｎａ１ｎＭ１ｎ
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＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋…＋ａ１ｎＡ１ｎ．
例３　在ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ１１ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ … ０
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ
中，主对角线上方的元素都为零，称此行列式为下三角行列式，试计算该行列

式的值．
解　由行列式定义，按第一行展开时，元素ａ１２，ａ１３，…，ａ１ｎ的值皆为零，

所以

Ｄ＝（－１）１＋１ａ１１Ｍ１１，
依此类推，得

Ｄ＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．
特别地，主对角线之外的元素都为零的行列式称为对角行列式．显然

Ｄ＝

ａ１１ ０ … ０

０ ａ２２ … ０
  

０ ０ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

例４　计算四阶行列式

Ｄ＝

　１ １ ０ ２
－１ ０ １ ０
　１ ０ ３ １
　０ １ ０ ０

．

解

Ｄ＝１×
０ １ ０
０ ３ １
１ ０ ０

－１×
－１ １ ０
　１ ３ １
　０ ０ ０

＋０×
－１ ０ ０
　１ ０ １
　０ １ ０

－２×
－１ ０ １
　１ ０ ３
　０ １ ０

＝１－０＋０－８＝－７．

习题１＿２

１填空：

（１）

０ ０ ３ ０
４ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
０ ０ ０ １

＝ ；　（２）
０ ０ １
０ ２ ０
３ ０ ０

＝ ；
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（３）

０ ０ ０ １
０ ０ ２ ０
０ ３ ０ ０
４ ０ ０ ０

＝ ．

２计算下列行列式：

（１）

０ ０ ０ ４
０ ０ ４ ３
０ ４ ３ ２
４ ３ ２ １

；　　　　　　（２）

４ ３ ２ １
４ ３ ２ ０
４ ３ ０ ０
４ ０ ０ ０

；

（３）

５ 　０ ４ ２
１ －１ ２ １
４ 　１ ２ ０
１ 　１ １ １

； （４）

１ ２ 　０ ０
３ ４ 　０ ０
０ ０ －１ ３
０ ０ 　５ １

；

（５）

４ １ ２ ４
１ ２ ０ ２
１０ ５ ２ ０
０ １ １ ７

； （６）

０ １ １ １
１ ０ １ １
１ １ ０ １
１ １ １ ０

；

（７）

１ ２ ０ １
１ ３ ５ ０
０ １ ５ ６
１ ２ ３ ４

； （８）

１ 　１ 　１ 　１
１ －１ 　１ 　１
１ 　１ －１ 　１
１ 　１ 　１ －１

；

（９）

　１ 　０ －１ ３
－１ 　３ 　３ ０
　１ 　３ 　１ ５
　３ －１ 　０ ８

； （１０）

ａ １ １ １
１ ａ １ １
１ １ ａ １
１ １ １ ａ

．

第三节　行列式的性质

由行列式的定义可知，当行列式阶数ｎ较大时，直接用定义计算行列式是

较为繁琐的．下面介绍行列式的性质，以此简化行列式的计算．
记
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Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，ＤＴ＝

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１
ａ１２ ａ２２ … ａｎ２
  

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

．

称行列式ＤＴ 为行列式Ｄ的转置行列式．
性质１　行列式与它的转置行列式相等．
性质１说明，行列式中行和列的地位是对称的．行列式关于行成立的性质

对于列也同样成立，反之亦然．
性质２　互换行列式中两行（列）的位置，行列式变号．
互换ｉ，ｊ两行记作ｒｉｒｊ，互换ｉ，ｊ两列记作ｃｉｃｊ．
推论１　如果行列式中有两行（列）元素对应相等，则此行列式为零．
性质３　行列式中某一行（列）中所有的 元 素 都 乘 以 同 一 数ｋ，等 于 用 数ｋ

乘此行列式，即

ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ｋａｉ１ ｋａｉ２ … ｋａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

推论２　行列式中某一行（列）中所有元素的公因数，可以提取到行列式符

号的前面．
推论３　如果行列式中某行（列）的元素全为零，则此行列式为零．
推论４　如果一个行列式的两行（列）元素对应成比例，则此行列式为零．
性质４　如果行列式中某行（列）的各元素都是两数之和，则这个行列式等

于两个行列式之和．即

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａｉ１＋ａｉ１′ ａｉ２＋ａｉ２′ … ａｉｎ＋ａｉｎ′
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＋

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１′ ａｉ２′ … ａｉｎ′
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

性质５　把行列式的某一行（列）的元素的ｋ倍加到另一行（列）对应元素上

去，行列式的值不变．即
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ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
  

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１＋ｋａｊ１ ａｉ２＋ｋａｊ２ … ａｉｎ＋ｋａｊｎ
  

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

由性质４和推论４即可得证．
第ｊ行的ｋ倍加到第ｉ行对应元素上记作ｒｉ＋ｋｒｊ，第ｊ列的ｋ 倍加到第ｉ

列对应元素上记作ｃｉ＋ｋｃｊ．
定理１　ｎ阶行列式Ｄ 等于它的任一行（列）元素与它们所对应的代数余子

式乘积之和，即

Ｄ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｉｋ ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ 　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

或

Ｄ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋｊＡｋｊ ＝ａ１ｊＡ１ｊ＋ａ２ｊＡ２ｊ＋…＋ａｎｊＡｎｊ 　（ｊ＝１，２，…，ｎ）．

证明从略．
定理２　行列式Ｄ的某一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子

式乘积之和等于零，即

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｊｋ ＝ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋…＋ａｉｎＡｊｎ ＝０　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｉ≠ｊ）

或

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋｉＡｋｊ ＝ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋…＋ａｎｉＡｎｊ ＝０　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｉ≠ｊ）．

证明从略．
定理１与定理２的结论可以合并为

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋＡｊｋ ＝δｉｊ·Ｄ

其中

δｉｊ＝
１， 当ｉ＝ｊ，

０， 当ｉ≠ｊ｛ 
上述结论非常重要，它是证明许多其他命题的基础．对行列式的列来说也

有同样的性质成立．
现在利用行列式的定义与性质来计算行列式的值．
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例５　计算四阶行列式

Ｄ＝

　２ 　０ －１ ３
－１ 　３ 　３ ０
　１ －１ 　２ １
　３ －１ 　０ １

．

解　利用行列式的性质５，可得

Ｄ
ｒ３－ｒ４

ｒ２＋３ｒ


４

　２ 　０ －１ ３
　８ 　０ 　３ ３
－２ 　０ 　２ ０
　３ －１ 　０ １

＝（－１）４＋２×（－１）
　２ －１ ３
　８ 　３ ３
－２ 　２ ０

＝－６０．

例６　计算行列式

Ｄ＝

３ １ １ １
１ ３ １ １
１ １ ３ １
１ １ １ ３

．

解　这个行列式的特点是各行元素的和都是６，所以可以把第２，３，４行同

时加到第１行上去，提出公因子６，然后各行再减去第一行．

Ｄ
ｒ１＋ｒ２＋ｒ３＋ｒ


４

６ ６ ６ ６
１ ３ １ １
１ １ ３ １
１ １ １ ３

＝６×

１ １ １ １
１ ３ １ １
１ １ ３ １
１ １ １ ３

ｒ２－ｒ１
ｒ３－ｒ１

ｒ４－ｒ


１
６×

１ １ １ １
０ ２ ０ ０
０ ０ ２ ０
０ ０ ０ ２

＝６×８＝４８．

习题１＿３

１．利用行列式的性质计算下列行列式：

（１）
１ １ ２
２ １ １
１ ２ １

；　　　　　　　　（２）
１ １ １
ａ ｂ ｃ
ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ

；
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（３）

０ １ １ １
１ ０ １ １
１ １ ０ １
１ １ １ ０

； （４）

－１ ２ －２ 　１
　２ ３ 　１ －１
　２ ０ 　０ 　３
　４ １ 　０ 　１

；

（５）

１ ４ ４ ４ ４
４ ２ ４ ４ ４
４ ４ ３ ４ ４
４ ４ ４ ４ ４
４ ４ ４ ４ ５

； （６）
２ ２０１ １
２ ３０２ ２
４ ４０３ ３

；

（７）

　１ 　２ －１ ３
－２ 　３ 　０ １
　１ 　２ 　１ ５
　３ －１ 　２ １１

； （８）

　２ 　３ －１ ３
－１ 　２ 　３ ３
　１ 　３ 　１ ２
　３ －１ 　２ １

；

（９）

０ －１ －１ －１
１ 　０ －１ －１
１ 　１ 　０ －１
１ 　１ 　１ 　０

； （１０）

１ ａ ｂ ａ
ａ ０ ａ ｂ
ｂ ａ １ ａ
ａ ｂ ａ ０

；

（１１）

０ ｘ ｙ ｚ
ｘ ０ ｚ ｙ
ｙ ｚ ０ ｘ
ｚ ｙ ｘ ０

； （１２）

１ １ １ １
２ ３ ４ ５
４ ９ １６ ２５
８ ２７ ６４ ７５

；

（１３）

１ ２ ３ ４
２ ３ ４ １
３ ４ １ ２
４ １ ２ ３

．

２．利用行列式的性质证明：

（１）
ｂ１＋ｃ１ ｃ１＋ａ１ ａ１＋ｂ１
ｂ２＋ｃ２ ｃ２＋ａ２ ａ２＋ｂ２
ｂ３＋ｃ３ ｃ３＋ａ３ ａ３＋ｂ３

＝２

ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２
ａ３ ｂ３ ｃ３

；

·２１· 工 程 数 学



（２）

　ｃｏｓα ｓｉｎα ０ ０
－ｓｉｎα ｃｏｓα ０ ０
０ ０ 　ｃｏｓβ ｓｉｎβ
０ ０ －ｓｉｎβ ｃｏｓβ

＝１；

（３）
ａ２ ａｂ ｂ２

２ａ ａ＋ｂ ２ｂ
１ １ １

＝（ａ－ｂ）３；

（４）
ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ
ｑ＋ｒ ｒ＋ｐ ｐ＋ｑ
ｙ＋ｚ ｚ＋ｘ ｘ＋ｙ

＝２
ａ ｂ ｃ
ｐ ｑ ｒ
ｘ ｙ ｚ

．

３．若存在常数ｃ１，ｃ２，使得

ａ３１＝ｃ１ａ１１＋ｃ２ａ２１，

ａ３２＝ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２２，

ａ３３＝ｃ１ａ１３＋ｃ２ａ
烅

烄

烆 ２３

成立 求证

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝０．

第四节　克莱姆（Ｃｒａｍｅｒ）法则

本节讨论ｎ元ｎ个方程的线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　　　 　…………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝ｂｎ

烍

烌

烎，

（１０）

称式（１０）为ｎ元线性方程组．若右端的常数项ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ 不全为零，则称式

（１０）为非齐次线性方程组；而当ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ 全为零时，则称式（１０）为齐次线

性方程组．记

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，

称其为线性方程组（１０）的系数行列式，又记
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Ｄｊ＝

ａ１１ … ｂ１ … ａ１ｎ
ａ２１ … ｂ２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ … ｂｎ … ａｎｎ

　（ｊ＝１，２，…，ｎ），

Ｄｊ 是用方程组右端的常数项ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ 来替换系数行列式Ｄ 中的第ｊ列的

元素而得到的行列式．关于线性方程组（１０）的解有下述法则．
克莱姆法则　如果线性方程组（１０）的系数行列式Ｄ≠０，则方程组有唯一

解，其解的形式为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ
，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ
，…，ｘｎ＝

Ｄｎ
Ｄ ．

（１１）

例７　解线性方程组

２ｘ１＋ ｘ２－５ｘ３＋ ｘ４＝８，

ｘ１－３ｘ２　 －６ｘ４＝９，

２ｘ２－ ｘ３＋２ｘ４＝－５，

ｘ１＋４ｘ２－７ｘ３＋６ｘ４

烅

烄

烆 ＝０
解　因为

Ｄ＝

２ 　１ －５ 　１
１ －３ 　０ －６
０ 　２ －１ 　２
１ 　４ －７ 　６

＝２７≠０，

故可用克莱姆法则．又因为

Ｄ１＝

　８ 　１ －５ 　１
　９ －３ 　０ －６
－５ 　２ －１ 　２
　０ 　４ －７ 　６

＝８１，　　　

Ｄ２＝

　２ 　８ －５ 　１
　１ 　９ 　０ －６
　０ －５ －１ 　２
　１ 　０ －７ 　６

＝－１０８，

Ｄ３＝

２ 　１ 　８ 　１
１ －３ 　９ －６
０ 　２ －５ 　２
１ 　４ 　０ 　６

＝－２７，
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Ｄ４＝

２ 　１ －５ 　８
１ －３ 　０ 　９
０ 　２ －１ －５
１ 　４ －７ 　０

＝２７，

即得方程组的唯一解为

ｘ１＝３，ｘ２＝－４，ｘ３＝－１，ｘ４＝１．
克莱姆法则对研究线性方程组的解起着重大的作用，如果抛开公式（１１），

克莱姆法则可转述如下．
定理３　若线性方程组（１０）的系数行列式Ｄ≠０，则式（１０）一定有解，并且

解是唯一的．
定理３的逆否命题如下．
定理４　若线性方程组（１０）无解或有解但不唯一，则式（１０）的系数行列式

必为零．
显然，齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　 　　　…………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ

烍

烌

烎＝０

（１２）

有解：ｘ１＝ｘ２＝…＝ｘｎ＝０，称其为式（１２）的零解；如果有一组不全为零的数是

式（１２）的解，则称其为式（１２）的非零解．
齐次线性方程组一定有零解，但不一定有非零解．
把定理３应用于齐次线性方程组（１２），有如下定理．
定理５　若齐次线性方程组（１２）的系数行列 式Ｄ≠０，则 齐 次 线 性 方 程 组

（１２）无非零解．
定理５的逆否命题如下．
定理６　若齐次线性方程组（１２）有非零解，则齐次线性方程组（１２）的系数

行列式一定为零．
可以证明，齐次线 性 方 程 组（１２）的 系 数 行 列 式Ｄ＝０是 齐 次 线 性 方 程 组

（１２）有非零解的充分必要条件．

习题１＿４

１．用克莱姆法则解下列方程组：
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（１）

ｘ＋ ｙ＋ ｚ　 ＝１，

ｘ＋２ｙ＋ ｚ－ ω＝８，

２ｘ－ ｙ　 －３ω＝３，

３ｘ＋３ｙ＋５ｚ－６ω＝５

烅

烄

烆 ；

（２）

ｘ１＋ ｘ２＋５ｘ３＋７ｘ４＝１４，

４ｘ１＋６ｘ２＋７ｘ３＋ ｘ４＝０，

５ｘ１＋７ｘ２＋ ｘ３＋３ｘ４＝４，

７ｘ１＋ ｘ２＋３ｘ３＋５ｘ４＝１６

烅

烄

烆 ；

（３）

ｘ１－ｘ２＋ ｘ３＋２ｘ４＝１，

ｘ１＋ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＝１，

ｘ１＋ｘ２　 ＋ ｘ４＝２，

ｘ１　 ＋ ｘ３－ ｘ４＝１

烅

烄

烆 ；

（４）

５ｘ１　 ＋４ｘ３＋２ｘ４＝３，

ｘ１－ｘ２＋２ｘ３＋ ｘ４＝１，

４ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３　 ＝１，

ｘ１＋ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＝０

烅

烄

烆 ．

２．求三次多项式

ｆ（ｘ）＝ａ０ｘ３＋ａ１ｘ２＋ａ２ｘ＋ａ３，
使得

ｆ（－１）＝０，ｆ（１）＝４，ｆ（２）＝３，ｆ（３）＝１６．
３ 当λ，μ取何值时，齐次线性方程组

λｘ１＋ ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ μｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋２μｘ２＋ｘ３

烅

烄

烆 ＝０
有非零解？

４设齐次线性方程组

ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３＝０，

２ｘ１＋ λｘ２＋（２－λ）ｘ３＝０，

ｘ１＋（λ＋１）ｘ２　
烅

烄

烆 ＝０
有非零解，求λ．
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第一章习题参考答案

习题１＿１

１．（１）１８；（２）５；（３）０．

３．（１）ｘ＝２３５７
，ｙ＝２８５７

；

（２）ｘ＝ａｃｏｓα＋ｂｓｉｎα，ｙ＝ｂｃｏｓα－ａｓｉｎα；
（３）ｘ＝１，ｙ＝２，ｚ＝３．

习题１＿２

１（１）２４；（２）－６；（３）２４．
２（１）２５６；（２）２４；（３）－７；（４）３２；（５）０；（６）－３；
（７）－２１；（８）８；（９）１１；（１０）（ａ＋３）（ａ－１）３．

习题１＿３

１．（１）４；（２）０；（３）－３；（４）－６９；（５）－２４；（６）０；
（７）８４；（８）１２５；（９）１；（１０）ｂ（ｂ－１）（ｂ２＋ｂ－４ａ）；
（１１）（ｘ－ｙ－ｚ）（ｙ－ｘ－ｚ）（ｚ－ｘ－ｙ）（ｘ＋ｙ＋ｚ）；
（１２）２４；（１３）１６０．

习题１＿４

１．（１）（１，５，－５，－２）；（２）（１，－１，０，２）；
（３）ｘ１＝０８，ｘ２＝０９，ｘ３＝０５，ｘ４＝０３；
（４）ｘ１＝１，ｘ２＝－１，ｘ３＝－１，ｘ４＝１．

２．ａ０＝２；ａ１＝－５；ａ２＝０；ａ３＝７．
３略．
４λ１＝１，λ２＝－２．
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第二章　矩　　阵

矩阵是线性代数的主要内容之一，它作为一个数学工具贯穿于线性代数的

全过程．本章介绍矩阵的基本概念及其运算、矩阵的初等变换、矩阵的秩及逆矩

阵．

第一节　矩阵的概念

一、矩阵的定义

在生产实践与科学技术中有大量的问题和矩形数表有关．
引例１　某厂生产三种产品Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，上半年的销售额和利润（单位：万

元）见表２＿１．
表２＿１

Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３

销售额 １０２５ ９８０ ５４３

利　润 ９７ １０３ ３５

　　将其中的数字按原来的位置排成一个矩形数表如下：

１０２５ ９８０ ５４３（ ）９７ １０３ ３５
．

引例２　对于线性方程组

３ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＝１，

ｘ１　 ＋２ｘ３＝４，

－４ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３＝３
烅

烄

烆 ，

因为它的解只与方程组中未知数的系数及右端常数项有关，所以如果将系数及

常数项按照它们在方程组中原来的位置排成数表，即有

　３ ２ －１ １
　１ ０ 　２ ４
－４ ３ 　

烄

烆

烌

烎５ ３
．

此数表与线性方程组是一一对应的，此表决定着给定方程组是否有解，以及如

果有解，解是什么等问题．
定义１　由ｍ×ｎ个数ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）排成的ｍ 行ｎ
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列数表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

（１）

称为ｍ行ｎ列矩阵，简称ｍ×ｎ矩阵，记作（ａｉｊ）ｍ×ｎ或（ａｉｊ）ｍｎ．组成矩阵（１）的每

个数称为矩阵的元素，简称元．ａｉｊ表示矩阵第ｉ行第ｊ列的元．矩阵常用大写黑

体字母Ａ，Ｂ，Ｃ，…表示．把ｍ行ｎ列矩阵记作Ａｍ×ｎ或Ａｍｎ．
显然，矩阵和行列式是两个完全不同的概念．

二、特殊矩阵

元都是实数的矩阵称为实矩阵，元中含有复数的矩阵称为复矩阵，本书中

的矩阵都是实矩阵．
当ｍ＝ｎ时，称Ａ为ｎ阶矩阵或ｎ阶方阵，记作Ａｎｎ或Ａｎ，一阶方阵就看作

一个数．
元都是０的矩阵称为零矩阵，记作Ｏｍｎ或Ｏ．
仅有一行的矩阵称为行矩阵．仅有一列的矩阵称为列矩阵．
若Ａ＝（ａｉｊ）ｍｎ与Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍｎ的对应元都相等，则称Ａ与Ｂ相等，记作Ａ＝Ｂ．
方阵中从左上角到右下角的元素所在直线称为主对角线，主对角线的一侧

所有元都为零的方阵称为三角形矩阵，三角形矩阵分为上三角形矩阵和下三角

形矩阵．
主对角线以外的元全为零的方阵称为对角矩阵．对角线上的元都为１的对

角阵称为单位矩阵，简称单位阵，记作Ｅｎ 或Ｅ．
若ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）中的元总有ａｉｊ＝ａｊｉ，则称Ａ为ｎ阶对称矩阵，即对称

矩阵的元以主对角线为对称轴对应相等，如

１ 　３ 　５
３ 　２ －４
５ －４ 　

烄

烆

烌

烎３
为对称矩阵．
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第二节　矩阵的运算

一、矩阵的加法与数乘矩阵

１．矩阵的加法

定义２　设 有 两 个 矩 阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｍｎ，矩 阵Ａ 与Ｂ 的 和 记 作

Ａ＋Ｂ，规定为

Ａ＋Ｂ＝

ａ１１＋ｂ１１ ａ１２＋ｂ１２ … ａ１ｎ＋ｂ１ｎ
ａ２１＋ｂ２１ ａ２２＋ｂ２２ … ａ２ｎ＋ｂ２ｎ
  

ａｍ１＋ｂｍ１ ａｍ２＋ｂｍ２ … ａｍｎ＋ｂ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

．

由定义２可知，只有两个同型矩阵才能够相加．
设Ａ＝（ａｉｊ），记－Ａ＝（－ａｉｊ），则Ａ＋（－Ａ）＝Ｏ，－Ａ称为Ａ 的负矩阵．
由矩阵加法及负矩阵，可以定义矩阵的减法为

Ａ－Ｂ＝Ａ＋（－Ｂ）．
矩阵加法满足下列运算律（设Ａ，Ｂ，Ｃ为同型矩阵）：
（１）Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ；
（２）（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）．

２．数乘矩阵

定义３　以数ｋ乘矩阵Ａ 的每一个元所得到的矩阵，称为数ｋ与矩阵Ａ 的

积，记作ｋＡ．即

ｋＡ＝ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

＝

ｋａ１１ ｋａ１２ … ｋａ１ｎ
ｋａ２１ ｋａ２２ … ｋａ２ｎ
  

ｋａｍ１ ｋａｍ２ … ｋａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

．

数乘矩阵满足下列运算律（设Ａ，Ｂ为同型矩阵）：
（１）ｋ（Ａ＋Ｂ）＝ｋＡ＋ｋＢ；
（２）（ｋ＋ｌ）Ａ＝ｋＡ＋ｌＡ；
（３）（ｋｌ）Ａ＝ｋ（ｌＡ）．
例１　设２Ａ＋Ｘ＝Ｂ－２Ｘ，求矩阵Ｘ．其中

Ａ＝
１ －２ ０
４ 　（ ）３ ５

，　Ｂ＝
８ ２ ６（ ）５ ３ ４

．

解　由２Ａ＋Ｘ＝Ｂ－２Ｘ得
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Ｘ＝１３
（Ｂ－２Ａ）＝１３

８ ２ ６（ ）５ ３ ４
－
２ －４ ０
８ 　（ ）［ ］６ １０

＝１３
　６ 　６ 　６（ ）－３ －３ －６

＝
　２ 　２ 　２（ ）－１ －１ －２

．

二、矩阵与矩阵的乘法

定义４　设Ａ＝（ａｉｊ）ｍｓ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｓｎ，规 定 矩 阵Ａ与Ｂ 的 乘 积 为 矩 阵Ｃ＝
（ｃｉｊ）ｍｎ，其中

ｃｉｊ ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ　（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ），

并把此乘积记作Ｃ＝ＡＢ．
由定义４可知，只有Ａ的列数等于Ｂ的行数时，ＡＢ才有意义，并且ＡＢ是

ｍ×ｎ矩阵，而乘积ＡＢ的第ｉ行第ｊ列元是矩阵Ａ 的第ｉ行各元分别与矩阵Ｂ
的第ｊ列各对应元的乘积之和．

例２　（１）已知Ａ
　２ －１
－４ 　０
　３ 　

烄

烆

烌

烎１

，Ｂ＝
　７ －９（ ）－８ １０

，求ＡＢ；

（２）已知Ａ＝

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

，Ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），求ＡＢ与ＢＡ；

（３）已知Ａ＝
　１ 　１（ ）－１ －１

，Ｂ＝
　１ －１
－１ 　（ ）１ ，求ＡＢ与ＢＡ．

解　（１）

ＡＢ＝
　２ －１
－４ 　０
　３ 　

烄

烆

烌

烎１

　７ －９（ ）－８ １０

＝
２×７＋（－１）×（－８） ２×（－９）＋（－１）×１０
（－４）×７＋０×（－８） （－４）×（－９）＋０×１０
３×７＋１×（－８） ３×（－９）

烄

烆

烌

烎＋１×１０
＝
　２２ －２８
－２８ 　３６
　

烄

烆

烌

烎１３ －１７


（２）

ＡＢ＝

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）＝

ａ１ｂ１ ａ１ｂ２ … ａ１ｂｎ
ａ２ｂ１ ａ２ｂ２ … ａ２ｂｎ
  

ａｎｂ１ ａｎｂ２ … ａｎｂ

烄

烆

烌

烎ｎ

，
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而

ＢＡ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝（ｂ１ａ１＋ｂ２ａ２＋…＋ｂｎａｎ）．

（３）

ＡＢ＝
　１ 　１（ ）－１ －１

　１ －１
－１ 　（ ）１ ＝ ０ ０（ ）０ ０

，　　

ＢＡ＝
　１ －１
－１ 　（ ）１ 　１ 　１（ ）－１ －１

＝
　２ 　２（ ）－２ －２

．

例２表明：一般地，矩阵乘法不满足交换律，即ＡＢ≠ＢＡ．因此，矩阵相乘

时，有左乘与右乘之分．特别值得注意的是：Ａ≠Ｏ，Ｂ≠Ｏ，但ＡＢ＝Ｏ，即两个

非零矩阵的乘积可能是零矩阵．由此还说明，若ＡＣ＝ＢＣ或（Ａ－Ｂ）Ｃ＝Ｏ，当Ｃ
≠Ｏ时，不能推出Ａ－Ｂ＝Ｏ或Ａ＝Ｂ，即一般不能在等式两端都消去矩阵Ｃ．也

就是说矩阵乘法不适合消去律．
矩阵乘法满足以下运算律（假设运算都是可行的）：
（１）结合律　（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ），

λ（ＡＢ）＝（λＡ）Ｂ＝Ａ（λＢ）　（λ为常数）；
（２）分配律　Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ，

（Ｂ＋Ｃ）Ａ＝ＢＡ＋ＣＡ．
对于单位阵Ｅ，容易验证

ＥｍＡｍｎ＝Ａｍｎ，ＡｍｎＥｎ＝Ａｍｎ．
若Ａ与Ｅ 是同阶方阵，则有

ＥＡ＝ＡＥ＝Ａ．
由此可见，在矩阵乘法中，单位阵Ｅ起着类似于数１的作用．

由于矩阵乘法满足结合律，所以可以定义方阵的乘幂．设Ａ是ｎ阶方阵，

则ｋ个Ａ 的连乘积称为Ａ 的ｋ次幂，记作Ａｋ，即

Ａｋ＝ＡＡ…
烐烏 烑
Ａ

ｋ个

．

显然，只有方阵才有ｋ次幂，且满足以下运算律：

ＡｋＡｌ＝Ａｋ＋ｌ，　（Ａｋ）ｌ＝Ａｋｌ　（ｋ，ｌ为整数）．
值得注意的是，当Ａ，Ｂ为同阶方阵时

（ＡＢ）ｋ＝（ＡＢ）（ＡＢ）…（ＡＢ
烐烏 烑

）
ｋ个

，

而
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ＡｋＢｋ＝ＡＡ…
烐烏 烑
Ａ

ｋ个

ＢＢ…
烐烏 烑
Ｂ

ｋ个

，

这两个等式的右端只有当ＡＢ＝ＢＡ（称为Ａ与Ｂ 可交换）时才相等．因此，对方

阵的幂来说，一般地，（ＡＢ）ｋ≠ＡｋＢｋ．
矩阵的乘法有着广泛的应用，许多复杂的问题借助于矩阵乘法可以表达得

很简便，例如对于线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　　　　…………

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝ｂｍ

烅

烄

烆 ，
设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

，

则线性方程组可用矩阵形式表示为

Ａｘ＝ｂ．

三、矩阵的转置

定义５　将ｍ×ｎ矩阵Ａ 的行与列依次互换，得到的ｎ×ｍ矩阵称为矩阵Ａ
的转置矩阵，记为ＡＴ．即

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，ＡＴ＝

ａ１１ ａ２１ … ａｍ１
ａ１２ ａ２２ … ａｍ２
  

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

．

转置矩阵具有如下性质：
（１）（ＡＴ）Ｔ＝Ａ；
（２）（Ａ＋Ｂ）Ｔ＝ＡＴ＋ＢＴ；
（３）（ｋＡ）Ｔ＝ｋＡＴ；
（４）（ＡＢ）Ｔ＝ＢＴＡＴ．

四、方阵的行列式

定义６　由方阵Ａ的 元 按 原 来 次 序 所 构 成 的 行 列 式，称 为 方 阵Ａ的 行 列

式．记作｜Ａ｜．
设Ａ，Ｂ为ｎ阶方阵，λ为常数，则方阵的行列式具有如下运算规律：
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（１）｜ＡＴ｜＝｜Ａ｜；
（２）｜λＡ｜＝λｎ｜Ａ｜（ｎ是方阵Ａ 的阶）；
（３）｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜．
情形（３）还可以推广到多个ｎ阶方阵相乘的情形．如果Ａ１，Ａ２，…，Ａｋ 都

是ｎ阶方阵，则

｜Ａ１Ａ２…Ａｋ｜＝｜Ａ１｜｜Ａ２｜…｜Ａｋ｜．
例３　由ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）的行列式｜Ａ｜各个元的代数余子式Ａｉｊ所构成的

方阵

Ａ＝

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１
Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２
  

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ
称为Ａ的伴随矩阵．试证

ＡＡ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ．
证　设ＡＡ＝（ｂｉｊ）ｎｎ，则根据代数余子式的性质，有

ｂｉｊ＝ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋…＋ａｉｎＡｊｎ＝｜Ａ｜δｉｊ，
其中

δｉｊ＝
１，ｉ＝ｊ，

０，ｉ≠ｊ｛ ，
于是

ＡＡ＝（｜Ａ｜δｉｊ）ｎｎ＝｜Ａ｜（δｉｊ）ｎｎ＝｜Ａ｜Ｅ．
类似地，可证

ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ．

习题２＿２

１．已知

Ａ＝
－１ ２ 　３ １
　０ ３ －２ １
　４ ０ 　

烄

烆

烌

烎３ ２

，Ｂ＝
４ 　３ 　２ －１
５ －３ 　０ 　１
１ 　２ －５ 　

烄

烆

烌

烎０

，

求Ａ＋Ｂ，Ａ－Ｂ，３Ａ－２Ｂ．
２．已知

Ａ＝
３ －１ ２ ０
１ 　５ ７ ９
２ 　

烄

烆

烌

烎４ ６ ８

，Ｂ＝
７ ５ －２ ４
５ １ 　９ ７
烄

烆

烌

烎３ ２ －１ ６

，

且Ａ＋２Ｘ＝Ｂ，求Ｘ．
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３．计算：

（１）
烄

烆

烌

烎

１
２
３

（１，０）＋
　１ 　２
－１ 　３
　

烄

烆

烌

烎０ －１

　０ １（ ）－１ ０
；

（２）
１ －１
２ 　（ ）０ ２ １（ ）０ ３

－３
２ １（ ）１ ３

＋
１ ０（ ）０ １

１０

；

（３）（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ

烄

烆

烌

烎３３

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

．

４设

Ａ＝
２ ０ －１
１ ３ 　（ ）２ ，Ｂ＝

１ ７ －１
４ ２ 　３
２ ０ 　

烄

烆

烌

烎１

，

求（ＡＢ）Ｔ．
５已知

Ａ＝
１ ０ ３
０ ２ １
烄

烆

烌

烎０ ０ １

，Ｂ＝
１ ０ ０
０ ２ １
烄

烆

烌

烎３ ０ １

，

求：（１）（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）；（２）Ａ２－Ｂ２；（３）比较（１）与（２）的结果，可得出什么

结论？

６已知矩阵

Ａ＝
　１ ０ ３
－１ １ ２
　

烄

烆

烌

烎２ １ ０

，

求Ａ２－２Ａ＋３Ｅ．

第三节　矩阵的初等变换

一、矩阵的初等变换

矩阵的初等变换是矩阵的一种十分有用的运算，它在解线性方程组、求逆

矩阵及矩阵理论的探讨中都有十分重要的作用．
定义７　下列三种变换，称为矩阵的初等行变换：
（１）交换两行（交换ｉ，ｊ两行，记作ｒｉｒｊ）；
（２）以数λ≠０乘某一行中的所有元（λ乘第ｉ行，记作ｒｉ×λ）；
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（３）把某一行的所有元的λ倍加到另一行的对应元上（第ｊ行的λ倍加到第

ｉ行上，记作ｒｉ＋λｒｊ）．
把定义中的行换成列，即得到矩阵的初等列变换．
矩阵的初等行变换与初等列变换，统称初等变换．
显然，三种初等变换都是可逆的，且其逆变换是同一类的初等变换：变换

ｒｉｒｊ 的逆变换就是其本身；变换ｒｉ×λ的 逆 变 换 就 是ｒｉ×（１／λ）（或 记 作ｒｉ÷
λ）；变换ｒｉ＋λｒｊ 的逆变换为ｒｉ＋（－λ）ｒｊ（或记作ｒｉ－λｒｊ）．如果矩阵Ａ经过有

限次初等行变换变成Ｂ，就称矩阵Ａ与矩阵Ｂ行等价，记作Ａ～
ｒ
Ｂ；如果矩阵Ａ

经过有限次初等列变换变成Ｂ，就称矩阵Ａ与Ｂ 列等价 ，记作Ａ～
ｃ
Ｂ；如果矩

阵Ａ经过有限次初等变换变成矩阵Ｂ，就称矩阵Ａ与Ｂ等价，记作Ａ～Ｂ．
矩阵之间的等价关系具有下列性质：
（１）反身性　Ａ～Ａ；
（２）对称性　若Ａ～Ｂ，则Ｂ～Ａ；
（３）传递性　若Ａ～Ｂ，Ｂ～Ｃ，则Ａ～Ｃ．

二、行阶梯形矩阵

定义８　满足下面两个条件的矩阵称为行阶梯形矩阵：
（１）矩阵的零行（元素全为０的行）全在矩阵的下方；
（２）非零行的首非零元的列标随着行标的递增而严格增大．
利用初等行变换可以把矩阵化为行阶梯形．
例４　将下面的矩阵Ａ化为行阶梯形矩阵：

Ａ＝

１ １ 　２ 　３ 　１
０ １ 　１ －４ 　１
１ ２ 　３ －１ 　４

烄

烆

烌

烎２ ３ －１ －１ －６

．

解

Ａ ～
ｒ３－ｒ１
ｒ４－２ｒ１

１ １ 　２ 　３ 　１
０ １ 　１ －４ 　１
０ １ 　１ －４ 　３

烄

烆

烌

烎０ １ －５ －７ －８

～
ｒ３－ｒ２

ｒ４－ｒ２
ｒ４ｒ３

１ １ 　２ 　３ 　１
０ １ 　１ －４ 　１
０ ０ －６ －３ －９
０ ０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎２

．

如果行阶梯形矩阵还满足下列两个条件，则称为行最简阶梯形矩阵：
（１）各非零行的首非零元都是１；
（２）每个首非零元所在列的其余元都是零．
利用初等行变换可以把行阶梯形矩阵化为行最简阶梯形矩阵．
例５　将下面的矩阵Ａ化为行最简阶梯形矩阵．
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Ａ＝

１ －１ 　５ －１ ０
１ 　１ －２ 　３ ２
３ －１ 　８ 　１ ２
１ 　３ －９ 　

烄

烆

烌

烎７ ８
解

Ａ ～

ｒ２－ｒ１
ｒ３－３ｒ１
ｒ４－ｒ１

１ －１ 　５　 －１ ０
０ 　２ －７　 　４ ２
０ 　２ －７　 　４ ２
０ 　４ －１４ 　

烄

烆

烌

烎８ ８

～
ｒ３－ｒ２
ｒ４－２ｒ２

１ －１ 　５ －１ ０
０ 　２ －７ 　４ ２
０ 　０ 　０ 　０ ０
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ ４

～
ｒ３ｒ４

１ －１ 　５ －１ ０
０ 　２ －７ 　４ ２
０ 　０ 　０ 　０ ４
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０

～

１
２ｒ２
１
４ｒ３

１ －１ 　５ －１ ０

０ 　１ －７２ 　２ １

０ 　０ 　０ 　０ １
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０

～
ｒ２－ｒ３

１ －１ 　５ －１ ０

０ 　１ －７２ 　２ ０

０ 　０ 　０ 　０ １
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０

～
ｒ１＋ｒ２

１ ０ 　３２ １ ０

０ 　１ －７２ ２ ０

０ 　０ 　０ 　０ １
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０



三、初等矩阵

定义９　由单位阵Ｅ经一次初等变换所得到的方阵称为初等矩阵．
三种初等变换对应三种初等矩阵．
（１）对调两行或对调两列．
把单位阵Ｅ中第ｉ，ｊ两行对调（ｒｉｒｊ）得到初等矩阵

Ｅ（ｉ，ｊ）＝

１


０ … … … １
 １ 
  
 １ 

１ … … … ０


烄

烆

烌

烎１

第ｉ行

第ｊ行



用ｍ阶初等矩阵Ｅｍ（ｉ，ｊ）左乘矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，得
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Ｅｍ（ｉ，ｊ）Ａ＝

ａ１１ … ａ１ｎ
 

ａｊ１ … ａｊｎ
 

ａｉ１ … ａｉｎ
 

ａｍ１ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

第ｉ行

第ｊ行

，

相当于把Ａ的第ｉ行和第ｊ行对调（ｒｉｒｊ），即对矩阵Ａ施以第一种初等行变

换．与此相类似，用ｎ阶初等矩阵Ｅｎ（ｉ，ｊ）右乘矩阵Ａｍ×ｎ，相当于把Ａ的第ｉ
列和第ｊ列对调（ｃｉｃｊ），即对矩阵Ａ施以第一种初等列变换．

（２）以数λ≠０乘某行或某列．
以数λ≠０乘单位阵Ｅ的第ｉ行（ｒｉ×λ），得初等矩阵

Ｅ（ｉ（λ））＝

１

１
λ
１


烄

烆

烌

烎１

第ｉ行

与上面的情形相类似，以Ｅｍ（ｉ（λ））左乘矩阵Ａｍ×ｎ，相当于以数λ乘Ａ 的第ｉ行

（ｒｉ×λ）．以Ｅｎ（ｉ（λ））右乘矩阵Ａｍ×ｎ，相当于以数λ乘Ａ 的第ｉ列（ｃｉ×λ）．
（３）以数λ乘某行（列）加到另一行（列）上．
以数λ乘单位阵Ｅ 的第ｊ行加到第ｉ行上（ｒｉ＋λｒｊ）或以数λ乘Ｅ 的第ｊ列

加到第ｉ列上（ｃｉ＋λｃｊ），得初等矩阵

Ｅ（ｉ，ｊ（λ））＝

１

１ … λ
 

１


烄

烆

烌

烎１

第ｉ行

第ｊ行



可以验证，以Ｅｍ（ｉ，ｊ（λ））左乘矩阵Ａｍ×ｎ，相当于对Ａ作初等行变换ｒｉ＋λｒｊ；
以Ｅｎ（ｉ，ｊ（λ））右乘矩阵Ａｍ×ｎ，相当于对Ａ作初等列变换ｃｊ＋λｃｉ．

由上面的讨论我们得出以下结论：设Ａ是一个ｍ×ｎ矩阵，对Ａ作一次初

等行变换，相当于在Ａ的左边乘以相应的ｍ 阶初等矩阵；对Ａ作一次初等列变
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换，相当于在Ａ的右边乘以相应的ｎ阶初等矩阵．例如，设

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

烄

烆

烌

烎３４

，Ｐ＝
１ ０ ０
０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ １ ０

，

矩阵Ｐ是三阶初等矩阵，根据上面的结论，初等矩阵Ｐ左乘Ａ 相当于交换Ａ 的

第二、第三行，因此不用计算便知

ＰＡ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ

烄

烆

烌

烎２４

．

习题２＿３

１利用初等行变换，将下列矩阵化成行阶梯形矩阵和行最简阶梯形矩阵：

（１）
　１ 　０ －１
－２ 　１ 　３
　３ －１ 　

烄

烆

烌

烎２

；　　　（２）

　１ －３ 　２
－３ 　０ 　１
　４ 　１ 　２
　６ 　

烄

烆

烌

烎０ －２

；

（３）

１ 　１ ２ １
２ －１ ２ ４
１ －２ ０ ３
４ 　

烄

烆

烌

烎１ ４ ２

；　　 （４）

１ －１ ２ 　１ ０
２ －２ ４ －２ ０
３ 　０ ６ －１ １
２ 　１ ４ 　

烄

烆

烌

烎２ １

；

（５）
　０ －１ ３ 　０ ２
　２ －４ １ 　５ ３
－４ 　

烄

烆

烌

烎５ ７ －１０ ０
．

２解矩阵方程．设

０ １ ０
１ ０ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １
Ａ
１ ０ １
０ １ ０
烄

烆

烌

烎０ ０ １
＝
１ ２ ３
４ ５ ６
烄

烆

烌

烎７ ８ ９

，

求Ａ．
３计算

０ ０ １
０ １ ０
烄

烆

烌

烎１ ０ ０

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

烄

烆

烌

烎３４

．

４计算
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ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

烄

烆

烌

烎３４

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ｋ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

．

第四节　矩阵的秩

一、矩阵秩的概念

定义１０　设Ａ＝（ａｉｊ）是ｍ×ｎ矩阵，从Ａ中任取ｋ行ｋ列（ｋ≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）），

位于这些行和列的 相 交 处 的 元，按 照 它 们 原 来 的 相 对 位 置 所 构 成 的ｋ阶 行 列

式，称为矩阵Ａ的一个ｋ阶子式．
例如

Ａ＝
　１ ３ 　４ ５
－１ ０ 　２ ３
　

烄

烆

烌

烎０ １ －１ ０

，

矩阵Ａ的第一、第 三 两 行，第 二、第 四 两 列 相 交 处 的 元 所 构 成 的 二 阶 子 式 为

３ ５
１ ０

．

设Ａ是一个ｍ×ｎ矩阵．当Ａ＝Ｏ时，它的任何子式都为零；当Ａ≠Ｏ时，
它至少有一个元不为零，即它至少有一个一阶子式不为零．这时再考虑二阶子

式，如果Ａ中有二阶子式不为零，则往下考虑三阶子式，依此类推．最后必达

到Ａ中有ｒ阶子式不为零，而再没有比ｒ更高阶的不为零的子式．这个不为零

的子式的最高阶数ｒ，反映了矩阵Ａ内在的重要特性，在矩阵的理论及应用中

都有重要意义．如

Ａ＝
１ ２ ３ ０
０ １ ２ １
烄

烆

烌

烎２ ４ ６ ０

，

Ａ中有二阶子式
１ ２
０ １

＝１≠０，但它的任何三阶子式皆为零，即不为零的子式

的最高阶数ｒ＝２．
定义１１　设Ａ是ｍ×ｎ矩阵，如果Ａ中不为零的子式的最高阶数为ｒ，即

存在ｒ阶子式不为零，而任何ｒ＋１阶子式皆为零，则称ｒ为矩阵Ａ 的秩，记作

Ｒ（Ａ）＝ｒ．当Ａ＝Ｏ时，规定Ｒ（Ａ）＝０．
上例中，Ｒ（Ａ）＝２．显然Ｒ（Ａ）＝Ｒ（ＡＴ），０≤Ｒ（Ａ）≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）．
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对于ｎ阶方阵Ａ，当Ｒ（Ａ）＝ｎ时，称方阵Ａ为满秩矩阵或非奇异矩阵．否

则称为降秩矩阵或奇异矩阵．

二、矩阵秩的求法

定理１　若Ａ～Ｂ，则Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

例６　求矩阵Ａ＝

１ 　０ ０ 　１
１ 　２ ０ －１
３ －１ ０ 　４
１ 　４ ５ 　

烄

烆

烌

烎１

的秩．

解

Ａ＝

１ 　０ ０ 　１
１ 　２ ０ －１
３ －１ ０ 　４
１ 　４ ５ 　

烄

烆

烌

烎１

～

ｒ２－ｒ１
ｒ３－３ｒ１
ｒ４－ｒ１

１ 　０ ０ 　１
０ 　２ ０ －２
０ －１ ０ 　１
０ 　４ ５ 　

烄

烆

烌

烎０

～
（－１）ｒ３
ｒ２ｒ３

１ ０ ０ 　１
０ １ ０ －１
０ ２ ０ －２
０ ４ ５ 　

烄

烆

烌

烎０

～

ｒ３－２ｒ２
ｒ４－４ｒ２
ｒ３ｒ４

１ ０ ０ 　１
０ １ ０ －１
０ ０ ５ 　４
０ ０ ０ 　

烄

烆

烌

烎０

＝Ａ１，

由定理１，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａ１），而Ｒ（Ａ１）＝３（行阶梯形矩阵的秩等于其非零行数），
故Ｒ（Ａ）＝３．

例７　求矩阵Ａ＝

１ 　３ －１ －２
２ －１ 　２ 　３
３ 　２ 　１ 　１
１ －４ 　３ 　

烄

烆

烌

烎５

的秩．

解

Ａ＝

１ 　３ －１ －２
２ －１ 　２ 　３
３ 　２ 　１ 　１
１ －４ 　３ 　

烄

烆

烌

烎５

～

ｒ２－２ｒ１
ｒ３－３ｒ１
ｒ４－ｒ１

１ 　３ －１ －２
０ －７ 　４ 　７
０ －７ 　４ 　７
０ －７ 　４ 　

烄

烆

烌

烎７

～
ｒ３－ｒ２
ｒ４－ｒ２

１ 　３ －１ －２
０ －７ 　４ 　７
０ 　０ 　０ 　０
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０

．

因此Ｒ（Ａ）＝２．

习题２＿４

１ 求下列矩阵的秩，并求它的一个最高阶非零子式：
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（１）

２ 　１ ４ １ ４
３ －１ ２ １ ３
１ 　２ ３ ２ ２

烄

烆

烌

烎４ －２ ３ ０ １

；　　（２）

２ 　１ 　０ １ ２
２ 　３ 　４ ２ ０
１ －１ －３ ０ ３
３ 　

烄

烆

烌

烎１ －１ １ ３

；

（３）

１ １ ０ ０
０ １ １ ０
０ ０ １ １

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ １

；　　 （４）

　１ －１ 　０ －２ －１
－３ 　２ 　１ 　３ －３
　２ 　３ －５ 　０ 　６
　０ 　１ －１ 　２ 　

烄

烆

烌

烎４

．

２设

Ａ＝
１ －１ 　１ ２
３ 　λ －１ ２
５ 　３ 　μ

烄

烆

烌

烎６

，

若Ｒ（Ａ）＝２，求λ和μ的值．

第五节　逆矩阵

逆矩阵在矩阵理论和应用中都起着重要的作用．
定义１２　对于矩阵Ａ，如果有一个矩阵Ｂ，使得

ＡＢ＝ＢＡ＝Ｅ，
则Ａ称为可逆矩阵（或矩阵Ａ可逆），Ｂ称为Ａ 的逆矩阵，简称逆阵，记作Ａ－１，
即

ＡＡ－１＝Ａ－１Ａ＝Ｅ．
由定义１２可知：
（１）可逆矩阵必为方阵，并且它的逆矩阵一定是同阶方阵；
（２）如果Ａ是可逆矩阵，那么Ｂ也是可逆矩阵，并且Ａ与Ｂ互为逆阵，即Ｂ

＝Ａ－１，Ａ＝Ｂ－１；
（３）如果Ａ是可逆矩阵，那么它的逆阵是唯一的．
事实上，如果Ａ有两个逆阵Ｂ１ 和Ｂ２，根据定义１２，有

ＡＢ１＝Ｂ１Ａ＝Ｅ，ＡＢ２＝Ｂ２Ａ＝Ｅ
于是

Ｂ１＝Ｂ１Ｅ＝Ｂ１（ＡＢ２）＝（Ｂ１Ａ）Ｂ２＝ＥＢ２＝Ｂ２．
定理２　ｎ阶方阵Ａ＝（ａｉｊ）可逆的充分必要条件是｜Ａ｜≠０，且
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Ａ－１＝ １｜Ａ｜

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１
Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２
  

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

，

其中Ａｉｊ是｜Ａ｜中元ａｉｊ的代数余子式．
证　必要性．
设Ａ可逆，由ＡＡ－１＝Ｅ得｜ＡＡ－１｜＝｜Ｅ｜，于是｜Ａ｜｜Ａ－１｜＝１．即若Ａ为可

逆矩阵，则｜Ａ｜≠０．
充分性．
利用例３的结论，有

ＡＡ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ
当｜Ａ｜≠０时，有

Ａ １
｜Ａ｜Ａ（ ） ＝ １

｜Ａ｜Ａ（ ） Ａ＝Ｅ．
由逆阵定义知Ａ可逆，并且有

Ａ－１＝ １｜Ａ｜Ａ
．

例８　求矩阵Ａ＝
　１ ０ 　１
　２ １ 　０
烄

烆

烌

烎－３ ２ －５

的逆矩阵．

解　因为

｜Ａ｜＝
　１ ０ 　１
　２ １ 　０
－３ ２ －５

＝２≠０，

所以Ａ可逆．

Ａ１１＝
１ 　０
２ －５

＝－５，　　Ａ１２＝－
　２ 　０
－３ －５

＝１０，

Ａ１３＝
　２ １
－３ ２

＝７， Ａ２１＝－
０ 　１
２ －５

＝２，

Ａ２２＝
　１ 　１
－３ －５

＝－２， Ａ２３＝－
　１ ０
－３ ２

＝－２，

Ａ３１＝
０ １
１ ０

＝－１， Ａ３２＝－
１ １
２ ０

＝２，

Ａ３３＝
１ ０
２ １

＝１
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于是得

Ａ－１＝ １｜Ａ｜Ａ
＝１２

－５ 　２ －１
　１０ －２ 　２
　７ －２ 　

烄

烆

烌

烎１
＝

－５２ 　１ －１２
　５ －１ 　１

　７２ －１ 　

烄

烆

烌

烎
１
２

．

推论１　设Ａ和Ｂ都是ｎ阶方阵，若ＡＢ＝Ｅ，则Ａ与Ｂ都可逆，并且Ａ－１

＝Ｂ，Ｂ－１＝Ａ．
用本推论去判断一个矩阵是否可逆，比直接用定义去判断要节省一半的计

算量．另外，利用本推论可以方便地得到逆阵的一些运算规律．例如：
（１）（Ａ－１）－１＝Ａ；
（２）｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１；

（３）（λＡ）－１＝１λＡ
－１；

（４）（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１；
（５）（ＡＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ．
总结上面的讨论可得：设Ａ，Ｂ为同阶方阵，且都可逆，数λ≠０，则有下列

逆阵的运算规律：
（１）Ａ－１也可逆，且｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１；

（２）λＡ 也可逆，且（λＡ）－１＝１λＡ
－１；

（３）ＡＢ也可逆，且（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１；
（４）ＡＴ 也可逆，且（ＡＴ）－１＝（Ａ－１）Ｔ．
例９　用逆矩阵解线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　　　　…………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＝ｂｎ

烅

烄

烆 
解　令

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｎｎ

，ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｎ

，

得矩阵方程为Ａｘ＝ｂ．当｜Ａ｜≠０时，用Ａ－１左乘方程的两端，得

Ａ－１Ａｘ＝Ａ－１ｂ，
即
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Ｅｘ＝Ａ－１ｂ，
从而

ｘ＝Ａ－１ｂ．
这就是方程的解．

值得注意的是：用逆阵求解线性方程组，只适合方程的个数和未知量的个

数相等并且｜Ａ｜≠０（系数矩阵的行列式不等于零）的情形，此时线性方程组有唯

一解．
例１０　用逆阵解线性方程组

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＝－７，

２ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝－８，

ｘ１＋３ｘ２　 ＝　
烅

烄

烆 ７
解　将线性方程组改写成矩阵方程，设

Ａ＝
１ 　２ ３
２ －１ ２
１ 　

烄

烆

烌

烎３ ０

，ｘ＝

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

，ｂ＝
－７
－８
　

烄

烆

烌

烎７

，

则

Ａｘ＝ｂ．
因为

｜Ａ｜＝
１ 　２ ３
２ －１ ２
１ 　３ ０

＝１９≠０，

所以Ａ可逆，且

Ａ－１＝１１９

－６ 　９ 　７
　２ －３ 　４
　

烄

烆

烌

烎７ －１ －５


因为

ｘ＝Ａ－１ｂ，
所以

ｘ＝

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝１１９

－６ 　９ 　７
　２ －３ 　４
　

烄

烆

烌

烎７ －１ －５

－７
－８
　

烄

烆

烌

烎７
＝
　１
　２
烄

烆

烌

烎－４

，

即

ｘ１＝１，

ｘ２＝２，

ｘ３＝－４
烅

烄

烆 ．
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例１１　解矩阵方程

２ １（ ）３ ２
Ｘ
－３ 　２
　（ ）５ －３

＝
－２ 　４
　（ ）３ －１

．

解　设

Ａ＝
２ １（ ）３ ２

，Ｂ＝
－３ 　２
　（ ）５ －３

，Ｃ＝
－２ 　４
　（ ）３ －１

．

上述矩阵方程可表示为ＡＸＢ＝Ｃ 由于

｜Ａ｜＝
２ １
３ ２

＝１≠０，｜Ｂ｜＝
－３ 　２
　５ －３

＝－１≠０，

故Ａ，Ｂ的逆阵Ａ－１，Ｂ－１存在．分别用Ａ－１与Ｂ－１左乘、右乘ＡＸＢ＝Ｃ的两端，

得

Ａ－１（ＡＸＢ）Ｂ－１＝Ａ－１ＣＢ－１，
（Ａ－１Ａ）Ｘ（ＢＢ－１）＝Ａ－１ＣＢ－１，

ＥＸＥ＝Ａ－１ＣＢ－１，Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１．

因为 Ａ－１＝
　２ －１
－３ 　（ ）２ ，Ｂ－１＝ ３ ２（ ）５ ３

，

所以　Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１＝
　２ －１
－３ 　（ ）２ －２ 　４

　（ ）３ －１
３ ２（ ）５ ３

＝
　２４ 　１３（ ）－３４ －１８

．

运用定理２求逆矩阵的方法适合阶数较低的方阵，求阶数较高方阵的逆矩

阵应使用初等变换的方法．
定理３　设Ａ为可逆矩阵，则存在有限个初等矩阵Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｌ，使得Ａ

＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｌ．
定理３表明：可逆矩阵的标准形是单位阵．其实可逆矩阵的行最简阶梯形

矩阵也是单位阵，因此，我们有如下推论．

推论２　方阵Ａ可逆的充分必要条件是Ａ ～
ｒ
Ｅ．

证　先证必要性．设方阵Ａ可逆，由定理３有初等矩阵Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｌ，使
得

Ａ＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＥ．

此式表明：Ｅ经ｌ次初等行变换可化为Ａ，即Ａ～
ｒ
Ｅ．

再证充 分 性．设Ａ ～
ｒ
Ｅ，即 有 有 限 个 初 等 矩 阵Ｐ１，…，Ｐｌ，使 得Ａ＝

Ｐ１…ＰｌＥ．因为初等矩阵可逆，故Ａ可逆．
下面介绍利用初等变换求逆矩阵的方法．
如果Ａ可逆，则Ａ－１也可逆，根据定理３，存在初等矩阵Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｌ，

使得Ａ－１＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｌ．那么有
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Ａ－１Ａ＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＡ，
即

Ｅ＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＡ， （２）

Ａ－１＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＥ （３）
式（２）表示对Ａ的行施以若干次初等行变换化为Ｅ，式（３）表示对Ｅ的行施

以同样的初等行变换化为Ａ－１，于是可以得到一个求逆矩阵的方法：
（Ａ┆Ｅ）～

ｒ（Ｅ┆Ａ－１）．

例１２　求Ａ＝
２ －２ 　３
１ 　１ 　１
１ 　

烄

烆

烌

烎３ －１

的逆矩阵．

解　

（Ａ┆Ｅ）＝
２ －２ 　３ １ ０ ０
１ 　１ 　１ ０ １ ０
１ 　






烄

烆

烌

烎３ －１ ０ ０ １
～
ｒ１ｒ２ １ 　１ 　１ ０ １ ０

２ －２ 　３ １ ０ ０
１ 　






烄

烆

烌

烎３ －１ ０ ０ １

～

ｒ２－２ｒ１
ｒ３－ｒ１ １ 　１ 　１ ０ 　１ ０

０ －４ 　１ １ －２ ０
０ 　






烄

烆

烌

烎２ －２ ０ －１ １
～

ｒ２ｒ３
ｒ３＋２ｒ２ １ １ 　１ ０ 　１ ０

０ ２ －２ ０ －１ １





烄

烆

烌

烎０ ０ －３ １ －４ ２

～

（）１２ ｒ２

－（ ）１３ ｒ３

１ １ 　１ 　０ 　１ 　０

０ １ －１ 　０ －１２ 　１２

０ ０ 　１ －１３ 　４３ －








烄

烆

烌

烎
２
３

～

ｒ１－ｒ３
ｒ２＋ｒ３

１ １ ０ 　１３ －１３ 　２３

０ １ ０ －１３ 　５６ －１６

０ ０ １ －１３ 　４３ －









烄

烆

烌

烎
２
３
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～
ｒ１－ｒ２

１ ０ ０ 　２３ －７６ 　５６

０ １ ０ －１３ 　５６ －１６

０ ０ １ －１３ 　４３ －









烄

烆

烌

烎
２
３

，

所以

Ａ－１＝

　２３ －７６ 　５６

－１３ 　５６ －１６

－１３ 　４３ －

烄

烆

烌

烎
２
３

．

对于给定的方阵Ａ，判断其是否为可逆矩阵的方法有：（１）如果｜Ａ｜≠０，则

方阵Ａ是可逆矩阵，否则方阵Ａ不是可逆矩阵；（２）对方阵Ａ施以初等行变换，
如果Ａ能化成单位矩阵，则方阵Ａ可逆，否则方阵Ａ不可逆．

习题２＿５

１．解下列矩阵方程，求出未知矩阵Ｘ：

（１）
２ ５（ ）１ ３

Ｘ＝
４ －６
２ 　（ ）１ ；

（２）Ｘ
１ 　１ －１
２ 　１ 　０
１ －１ 　

烄

烆

烌

烎１
＝
１ １ ３
４ ３ ２
烄

烆

烌

烎１ ２ ５

；

（３）设Ａ＝
　１ －１ 　０
　０ 　１ －１
－１ 　０ 　

烄

烆

烌

烎１

，ＡＸ＝２Ｘ＋Ａ

２．判断下列方阵是否可逆，如果可逆，求其逆矩阵：

（１）
ａ ｂ（ ）ｃ ｄ

（ａｄ－ｂｃ≠０）；　（２）
　２ 　１ １
　３ 　１ ２
烄

烆

烌

烎－１ －１ ０

；
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（３）
　ｃｏｓφ ｓｉｎφ ０
－ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０
　

烄

烆

烌

烎０ ０ １

； （４）

１ ２ ３ ４
０ １ ２ ３
０ ０ １ ２

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

．

３．用逆阵解下列线性方程组：

（１）
ｘ１－ ｘ２－ ｘ３＝２，

２ｘ１－ ｘ２－３ｘ３＝１，

３ｘ１＋２ｘ２－５ｘ３＝０
烅

烄

烆 ；
（２）

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＝１，

２ｘ１＋２ｘ２＋５ｘ３＝２，

３ｘ１＋５ｘ２＋ ｘ３

烅

烄

烆 ＝３

第二章习题参考答案

习题２＿２

１．
３ ５ 　５ ０
５ ０ －２ ２
烄

烆

烌

烎５ ２ －２ ２

，
－５ －１ 　１ ２
－５ 　６ －２ ０
　３ －２ 　

烄

烆

烌

烎８ ２

，
－１１ 　０ 　５ ５
－１０ 　１５ －６ １
　１０ －４ 　

烄

烆

烌

烎１９ ６
．

２

２ 　３ －２ 　２
２ －２ 　１ －１
１
２ －１ －７２

烄

烆

烌

烎
－１

．

３．（１）
－１ 　１
－１ －１
　４ 　

烄

烆

烌

烎０

；（２）
－３ －５
　（ ）１ －６

；

（３）（ａ１１ｘ２１＋ａ２２ｘ２２＋ａ３３ｘ２３＋（ａ１２＋ａ２１）ｘ１ｘ２＋
（ａ１３＋ａ３１）ｘ１ｘ３＋（ａ２３＋ａ３２）ｘ２ｘ３）．

４．
０ １７
１４ １３
烄

烆

烌

烎－３ １０
．

５．（１）
－９ ０ ６
－６ ０ ０
烄

烆

烌

烎－６ ０ ９

；　　（２）
　０ ０ ６
－３ ０ ０
烄

烆

烌

烎－６ ０ ０

；　　（３）结果不一致．
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６．
　８ 　３ －３
　４ 　４ －５
－３ －１ 　

烄

烆

烌

烎１１
．

习题２＿３

２．
４ ５ ２
１ ２ ２
烄

烆

烌

烎７ ８ ２
．

３．

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４
ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ

烄

烆

烌

烎１４

．

４．

ａ１１ ａ１２ ｋａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２ ｋａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ｋａ３３ ａ

烄

烆

烌

烎３４

．

习题２＿４

１（１）Ｒ＝４，

２ 　１ ４ ４
３ －１ ２ ３
１ 　２ ３ ２
４ －２ ３ １

≠０；

（２）Ｒ＝３，
２ 　１ １
２ 　３ ２
１ －１ ０

≠０；

（３）Ｒ＝３，
１ １ ０
０ １ １
０ ０ １

≠０；

（４）Ｒ＝３，
　１ －１ －２
－３ 　２ 　３
　２ 　３ 　０

≠０．

２．λ＝５，μ＝１．
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习题２＿５

１．（１）
２ －２３
０ 　（ ）８ ；　　（２）

－５ ４ －２
－４ ５ －２
烄

烆

烌

烎－９ ７ －４

；　　（３）
　０ 　１ －１
－１ 　０ 　１
　１ －１ 　

烄

烆

烌

烎０
．

２．（１） １
ａｄ－ｂｃ

　ｄ －ｂ
－ｃ 　（ ）ａ ；　（２）不存在；

（３）
ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０
ｓｉｎφ 　ｃｏｓφ ０
０ 　

烄

烆

烌

烎０ １

；　（４）

１ －２ 　１ ０
０ 　１ －２ 　１
０ 　０ 　１ －２
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎１

．

３．（１）（５，０，３）Ｔ；（２）（１，０，０）Ｔ．
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第三章　向量组的线性相关性

ｎ维向量和由ｎ维向量组成的向量组是线性代数的基本内容之一．本章在

引入向量概念及其运算的基础上，讨论向量组的线性组合、线性相关性及向量

组的秩等问题．

第一节　ｎ维向量及其运算

定义１　由ｎ个数组成的有序数组

（ａ１，ａ２，…，ａｎ）

称为ｎ维向量，其中ａ１，ａ２，…，ａｎ称为向量的分量，常用黑体小写希腊字母α，

β，γ，…表示向量．
例如α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）．ｎ维向量有时也写成一列的形式，例如

β＝

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｎ

．

写成行形式的向量称为行向量，写成列形式的向量称为列向量．如果将向

量看作矩阵，ｎ维行向量可理解成１×ｎ矩阵，ｎ维列向量可理解成ｎ×１矩阵，

用矩阵的转置可将它们相互转化，即

（ａ１，ａ２，…，ａｎ）Ｔ＝

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

或

ａ１
ａ２


ａ

烄

烆

烌

烎ｎ

Ｔ

＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）．

我们还规定：

分量全为零的向量称为零向量，记作０；

向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）的各分量的相反数所构成的向量，称为α的负向
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量，记作－α，即

－α＝（－ａ１，－ａ２，…，－ａｎ）；
两个向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）和β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），若ａｉ＝ｂｉ（ｉ＝１，２，

…，ｎ），则称这两个向量相等，记作α＝β．
定义２　设α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）是两个ｎ维向量，它

们的对应分量的和所构成的向量

（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）
称为两向量α与β的和，记作α＋β，即

α＋β＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）．
由向量的加法及负向量的定义，可定义向量的减法：

α－β＝α＋（－β）＝（ａ１－ｂ１，ａ２－ｂ２，…，ａｎ－ｂｎ）．
定义３　数ｋ与向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）的乘积称为数ｋ与向量α的乘积

（或数乘），记作ｋα，即

ｋα＝ｋ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝（ｋａ１，ｋａ２，…，ｋａｎ）．
向量的加法和数乘 运 算 统 称 为 向 量 的 线 性 运 算，它 们 满 足 如 下 运 算 规 律

（设α，β，γ都是ｎ维向量，ｋ，ｌ是实数）：
（１）α＋β＝β＋α；
（２）（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；
（３）α＋０＝α；
（４）α＋（－α）＝０；
（５）ｋ（α＋β）＝ｋα＋ｋβ；
（６）（ｋ＋ｌ）α＝ｋα＋ｌα；
（７）（ｋｌ）α＝ｋ（ｌα）；
（８）１×α＝α．
根据向量的加法和数乘运算的定义，上述八条性质是不难证明的，这里只

给出性质（１）的证明．
设α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），则

α＋β＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）＝（ｂ１＋ａ１，ｂ２＋ａ２，…，ｂｎ＋ａｎ）

＝β＋α
即

α＋β＝β＋α．
其他性质的证明留给读者作为练习．
例１　已知向量α＝（７，２，０，－８），β＝（２，１，－４，３），求２α＋３β．
解　２α＋３β＝２（７，２，０，－８）＋３（２，１，－４，３）

＝（１４，４，０，－１６）＋（６，３，－１２，９）＝（２０，７，－１２，－７）．

·３４·第三章　向量组的线性相关性



例２　设向量α＝（５，－１，３，２，４），β＝（３，１，－２，２，１），且３α＋γ＝４β，
求γ．

解　因为

３α＋γ＝４β，
所以

γ＝－３α＋４β＝（－１５，３，－９，－６，－１２）＋（１２，４，－８，８，４）

＝（－３，７，－１７，２，－８）．
由于向量可以被看作矩阵，上述关于向量相等、向量的线性运算也可借助

于矩阵的运算定义得出．其运算规律与矩阵的运算规律一致．

习题３＿１

１ 已知向量α１＝（１，２，－１），α２＝（２，５，－３），α３＝（１，－３，４）．求：

（１）２α１－３α２＋４α３；　　（２）５α１＋２α２－α３．
２ 已知向量

α１＝
　３
－１
　

烄

烆

烌

烎０

，α２＝
烄

烆

烌

烎

０
２
０

，α３＝
－２
　４
　

烄

烆

烌

烎３

，

求：（１）２α１－
１
２α２＋３α３

；　（２）α１＋２α２－４α３．

３．已知向量α１＝（４，５，－５，３），α２＝（１０，１，５，１０），α３＝（４，１，－１，

１）．如果

３（α１－α）＋２（α２＋α）－５（α３－α）＝０，

求α．
４．已知α－β＝（５，３，０，３），α＋β＝（１，３，４，－１），求α和β．

第二节　向量组的线性相关性

一、向量的线性组合

例３　对于线性方程组

ｘ１－ ｘ２－２ｘ３＝２，

２ｘ１＋３ｘ２－４ｘ３＝－６，

－ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３＝３
烅

烄

烆 ，

若设
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α１＝
　１
　２
烄

烆

烌

烎－１

，α２＝
－１
　３
烄

烆

烌

烎－２

，α３＝
－２
－４
　

烄

烆

烌

烎１

，β＝
　２
－６
　

烄

烆

烌

烎３

，

则线性方程组可写成向量方程的形式

ｘ１α１＋ｘ２α２＋ｘ３α３＝β
因为

Ｄ＝
　１ －１ －２
　２ 　３ －４
－１ －２ 　１

＝－５≠０，

由克莱姆法则，可求出线性方程组的解为ｘ１＝２，ｘ２＝－２，ｘ３＝１，所以

β＝２α１－２α２＋α３．
我们称向量β可由向量组α１，α２，α３ 线性表示．一般地，有如下定义．
定义４　设β，α１，α２，…，αｍ 都是ｎ维向量，若存在ｍ 个数ｋ１，ｋ２，…，

ｋｍ，使得

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ，
则称向量β可由向量组α１，α２，…，αｍ 线性表示，也称向量β是向量组α１，α２，
…，αｍ 的线性组合．

显然，零向量是任何向量组α１，α２，…，αｎ 的线性组合，或者说零向量可

由任何向量组α１，α２，…，αｎ 线性表示．
例４　设向量组

β＝
烄

烆

烌

烎

２
０
４

，α１＝
烄

烆

烌

烎

３
１
２

，α２＝
烄

烆

烌

烎

１
２
３

，α３＝
烄

烆

烌

烎

２
３
１

，

试判断β是否是α１，α２，α３ 的线性组合．
解　设β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３，即

烄

烆

烌

烎

２
０
４
＝ｋ１
烄

烆

烌

烎

３
１
２
＋ｋ２
烄

烆

烌

烎

１
２
３
＋ｋ３
烄

烆

烌

烎

２
３
１
．

由向量的线性运算和相等的定义，得线性方程组

３ｋ１＋ ｋ２＋２ｋ３＝２，

ｋ１＋２ｋ２＋３ｋ３＝０，

２ｋ１＋３ｋ２＋ ｋ３

烅

烄

烆 ＝４
因为

３ １ ２
１ ２ ３
２ ３ １

＝－１８≠０，
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所以，由克莱姆法则，得方程组的解为

ｋ１＝１，ｋ２＝１，ｋ３＝－１，
于是

β＝α１＋α２－α３，
所以β是向量组α１，α２，α３ 的线性组合．

例５　已知向量

α１＝（１，－２），α２＝（－２，４），β＝（１，－４），
试问向量β是否可用向量组α１，α２线性表示？

解　设β＝ｋ１α１＋ｋ２α２，即

（１，－４）＝ｋ１（１，－２）＋ｋ２（－２，４），
得线性方程组

ｋ１－２ｋ２＝１，

－２ｋ１＋４ｋ２
烅
烄

烆 ＝－４
由第二个方程得ｋ１－２ｋ２＝２，与第一个方程矛盾，所以方程组无解，因而向量β
不能用向量组α１，α２ 线性表示．

例６　设向量组

α１＝
烄

烆

烌

烎

２
３
１

，α２＝
烄

烆

烌

烎

１
２
１

，α３＝
　３
　２
烄

烆

烌

烎－１

，β＝
　２
　１
烄

烆

烌

烎－１


试问β是否能用α１，α２，α３ 线性表示？

解　设β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３，即

　２
　１
烄

烆

烌

烎－１
＝ｋ１
烄

烆

烌

烎

２
３
１
＋ｋ２
烄

烆

烌

烎

１
２
１
＋ｋ３

　３
　２
烄

烆

烌

烎－１

，

得线性方程组

２ｋ１＋ ｋ２＋３ｋ３＝２，

３ｋ１＋２ｋ２＋２ｋ３＝１，

ｋ１＋ ｋ２－ ｋ３

烅

烄

烆 ＝－１
由于第一个方程加 第 三 个 方 程 正 好 等 于 第 二 个 方 程，所 以 第 二 个 方 程 是 多 余

的．去掉第二个方程，得同解方程组

２ｋ１＋ｋ２＋３ｋ３＝２，

ｋ１＋ｋ２－ ｋ３
烅
烄

烆 ＝－１
将ｋ３ 移到方程的右边，得

２ｋ１＋ｋ２＝　２－３ｋ３，

ｋ１＋ｋ２＝－１＋ ｋ３
烅
烄

烆 

·６４· 工 程 数 学



令ｋ３＝０，求出ｋ１＝３，ｋ２＝－４．故方程组的一个解为

ｋ１＝３，ｋ２＝－４，ｋ３＝０，
所以

β＝３α１－４α２
由于ｋ３ 可任意取值，从而方程组有无穷多解，所以β用α１，α２，α３ 线性表示的

方式也有无穷多种．

二、向量组的线性相关性

定义５　设 有 向 量 组α１，α２，…，αｍ，若 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数ｋ１，

ｋ２，…，ｋｍ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０
成立，则称向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关．

否则，若 仅 当ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｍ＝０时，上 式 才 成 立，则 称 向 量 组α１，

α２，…，αｍ线性无关．
由定义５可得出以下结论：
（１）只由一个非零向量构成的向量组必线性无关；
（２）只由一个零向量构成的向量组必线性相关；
（３）含有零向量的任一向量组必线性相关；
（４）若一向量组线性无关，则它的任何一部分向量所构成的向量组也线性

无关；
（５）若一向量组线性相关，则增加一些向量后所构成的向量组也线性相关．
例７　判断向量组

α１＝（２，１，０），α２＝（１，２，１），α３＝（０，１，２）
的线性相关性．

解　设ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，即

ｋ１（２，１，０）＋ｋ２（１，２，１）＋ｋ３（０，１，２）＝（０，０，０），
得线性方程组

２ｋ１＋ ｋ２　 ＝０，

ｋ１＋２ｋ２＋ ｋ３＝０，

ｋ２＋２ｋ３

烅

烄

烆 ＝０
因为方程组的系数行列式

２ １ ０
１ ２ １
０ １ ２

＝４≠０，

所以方程组只有零解，即
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ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，
因此向量组α１，α２，α３ 线性无关．

例８　讨论向量组

α１＝（１，２，－１），α２＝（２，－３，１），α３＝（４，１，－１）
的线性相关性．

解　设ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，即

ｋ１（１，２，－１）＋ｋ２（２，－３，１）＋ｋ３（４，１，－１）＝（０，０，０），
得线性方程组

ｋ１＋２ｋ２＋４ｋ３＝０，

２ｋ１－３ｋ２＋ ｋ３＝０，

－ｋ１＋ ｋ２－ ｋ３

烅

烄

烆 ＝０
因为方程组的系数行列式

　１ 　２ 　４
　２ －３ 　１
－１ 　１ －１

＝０，

所以方程组有非零解，即ｋ１，ｋ２，ｋ３ 不全为零，因此向量组α１，α２，α３ 线性相

关．
一般地，判别向量组α１，α２，…，αｍ 的线性相关性，都可通过相应的齐次

线性方程组ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０是否有非零解来判断．若有非零解，则

向量组线性相关；若只有零解，则向量组线性无关．
例９　设向量组α，β，γ线性无关，求证α＋β，β＋γ，α＋γ也线性无关．
证　设ｋ１（α＋β）＋ｋ２（β＋γ）＋ｋ３（α＋γ）＝０，则

（ｋ１＋ｋ３）α＋（ｋ１＋ｋ２）β＋（ｋ２＋ｋ３）γ＝０
因为α，β，γ线性无关，于是

ｋ１＋ｋ３＝０，

ｋ１＋ｋ２＝０，

ｋ２＋ｋ３

烅

烄

烆 ＝０
因为系数行列式

１ ０ １
１ １ ０
０ １ １

＝２≠０，

所以ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，因此向量组α＋β，β＋γ，α＋γ线性无关．
定理１　向量组α１，α２，…，αｍ（ｍ≥２）线性相关的充分必要条件是其中存

在一个向量可以由其余向量线性表示．
证　必要性：因为α１，α２，…，αｍ 线性相关，所以存在不全为零的数ｋ１，
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ｋ２，…，ｋｍ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋…＋ｋｍαｍ＝０
不妨设ｋ１≠０，则

α１＝－
ｋ２
ｋ１
α２－

ｋ３
ｋ１
α３－…－

ｋｍ
ｋ１
αｍ，

所以α１ 可由α２，α３，…，αｍ 线性表示．
充分性：设α１ 可由α２，α３，…，αｍ 线性表示，即

α１＝ｌ２α２＋ｌ３α３＋…＋ｌｍαｍ
于是 １·α１－ｌ２α２－ｌ３α３－…－ｌｍαｍ＝０，
而１，－ｌ２，…，－ｌｍ 已经有一个数１不是零，根据定义，α１，，α２，…，αｍ 线性

相关．
定理２　若向量组

αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）　（ｉ＝１，２，…，ｍ）
线性无关，则在每一个向量上添加一个分量所得到的ｎ＋１维向量组

βｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ，ａｉｎ＋１）　（ｉ＝１，２，…，ｍ）
也线性无关．

这个结论可以推广到添加ｎ个分量的情形．

三、向量组线性相关性的矩阵判别法

对于ｍ×ｎ矩阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

我们可以得到ｍ个行向量

α１＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ），α２＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ），…，

αｍ＝（ａｍ１，ａｍ２，…，ａｍｎ），
称其为矩阵Ａ的行向量组．

同时也可得到ｎ个列向量

β１＝

ａ１１
ａ２１


ａｍ

烄

烆

烌

烎１

，β２＝

ａ１２
ａ２２


ａｍ

烄

烆

烌

烎２

，…，βｎ＝

ａ１ｎ
ａ２ｎ


ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

称其为矩阵Ａ的列向量组．
反之，任何行向量组可以构成一个矩阵Ａ，并以此向量组作为Ａ的行向量
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组；任何列向量组可以构成一个矩阵Ｂ，并以此向量组作为Ｂ的列向量组．
关于向量组线性相关性的判别有如下定理．
定理３　设Ａ为ｍ×ｎ矩阵，Ａ的秩Ｒ（Ａ）＝ｒ．
（１）若ｒ＜ｍ（或ｒ＜ｎ），则矩阵Ａ的行向量组（或列向量组）线性相关．
（２）若ｒ＝ｍ（或ｒ＝ｎ），则矩阵Ａ的行向量组（或列向量组）线性无关．
根据定理３，我们可得判断向量组α１，α２，…，αｍ 线性相关的方法和步骤

如下：
（１）由向量组α１，α２，…，αｍ构成矩阵Ａ；
（２）对矩阵Ａ施行 初 等 行 变 换，将Ａ化 为 行 阶 梯 形 矩 阵，求 出Ａ的 秩Ｒ

（Ａ）＝ｒ；
（３）应用定理３，判别向量组的线性相关性．
例１０　判断向量组

α１＝（１，１，０，０），α２＝（０，２，０，２），α３＝（０，０，３，０）
的线性相关性．

解　由向量组α１，α２，α３ 作矩阵Ａ

Ａ＝
１ １ ０ ０
０ ２ ０ ２
烄

烆

烌

烎０ ０ ３ ０
．

显然Ａ已是一个行阶梯形矩阵，Ｒ（Ａ）＝３．所以α１，α２，α３ 线性无关．
例１１　判断向量组

α１＝

烄

烆

烌

烎

３
１
０
２

，α２＝

　１
－１
　２

烄

烆

烌

烎－１

，α３＝

　１
　３
－４
　

烄

烆

烌

烎４
的线性相关性．

解　由α１，α２，α３ 作矩阵Ａ，并对Ａ施行初等行变换得

　　　　Ａ＝

３ 　１ 　１
１ －１ 　３
０ 　２ －４
２ －１ 　

烄

烆

烌

烎４

～
ｒ１ｒ２

１ －１ 　３
３ 　１ 　１
０ 　２ －４
２ －１ 　

烄

烆

烌

烎４

～
ｒ２＋

（－３）ｒ１

ｒ４＋
（－２）ｒ１

１ －１ 　３
０ 　４ －８
０ 　２ －４
０ 　

烄

烆

烌

烎１ －２

　　　　～
ｒ２ｒ４

１ －１ 　３
０ 　１ －２
０ 　２ －４
０ 　

烄

烆

烌

烎４ －８

～
ｒ３＋

（－２）ｒ２

ｒ４＋
（－４）ｒ２

１ －１ 　３
０ 　１ －２
０ 　０ 　０
０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０
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所以，Ｒ（Ａ）＝２，于是向量组α１，α２，α３ 线性相关．

习题３＿２

１ 判断向量β是否可用α１，α２，α３ 线性表示：

（１）β＝（－３，３，７），　α１＝（１，－１，２），

α２＝（２，１，０）， α３＝（－１，２，１）；
（２）β＝（０，１０，８）， α１＝（－１，２，３），

α２＝（１，３，２）， α３＝（１，８，７）；
（３）β＝（２，０，２） α１＝（１，１，１），

α２＝（１，１，－１），α３＝（１，－１，１）．
２ 已知向量

β＝（１，ｍ，５），α１＝（１，－３，２），α２＝（２，－１，１）．
问ｍ取何值时，向量β可用向量α１，α２ 线性表示？并求出表示式．
３ 用定义判别下列向量组的线性相关性：
（１）α１＝（１，１，１），α２＝（１，２，３），α３＝（１，６，３）；
（２）α１＝（１，２，３），α２＝（１，－４，１），α３＝（１，１４，７）．
４ 利用矩阵的初等变换，判别向量组的线性相关性：
（１）α１＝（３，１，０，２），α２＝（１，－１，２，－１），α３＝（１，３，－４，４）；
（２）α１＝（１，０，－１，０，１），α２＝（１，１，３，１，１），

α３＝（２，２，０，０，０），α４＝（０，０，１，１，１）；
（３）α１＝（１，２，３，１，２，３），α２＝（３，２，１，３，２，１），

α３＝（１，１，１，１，１，１），α４＝（２，２，２，２，２，２）．
５若向量组α１，α２，α３ 线性无关，试证：２α１＋３α２，α２＋４α３，α１＋５α３ 也

线性无关．

第三节　向量组的秩

定义６　设Ｔ 是ｎ 维 向 量 所 组 成 的 向 量 组，若 在Ｔ 中 有ｒ 个 向 量α１，

α２，…，αｒ 满足：
（１）α１，α２，…，αｒ线性无关，
（２）对于任意的α∈Ｔ，α可用α１，α２，…，αｒ 线性表示，

则称α１，α２，…，αｒ 是向量组Ｔ 的一个最大线性无关组，简称最大无关组．
例１２　求向量组

α１＝（－１，３，３），α２＝（０，１，２），α３＝（－１，２，２）
的一个最大无关组．
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解　由向量组α１，α２，α３ 作矩阵Ａ，对Ａ施行初等行变换，得

Ａ＝
－１ ３ ３
　０ １ ２
烄

烆

烌

烎－１ ２ ２
～
ｒ３－ｒ１ －１ 　３ 　３

　０ 　１ 　２
　

烄

烆

烌

烎０ －１ －１
～
ｒ３＋ｒ２ －１ ３ ３

　０ １ ２
　

烄

烆

烌

烎０ ０ １


所以Ｒ（Ａ）＝３，于是α１，α２，α３ 线性无关．
又因为

α１＝１·α１＋０·α２＋０·α３，

α２＝０·α１＋１·α２＋０·α３，

α３＝０·α１＋０·α２＋１·α３，
所以α１，α２，α３ 均可用向量组α１，α２，α３ 线性表示，从而α１，α２，α３ 是一个最

大无关组．
例１３　求向量组

α１＝（－１，３，３，１），α２＝（０，１，２，０），α３＝（－１，２，１，１）
的一个最大无关组．

解　由向量组α１，α２，α３ 作矩阵Ａ，对Ａ施行初等行变换，得

Ａ＝
－１ ３ ３ １
　０ １ ２ ０
烄

烆

烌

烎－１ ２ １ １
～
ｒ３－ｒ１ －１ 　３ 　３ １

　０ 　１ 　２ ０
　

烄

烆

烌

烎０ －１ －２ ０
～
ｒ３＋ｒ２ －１ ３ ３ １

　０ １ ２ ０
　

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０


所以Ｒ（Ａ）＝２＜３，于是α１，α２，α３ 线性相关，易知α１，α２ 线性无关，且

α１＝１·α１＋０·α２，α２＝０·α１＋１·α２，α３＝α１－α２．
所以α１，α２ 是向量组的一个最大无关组．

从例１３中我们还可得出α１，α３ 或α２，α３也是向量组的最大无关组，即最

大无关组不是唯一的．但我们可以看到，各最大无关组中所含向量的个数相同，
一般地，有如下结论．

定理４　向量组的任意两个最大无关组所含向量的个数相同．
定义７　向量组中最大无关组所含向量的个数称为向量组的秩．
例如，例１２中，向量组α１，α２，α３ 的一个最大无关组是α１，α２，α３，所以

向量组的秩为３．再如，例１３中，向量组α１，α２，α３ 的一个最大无关组是α１，

α２，所以向量组的秩为２．
下面讨论如何求向量组的秩及它的一个最大无关组．
定理５　矩阵的秩等于其列向量组的秩，也等于其行向量组的秩．
根据定理５，可得到求向量组的秩及一个最大无关组的方法和步骤如下．
（１）若α１，α２，…，αｍ 为ｎ维行向量组，则由列向量组αＴ１，αＴ２，…，αＴｍ 作ｎ

×ｍ矩阵Ａ；若α１，α２，…，αｍ为ｎ维列向量组，直接由α１，α２，…，αｍ 作ｎ×
ｍ矩阵Ａ．
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（２）将矩阵Ａ通过若干次初等行变换，化为行阶梯形矩阵Ｂ，求出矩阵Ａ
的秩Ｒ（Ａ），从而得到向量组的秩也为Ｒ（Ａ）．

（３）行阶梯形矩阵Ｂ的非零行的首非零元所在列的列数所对应的矩阵Ａ 的

这些列向量就是一个最大无关组．
例１４　求向量组

α１＝（１，２，３，－１），　α２＝（３，２，１，－１），

α３＝（４，４，４，－２），　α４＝（２，０，－２，０），

α５＝（２，３，１，１）
的秩及它的一个最大无关组．

解　依次以各向量为列作４×５矩阵Ａ，并对Ａ施行初等行变换，得

Ａ＝

　１ 　３ 　４ 　２ ２
　２ 　２ 　４ 　０ ３
　３ 　１ 　４ －２ １
－１ －１ －２ 　

烄

烆

烌

烎０ １

～
ｒ２＋

（－２）ｒ１
ｒ３＋

（－３）ｒ１

ｒ４＋ｒ１

１ 　３ 　４ 　２ 　２
０ －４ －４ －４ －１
０ －８ －８ －８ －５
０ 　２ 　２ 　２ 　

烄

烆

烌

烎３

～
ｒ２ｒ４

１ 　３ 　４ 　２ 　２
０ 　２ 　２ 　２ 　３
０ －８ －８ －８ －５

烄

烆

烌

烎０ －４ －４ －４ －１

～
ｒ３＋４ｒ２

ｒ４＋２ｒ２

１ ３ ４ ２ ２
０ ２ ２ ２ ３
０ ０ ０ ０ ７

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ５

～
１
７ｒ３
１ ３ ４ ２ ２
０ ２ ２ ２ ３
０ ０ ０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ５

～
ｒ４＋

（－５）ｒ３
１ ３ ４ ２ ２
０ ２ ２ ２ ３
０ ０ ０ ０ １

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０



所以Ｒ（Ａ）＝３，即向量组的秩是３，因而最大无关组中有三个向量．由于第一、
第二、第三非零行的首非零元所在的列数分别为第一、第二、第五列，于是矩

阵Ａ的第一、第二、第五列的向量α１，α２，α５ 就是向量组的一个最大无关组．

习题３＿３

１ 求下列向量组的秩及一个最大无关组：
（１）α１＝（１，１，０），α２＝（０，２，０），α３＝（０，０，３）；

（２）α１＝

　２
　１
　３

烄

烆

烌

烎－１

，α２＝

　３
－１
　２
　

烄

烆

烌

烎０

，α３＝

　４
　２
　６

烄

烆

烌

烎－２

，α４＝

　４
－３
　１
　

烄

烆

烌

烎１

；
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（３）α１＝（１，４，１，０），α２＝（２，１，－１，－３），

α３＝（０，０，０，０），α４＝（１，０，３，－１）；
（４）α１＝（１，－２，－１，－２，２），α２＝（４，１，２，１，３），

α３＝（２，５，４，－１，０），α４＝（１，１，１，１，
１
３
）

２向量组α１＝（１，２，λ＋１），α２＝（１，λ，２λ＋１），α３＝（２－λ，４－２λ，０）的
秩为３，求λ．

第三章习题参考答案

习题３＿１

１．（１）（０，－２３，－９）；（２）（８，２３，－７）．

２．（１）
烄

烆

烌

烎

０
９
９

； （２）
　１１
－１３
　

烄

烆

烌

烎１２
．

３．（－３，－３，０，－６）．
４．α＝（３，３，２，１），β＝（－２，０，２，－２）．

习题３＿２

１．（１）β＝２α１－α２＋３α３；（２）β不能用α１，α２，α３ 线性表示；

（３）β＝α１＋α３．
２．ｍ＝－８；β＝３α１－α２．
３．（１）线性无关；（２）线性相关．
４．（１）线性相关；（２）线性无关；（３）线性相关．

习题３＿３

１．（１）秩为３，α１，α２，α３；（２）秩为３，α１，α２，α４；

（３）秩为２，α１，α２；（４）秩为４，α１，α２，α３，α４．
２．λ≠－１且λ≠２．
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第四章　线性方程组

本章运用向量和矩阵的知识，讨论线性方程组在什么情况下有解，并给出

求解的一般方法，即用矩阵的初等行变换解线性方程组的方法．研究解的结构，

即用向量组线性相关性的理论来讨论线性方程组的解．

第一节　齐次线性方程组

对于ｎ元齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　　　　　…………

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ

烍

烌

烎＝０

（１）

若记

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，０＝

０
０


烄

烆

烌

烎０

，

则方程组（１）可改写成矩阵形式

Ａｘ＝０ （２）

其中，称Ａ为齐次线性方程组（１）的系数矩阵，称ｘ为未知向量．若ｘ１＝ξ１１，ｘ２
＝ξ２１，…，ｘｎ＝ξｎ１为（１）的解，则

ｘ＝ξ１＝

ξ１１

ξ２１


ξｎ

烄

烆

烌

烎１
称为方程组（１）的解向量，它也就是向量方程（２）的解．

定理１　ｎ元齐次线性方程组Ａｘ＝０有非零解的充分必要条件是系数矩阵

的秩Ｒ（Ａ）＜ｎ．
证　先证必要性．
设 齐 次 线 性 方 程 组Ａｘ＝０有 非 零 解，要 证 Ｒ（Ａ）＜ｎ，用 反 证 法．设
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Ｒ（Ａ）＝ｎ，则在Ａ中应有一个ｎ阶非零子式Ｄｎ，从而Ｄｎ 所对应的ｎ个方程只

有零解（根据克莱姆法则），这与原方程组有非零解相矛盾，因此Ｒ（Ａ）＝ｎ不能

成立，即Ｒ（Ａ）＜ｎ．
再证充分性．
设Ｒ（Ａ）＝ｒ＜ｎ，则Ａ的行阶梯形矩阵只含ｒ个非零行，从而知其有ｎ－ｒ个

自由未知量．任取一个自由未知量为１，其余自由未知量为０，即可得方程组的

一个非零解．证毕．
齐次线性方程组（１）的解向量具有如下两条性质．
性质１　若ξ１，ξ２ 是ｎ元齐次线性方程组（１）的两个解向量，则ξ１＋ξ２ 也

是ｎ元齐次线性方程组（１）的解向量．
证　将ξ１＋ξ２ 代入Ａｘ＝０，因为

Ａ（ξ１＋ξ２）＝Ａξ１＋Ａξ２＝０＋０＝０，
所以ξ１＋ξ２ 也是齐次线性方程组（１）的解向量．证毕．

性质２　若ξ是ｎ元齐次线性方程组（１）的解向量，ｃ为任意实数，则ｃξ也

是ｎ元齐次线性方程组（１）的解向量．
证　因为Ａ（ｃξ）＝ｃ（Ａξ）＝ｃ·０＝０，所以ｃξ是齐次线性方程组（１）的解向

量．证毕．
推论　若ξ１，ξ２，…，ξｓ 是ｎ元齐次线性方程组（１）的ｓ个解向量，则它们

的任一线性组合ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｓξｓ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｓ 为任意实数）也是ｎ元齐次

线性方程组（１）的解向量．
定义　若ｎ元齐次线性方程组（１）的一组解向量ξ１，ξ２，…，ξｓ 满足下列条

件：
（１）ξ１，ξ２，…，ξｓ 线性无关；
（２）方程组（１）的任一解向量都可由ξ１，ξ２，…，ξｓ 线性表示．

我们就称ξ１，ξ２，…，ξｓ 是齐次线性方程组（１）的一个基础解系．
根据定义，若齐次线性方程组（１）只有零解向量，则齐次线性方程组（１）不存

在基础解系；若齐次线性方程组（１）有非零解向量，则齐次线性方程组（１）所有的

解向量为无穷多个解向量；若把这无穷多个解向量看成一个向量组，则基础解系

就是它的一个最大线性无关组．于是，只要找出齐次线性方程组（１）的基础解系，
齐次线性方程组（１）的全部解向量就能由基础解系的线性组合表示出来．

设ξ１，ξ２，…，ξｓ 为齐次线性方程组（１）的一个基础解系，则其解可表示为

ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｓξｓ　（ｃ１，ｃ２，…，ｃｓ 为任意实数），
上式称为齐次线性方程组（１）的通解．

定理２　若ｎ元齐次线性方程组（１）的系数矩阵Ａ的秩Ｒ（Ａ）＝ｒ＜ｎ，则ｎ
元齐次线性方程组（１）的基础解系存在，并且基础解系含有ｎ－ｒ个解向量．
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证　因为Ｒ（Ａ）＝ｒ＜ｎ，不妨设Ａ的前ｒ个列向量线性无关，对Ａ施行初

等行变换，得

Ａ～

１ ０ … ０ ｃ１，ｒ＋１ … ｃ１ｎ
０ １ … ０ ｃ２，ｒ＋１ … ｃ２ｎ
    

０ ０ … １ ｃｒ，ｒ＋１ … ｃｒｎ
０ ０ … ０ ０ … ０
    

０ ０ … ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０

，

于是齐次线性方程组（１）的同解方程组为

ｘ１＝－ｃ１，ｒ＋１ｘｒ＋１－ｃ１，ｒ＋２ｘｒ＋２－…－ｃ１ｎｘｎ，

ｘ２＝－ｃ２，ｒ＋１ｘｒ＋１－ｃ２，ｒ＋２ｘｒ＋２－…－ｃ２ｎｘｎ，

　　　　　　　　…………

ｘｒ＝－ｃｒ，ｒ＋１ｘｒ＋１－ｃｒ，ｒ＋２ｘｒ＋２－…－ｃｒｎｘｎ

烍

烌

烎，

（３）

其中ｘｒ＋１，ｘｒ＋２，…，ｘｎ为自由未知量，任给（ｘｒ＋１，ｘｒ＋２，…，ｘｎ）一组值，代入

（３）就可以确定齐次线性方程组（１）的一个解向量．
将（３）补齐未知量，改写成

ｘ１＝－ｃ１，ｒ＋１ｘｒ＋１ －ｃ１，ｒ＋２ｘｒ＋２ －…－ｃ１ｎｘｎ，

ｘ２＝－ｃ２，ｒ＋１ｘｒ＋１ －ｃ２，ｒ＋２ｘｒ＋２ －…－ｃ２ｎｘｎ，

…………

ｘｒ＝－ｃｒ，ｒ＋１ｘｒ＋１ －ｃｒ，ｒ＋２ｘｒ＋２ －…－ｃｒｎｘｎ，

ｘｒ＋１＝ ｘｒ＋１，　　　　　
ｘｒ＋２＝ 　ｘｒ＋２，　　

…………

ｘｎ＝ 　ｘｎ

烅

烄

烆 ，

即

ｘ１


ｘｒ
ｘｒ＋１
ｘｒ＋２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

＝ｘｒ＋１

－ｃ１，ｒ＋１


－ｃｒ，ｒ＋１
１
０


烄

烆

烌

烎０

＋ｘｒ＋２

－ｃ１，ｒ＋２


－ｃｒ，ｒ＋２
０
１


烄

烆

烌

烎０

＋…＋ｘｎ

－ｃ１ｎ


－ｃｒｎ
０
０


烄

烆

烌

烎１



记
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ξ＝

ｘ１


ｘｒ
ｘｒ＋１
ｘｒ＋２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，ξ１＝

－ｃ１，ｒ＋１


－ｃｒ，ｒ＋１
１
０


烄

烆

烌

烎０

，ξ２＝

－ｃ１，ｒ＋２


－ｃｒ，ｒ＋２
０
１


烄

烆

烌

烎０

，…，ξｎ－ｒ＝

－ｃ１ｎ


－ｃｒｎ
０
０


烄

烆

烌

烎１



将自由未知量ｘｒ＋１，ｘｒ＋２，…，ｘｎ分别用任意常数ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｒ代入得

ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｎ－ｒξｎ－ｒ． （４）
下面证明ξ１，ξ２，…，ξｎ－ｒ是方程组（１）的一个基础解系．
事实上，ξ１，ξ２，…，ξｎ－ｒ是 齐 次 线 性 方 程 组（１）的 一 组 解 向 量，由 于ξ１，

ξ２，…，ξｎ－ｒ的后ｎ－ｒ个 分 量 构 成 的 向 量 组 线 性 无 关，我 们 知 道，若 向 量 组

αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）（ｉ＝１，２，…，ｓ）线性无关，则在每一个向量上添加一个

分量所得到的ｎ＋１维向量组βｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ，ａｉ，ｎ＋１）（ｉ＝１，２，…，ｓ）也

线性无关，从而添加有限个分量也线性无关．由此可知，ξ１，ξ２，…，ξｎ－ｒ线性

无关．又由式（４）可知齐次线性方程组（１）的任一个解向量ξ都可由ξ１，ξ２，…，

ξｎ－ｒ线性表示，故ξ１，ξ２，…，ξｎ－ｒ是齐次线性方程组（１）的一个基础解系．于是

齐次线性方程组（１）的通解为

ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｎ－ｒξｎ－ｒ，
其中，ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｒ为任意常数．证毕．

例１　求齐次线性方程组

ｘ１＋２ｘ２＋２ｘ３＋ ｘ４＝０，

２ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３－２ｘ４＝０，

ｘ１－ ｘ２－４ｘ３－３ｘ４

烅

烄

烆 ＝０
的基础解系与通解．

解　对系数矩阵Ａ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ａ＝
１ 　２ 　２ 　１
２ 　１ －２ －２
烄

烆

烌

烎１ －１ －４ －３
～
ｒ２－２ｒ１

ｒ３－ｒ１

１ 　２ 　２ 　１
０ －３ －６ －４
烄

烆

烌

烎０ －３ －６ －４

～
ｒ３－ｒ２

ｒ２÷
（－３）

１ ２ ２ １

０ １ ２ ４
３

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

～
ｒ１－２ｒ２

１ ０ －２ －５３

０ １ 　２ 　４３
０ ０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０

，

于是得Ｒ（Ａ）＝２＜４，所以所求齐次线性方程组有非零解，并得到与原方程组
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同解的方程组为

ｘ１－２ｘ３－
５
３ｘ４＝０

，

ｘ２＋２ｘ３＋
４
３ｘ４＝０

烅

烄

烆
，

由此可得

ｘ１＝２ｘ３＋
５
３ｘ４

，

ｘ２＝－２ｘ３－
４
３ｘ４

烅

烄

烆 ．
（ｘ３，ｘ４ 可任意取值）

令ｘ３＝ｃ１，ｘ４＝ｃ２，将上面的方程补齐未知变量，得

ｘ１＝　２ｃ１＋
５
３ｃ２
，

ｘ２＝－２ｃ１－
４
３ｃ２
，

ｘ３＝ 　ｃ１，

ｘ４＝ ｃ２

烅

烄

烆 ，

其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数，或写成向量形式：

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｃ１

　２
－２
　１
　

烄

烆

烌

烎０

＋ｃ２

　５３

－４３
　０
　

烄

烆

烌

烎１

　（ｃ１，ｃ２∈Ｒ），

且得到两个（ｎ－Ｒ（Ａ）＝４－２＝２）线性无关的解

ξ１＝

　２
－２
　１
　

烄

烆

烌

烎０

，ξ２＝

　５３

－４３
　０
　

烄

烆

烌

烎１

，

ξ１，ξ２ 就是所求齐 次 线 性 方 程 组 的 基 础 解 系．所 求 齐 次 线 性 方 程 组 的 通 解 为

ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２，其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数．若令ｘ３＝ｃ１＋ｃ２，ｘ４＝ｃ１－ｃ２，并补齐

未知变量，得
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ｘ１＝
１１
３ｃ１＋

１
３ｃ２
，

ｘ２＝－
１０
３ｃ１－

２
３ｃ２
，

ｘ３＝ ｃ１＋ｃ２，

ｘ４＝ ｃ１－ｃ２

烅

烄

烆 ，

其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数，或写成向量形式：

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝ｃ１

　１１３

－１０３
　１
　

烄

烆

烌

烎１

＋ｃ２

　１３

－２３
　１

烄

烆

烌

烎－１

　（ｃ１，ｃ２∈Ｒ），

同样得到两个（ｎ－Ｒ（Ａ）＝４－２＝２）线性无关的解向量

η１＝

　１１３

－１０３
　１
　

烄

烆

烌

烎１

，η２＝

　１３

－２３
　１

烄

烆

烌

烎－１

，

η１，η２ 也是所求齐次线性方程组的基础解系．η＝ｃ１η１＋ｃ２η２（ｃ１，ｃ２ 为任意常

数）也是所求齐次线性方程组的通解．
例１说明，当一个给定的齐次线性方程组有解并且解不唯一时，其基础解

系可以不同，因此通解的形式也会不同，但基础解系所含解向量的个数是相同

的．
例２　求λ，使齐次线性方程组

（λ＋３）ｘ１＋ ｘ２＋ ２ｘ３＝０，

λｘ１＋（λ－１）ｘ２＋ ｘ３＝０，

３（λ＋１）ｘ１＋ λｘ２＋（λ＋３）ｘ３

烅

烄

烆 ＝０
有非零解，并求其通解．

解　首先计算系数行列式

Ｄ＝
λ＋３ １ ２
λ λ－１ １

３（λ＋１） λ λ＋３
＝λ２（λ－１），

Ｄ＝λ２（λ－１）＝０，也就是当λ＝０，１时有非零解．
将λ＝０代入原方程组，得到一个齐次线性方程组
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３ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＝０，

－ｘ２＋ ｘ３＝０，

３ｘ１　 ＋３ｘ３＝０
烅

烄

烆 ．
对系数矩阵Ａ１ 施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ａ１ ＝
３ 　１ ２
０ －１ １
３ 　

烄

烆

烌

烎０ ３
～
ｒ３－ｒ１ ３ 　１ ２

０ －１ １
烄

烆

烌

烎０ －１ １
～
ｒ３－ｒ２ ３ 　１ ２

０ －１ １
０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０

～
ｒ１＋ｒ２ ３ 　０ ３

０ －１ １
０ 　

烄

烆

烌

烎０ ０
～
ｒ１÷３

ｒ２÷
（－１）

１ ０ 　１
０ １ －１
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎０


可见Ｒ（Ａ１）＝２＜３，故所求齐次线性方程组有非零解．与原方程组同解的方程

组为

ｘ１＝－ｘ３，

ｘ２＝　ｘ３
烅
烄

烆 
令ｘ３＝ｃ（ｃ为任意常数），将上面方程组补齐未知变量，得

ｘ１＝－ｘ３＝－ｃ，

ｘ２＝　ｘ３＝　ｃ，

ｘ３＝　ｘ３＝　ｃ
烅

烄

烆 ，
其中，ｃ为任意常数，或写成向量形式：

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ
－１
　１
　

烄

烆

烌

烎１
　（ｃ∈Ｒ），

得到一个（ｎ－Ｒ（Ａ１）＝３－２＝１）基础解系为ξ１＝
－１
　１
　

烄

烆

烌

烎１

，所求齐次线性方程组

的通解为ξ＝ｃξ１（ｃ为任意常数）．
将λ＝１代入原方程组得

４ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＝０，

ｘ１　 ＋ ｘ３＝０，

６ｘ１＋ｘ２＋４ｘ３＝０
烅

烄

烆 ，

对系数矩阵Ａ２ 施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ａ２＝
４ １ ２
１ ０ １
烄

烆

烌

烎６ １ ４
～
ｒ３－ｒ１ ４ １ ２

１ ０ １
烄

烆

烌

烎２ ０ ２
～
ｒ３－２ｒ２ ４ １ ２

１ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
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～
ｒ１ｒ２ １ ０ １

４ １ ２
烄

烆

烌

烎０ ０ ０
～
ｒ２－４ｒ１ １ ０ 　１

０ １ －２
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎０

，

可见Ｒ（Ａ２）＝２＜３，所以所求齐次线性方程组有非零解，并得到与原方程组同

解的方程组为

ｘ１＝－ｘ３，

ｘ２＝ ２ｘ３
烅
烄

烆 
令ｘ３＝ｃ，将上面方程组补齐未知变量，得

ｘ１＝－ｘ３＝－ｃ，

ｘ２＝ ２ｘ３＝２ｃ，

ｘ３＝ ｘ３＝ｃ
烅

烄

烆 ，

或写成向量形式：

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ
－１
　２
　

烄

烆

烌

烎１
　（ｃ∈Ｒ），

得到一个（ｎ－Ｒ（Ａ２）＝３－２＝１）基础解系为η１＝
－１
　２
　

烄

烆

烌

烎１

，所求齐次线性方程组

的通解为η＝ｃη１（ｃ为任意常数）．
例３　设Ａ是ｍ×ｎ矩阵，Ｂ是ｎ×ｓ矩阵．试证：若ＡＢ＝Ｏ，则

Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ．
证　考查以Ａ为系数矩阵的齐次线性方程组

Ａｘ＝０
由ＡＢ＝Ｏ，可见Ｂ的每个列向量都是上述方程组的解，故Ｂ的列向量组的秩不

能超过该方 程 的 全 体 解 向 量 组 的 秩．依 据 定 理２知，全 体 解 向 量 组 的 秩 为

ｎ－Ｒ（Ａ），故有

Ｒ（Ｂ）≤ｎ－Ｒ（Ａ），
即

Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）≤ｎ．

习题４＿１

１．求下列齐次线性方程组的基础解系及通解：

（１）
ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋ ｘ４＝０，

ｘ１－２ｘ２＋ｘ３－ ｘ４＝０，

ｘ１－２ｘ２＋ｘ３＋５ｘ４＝０
烅

烄

烆 ；
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（２）
ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＝０，

ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３＋４ｘ４＝０，

２ｘ１　 ＋ ｘ３－ ｘ４＝０
烅

烄

烆 ；

（３）
ｘ１＋２ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＝０，

２ｘ１＋４ｘ２－３ｘ３＋ ｘ４＝０，

３ｘ１＋６ｘ２＋２ｘ３－５ｘ４＝０
烅

烄

烆 ；

（４）
ｘ１＋ ｘ２－ ｘ３－ ｘ４＝０，

２ｘ１－５ｘ２＋３ｘ３＋２ｘ４＝０，

７ｘ１－７ｘ２＋３ｘ３＋ ｘ４＝０
烅

烄

烆 ；

（５）
ｘ１－ｘ２＋ ｘ３－ ｘ４＝０，

ｘ１－ｘ２－ ｘ３＋ ｘ４＝０，

ｘ１－ｘ２－２ｘ３＋２ｘ４＝０
烅

烄

烆 ；

（６）

ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＋ ｘ５＝０，

３ｘ１＋２ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４－３ｘ５＝０，

ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋６ｘ５＝０，

５ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３＋３ｘ４－ ｘ５

烅

烄

烆 ＝０

２ 设

（３－λ）ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１＋（１－λ）ｘ２＋ ｘ３＝０，

－３ｘ１＋ ３ｘ２－（１＋λ）ｘ３＝０
烅

烄

烆 ，

问λ为何值时，此齐次线性方程组有非零解？并在有非零解时，求其通解．
３．已知线性方程组

ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝０，

ａｘ１＋ｂｘ２＋ｃｘ３＝０，

ａ２ｘ１＋ｂ２ｘ２＋ｃ２ｘ３

烅

烄

烆 ＝０
（１）ａ，ｂ，ｃ满足何种关系时，方程组仅有零解？

（２）ａ，ｂ，ｃ满足何种关系时，方程组有无穷多解？并用基础解系表示其通

解．

第二节　非齐次线性方程组

设有ｎ元非齐次线性方程组
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ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

　　　　…………

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝ｂｍ

烍

烌

烎，

（５）

记 Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

烄

烆

烌

烎ｍｎ

，

Ｂ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ｂ１
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ｂ２
   

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

，ｘ＝

ｘ１
ｘ２


ｘ

烄

烆

烌

烎ｎ

，ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ

烄

烆

烌

烎ｍ

，

则非齐次线性方程组（５）可改写成矩阵形式

Ａｘ＝ｂ． （６）
其中，称Ａ为非齐次 线 性 方 程 组（５）的 系 数 矩 阵，Ｂ为 增 广 矩 阵，ｘ为 未 知 变

量．若ｘ１＝ξ１１，ｘ２＝ξ２１，…，ｘｎ＝ξｎ１为（５）的解，则

ｘ＝ξ１＝

ξ１１

ξ２１


ξｎ

烄

烆

烌

烎１
称为方程组（５）的解向量，它也就是向量方程（６）的解．

定理３　ｎ元非齐次线性方程组Ａｘ＝ｂ有解的充分必要条件是系数矩阵Ａ
的秩等于增广矩阵Ｂ的秩，即Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

证　不妨设Ｒ（Ａ）＝ｒ，且Ａ的左上角有一个ｒ阶子式不为零，利用初等行

变换化Ｂ为行阶梯形矩阵：

Ｂ～
ｒ

１ ０ … ０ ｃ１，ｒ＋１ … ｃ１ｎ ｄ１
０ １ … ０ ｃ２，ｒ＋１ … ｃ２ｎ ｄ２
     

０ ０ … １ ｃｒ，ｒ＋１ … ｃｒｎ ｄｒ
０ ０ … ０ ０ … ０ ｄｒ＋１
０ ０ … ０ ０ … ０ ０
     

０ ０ … ０ ０ …

烄

烆

烌

烎０ ０

，

对应的同解方程组为
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ｘ１＝－ｃ１，ｒ＋１ｘｒ＋１－…－ｃ１ｎｘｎ＋ ｄ１，

ｘ２＝－ｃ２，ｒ＋１ｘｒ＋１－…－ｃ２ｎｘｎ＋ ｄ２，

　　　　…………

ｘｒ＝－ｃｒ，ｒ＋１ｘｒ＋１－…－ｃｒｎｘｎ＋ ｄｒ，

０＝ ｄｒ＋１

烅

烄

烆 
先用反证法证明必要性．
设ｎ元非齐次线性方程组有解，而Ｒ（Ａ）≠Ｒ（Ｂ），则Ｒ（Ｂ）＞Ｒ（Ａ）＝ｒ，于

是ｄｒ＋１≠０，得矛盾 方 程 组，即 非 齐 次 线 性 方 程 组 无 解，与 假 设 矛 盾，所 以Ｒ
（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

再证明充分性．
当Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝ｒ时，ｄｒ＋１＝０．令ｘｒ＋１＝ｘｒ＋２＝…＝ｘｎ＝０，代入非齐次

线性方程组得ｘ１＝ｄ１，ｘ２＝ｄ２，…，ｘｒ＝ｄｒ．所以非齐次线性方程组的一个解

为

η＝（ｄ１，ｄ２，…，ｄｒ，０，…，０）．
证毕．
下面讨论ｎ元非齐次线性方程组解的结构．
在非齐次线性方程组（５）中，若ｂ１＝ｂ２＝…＝ｂｍ＝０，得ｎ元齐次线性方程

组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＝０，

　　　　　…………

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋…＋ａｍｎｘｎ＝０

烍

烌

烎，

（７）

我们称方程组（７）是方程组（５）所对应的齐次线性方程组．方程组（５）、（７）所对

应的向量方程为

Ａｘ＝ｂ， （８）

Ａｘ＝０ （９）
向量方程（８）的解就是非齐次线性方程组（５）的解向量，向量方程（９）的解

就是齐次线性方程组（７）的解向量．它们具有下面两条性质．
性质３　若η１ 及η２ 都是ｎ元非齐次线性方程组（５）的解，则η１－η２ 为ｎ

元齐次线性方程组（７）的解．
证　若η１ 及η２ 都是非齐次线性方程组（５）的解，即都是方程（８）的解，有

Ａη１＝ｂ和Ａη２＝ｂ，因此

Ａ（η１－η２）＝Ａη１－Ａη２＝ｂ－ｂ＝０，
即η１－η２ 满足方程（９），从而满足齐次线性方程组（７）．证毕．

性质４　若η是ｎ元非齐次线性方程组（５）的解，ξ是ｎ元齐次线性方程组
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（７）的解，则ξ＋η仍是ｎ元非齐次线性方程组（５）的解．
证　若η是非齐次线性方程组（５）的解，即是方程（８）的解，有

Ａη＝ｂ．
若ξ是齐次线性方程组（６）的解，即是方程（９）的解，有

Ａξ＝０，
得 Ａ（ξ＋η）＝Ａξ＋Ａη＝０＋ｂ＝ｂ，
即ξ＋η满足方程（８），从而满足非齐次线性方程组（５）．证毕．

根据上面两个性质很容易证明下述定理．
定理４　若η 是ｎ元非齐次线性方程组（５）的一个解向量，则ｎ元非齐次

线性方程组（５）的任一解向量都可以写成

η＝η＋ξ，
其中ξ是ｎ元非齐次线性方程组（５）所对应的ｎ元齐次线性方程组（７）的通解．

证　因为η和η 都是非齐次线性方程组（５）的解向量，也是方程（８）的解，
所以，根据性质３，（η－η）是方程（９）的一个解，即齐次线性方程组（７）的一个

解向量．
令ξ＝η－η，即得η＝η＋ξ．证毕．
因此要求出非齐次线性方程组（５）的全部解向量，只要求出非齐次线性方

程组（５）的一个解向量（即非齐次线性方程组（５）的特解η）和非齐次线性方程

组（５）所对应的齐次线性方程组（７）的全部解向量（即齐次线性方程组（７）的 通

解）就行了．而齐次线性方程组（７）的通解，根据前一节内容，都能由它的基础

解系ξ１，ξ２，…，ξｎ－ｒ线性表示，为ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｎ－ｒξｎ－ｒ，其中，ｃ１，ｃ２，
…，ｃｎ－ｒ为任意常数．于是非齐次线性方程组（５）的全部解向量为

η＝η＋ξ＝η＋ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋…＋ｃｎ－ｒξｎ－ｒ，
其中，ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｒ为任意常数．也称它为ｎ元非齐次线性方程组（５）的通解．

定理３给 出 了ｎ元 非 齐 次 线 性 方 程 组Ａｘ＝ｂ有 解 的 充 分 必 要 条 件 是

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．在有解的情况下，根据ｎ元非齐次线性方程组解的结构可得出

下面两个结论．
结论１　若Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝ｒ＜ｎ，则ｎ元非齐次线 性 方 程 组（５）有 无 穷 多

解．
结论２　若Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝ｒ＝ｎ，则ｎ元非齐次线性方程组（５）有唯一解．
例４　求非齐次线性方程组

４ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＝２，

３ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝１０，

１１ｘ１＋３ｘ２　
烅

烄

烆 ＝８
的通解．
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解　对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行阶梯形矩阵：

Ｂ＝
４ 　２ －１ ２
３ －１ 　２ １０
１１ 　３ 　

烄

烆

烌

烎０ ８
～
ｒ１－ｒ２ １ 　３ －３ －８

３ －１ 　２ 　１０
１１ 　３ 　０ 　

烄

烆

烌

烎８

～
ｒ２－３ｒ１

ｒ３－１１ｒ１

１ 　３ －３ －８
０ －１０ 　１１ 　３４
０ －３０ 　３３ 　

烄

烆

烌

烎９６
～
ｒ３÷３ １ 　３ －３ －８

０ －１０ 　１１ 　３４
０ －１０ 　１１ 　

烄

烆

烌

烎３２

～
ｒ３－ｒ２ １ 　３ －３ －８

０ －１０ 　１１ 　３４
０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０ －２

，

从而知Ｒ（Ａ）＝２，Ｒ（Ｂ）＝３，由于Ｒ（Ａ）≠Ｒ（Ｂ），故非齐次线性方程组无解．
例５　求非齐次线性方程组

ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＋３ｘ５＝１，

２ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋６ｘ５＝２，

３ｘ１＋２ｘ２－４ｘ３－３ｘ４－９ｘ５

烅

烄

烆 ＝３
的通解．

解　方法一

（１）所求非齐次线性方程组所对应的齐次线性方程组为

ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＋３ｘ５＝０，

２ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＋６ｘ５＝０，

３ｘ１＋２ｘ２－４ｘ３－３ｘ４－９ｘ５＝０
烅

烄

烆 ，

对系数矩阵Ａ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ａ＝
１ 　１ －２ 　１ 　３
２ －１ 　２ 　２ 　６
３ 　

烄

烆

烌

烎２ －４ －３ －９
～
ｒ２－２ｒ１

ｒ３－３ｒ１

１ 　１ －２ 　１ 　３
０ －３ 　６ 　０ 　０
０ －１ 　

烄

烆

烌

烎２ －６ －１８

～
（－１）ｒ３ｒ２ １ 　１ －２ １ ３

０ 　１ －２ ６ １８
０ －３ 　

烄

烆

烌

烎６ ０ ０
～
ｒ１－ｒ２

ｒ３＋３ｒ２

１ ０ 　０ －５ －１５
０ １ －２ 　６ 　１８
０ ０ 　０ 　１８ 　

烄

烆

烌

烎５４

～
ｒ３÷１８ １ ０ 　０ －５ －１５

０ １ －２ 　６ 　１８
０ ０ 　０ 　１ 　

烄

烆

烌

烎３
～
ｒ１＋５ｒ３

ｒ２－６ｒ３

１ ０ 　０ ０ ０
０ １ －２ ０ ０
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎０ １ ３

，

可得Ｒ（Ａ）＝３＜５，所以齐次线性方程组有非零解．与齐次线性方程组同解的

方程组为
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ｘ１＝０，

ｘ２＝２ｘ３，

ｘ４＝－３ｘ５

烅

烄

烆 
令ｘ３＝ｃ１，ｘ５＝ｃ２，并将上面方程补齐未知变量，得

ｘ１＝０，

ｘ２＝２ｃ１，

ｘ３＝ｃ１，

ｘ４＝－３ｃ２，

ｘ５＝ｃ２

烅

烄

烆 ，
其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数．进一步写成向量形式为

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４
ｘ

烄

烆

烌

烎５

＝ｃ１

烄

烆

烌

烎

０
２
１
０
０

＋ｃ２

　０
　０
　０
－３
　

烄

烆

烌

烎１

　（ｃ１，ｃ２∈Ｒ），

于是得到两个（ｎ－Ｒ（Ａ）＝５－３＝２）线性无关的解

ξ１＝

烄

烆

烌

烎

０
２
１
０
０

，ξ２＝

　０
　０
　０
－３
　

烄

烆

烌

烎１

，

ξ１，ξ２ 就是所求齐次线性方程组的基础解系．齐次线性方程组的通解为ξ＝ｃ１ξ１
＋ｃ２ξ２，其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数．

（２）令ｘ２＝ｘ３＝ｘ４＝ｘ５＝０，代入原非齐次线性方程组，得ｘ１＝１，即非齐次

线性方程组的一个特解为

η＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０
０

，

故非齐次线性方程组的通解为
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η＝η＋ξ＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０
０

＋ｃ１

烄

烆

烌

烎

０
２
１
０
０

＋ｃ２

　０
　０
　０
－３
　

烄

烆

烌

烎１

　（ｃ１，ｃ２∈Ｒ）

方法二　对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ｂ＝
１ 　１ －２ 　１ 　３ １
２ －１ 　２ 　２ 　６ ２
３ 　

烄

烆

烌

烎２ －４ －３ －９ ３
～
ｒ２－２ｒ１

ｒ３－３ｒ１

１ 　１ －２ 　１ 　３ １
０ －３ 　６ 　０ 　０ ０
０ －１ 　

烄

烆

烌

烎２ －６ －１８ ０

～
（－１）ｒ３ｒ２ １ 　１ －２ １ ３ １

０ 　１ －２ ６ １８ ０
０ －３ 　

烄

烆

烌

烎６ ０ ０ ０
～
ｒ１－ｒ２

ｒ３＋３ｒ２

１ ０ 　０ －５ －１５ １
０ １ －２ 　６ 　１８ ０
０ ０ 　０ 　１８ 　

烄

烆

烌

烎５４ ０

～
ｒ３÷１８ １ ０ 　０ －５ －１５ １

０ １ －２ 　６ 　１８ ０
０ ０ 　０ 　１ 　

烄

烆

烌

烎３ ０
～
ｒ１＋５ｒ３

ｒ２－６ｒ３

１ ０ 　０ ０ ０ １
０ １ －２ ０ ０ ０
０ ０ 　

烄

烆

烌

烎０ １ ３ ０

，

所以，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝３＜５，非齐次线性方程组有无穷多解．与已知方程组同解

的方程组为

ｘ１＝１，

ｘ２＝２ｘ３，

ｘ４＝－３ｘ５

烅

烄

烆 
令ｘ３＝ｃ１，ｘ５＝ｃ２，并将上面方程组补齐未知变量，得

ｘ１＝１，

ｘ２＝２ｃ１，

ｘ３＝ｃ１，

ｘ４＝－３ｃ２，

ｘ５＝ｃ２

烅

烄

烆 ，
其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数，于是非齐次线性方程组的通解为

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４
ｘ

烄

烆

烌

烎５

＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０
０

＋ｃ１

烄

烆

烌

烎

０
２
１
０
０

＋ｃ２

　０
　０
　０
－３
　

烄

烆

烌

烎１

　（ｃ１，ｃ２∈Ｒ）

设

·９６·第四章　线性方程组



η＝

烄

烆

烌

烎

１
０
０
０
０

，ξ１＝

烄

烆

烌

烎

０
２
１
０
０

，ξ２＝

　０
　０
　０
－３
　

烄

烆

烌

烎１

，

方程组的通解也可以写成

η＝η＋ξ＝η＋ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２，
其中，ｃ１，ｃ２ 为任意常数．

比较上述两种方法，方法一直接利用ｎ元非齐次线性方程组解的结构；方

法二通过对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵，求得非齐次线

性方程组的同解方程组，巧妙地求出非齐次线性方程组的通解．
例６　在含有参数λ的非齐次线性方程组

（１＋λ）ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１＋（１＋λ）ｘ２＋ ｘ３＝３，

ｘ１＋ ｘ２＋（１＋λ）ｘ３＝
烅

烄

烆 λ
中，λ取何值时，此方程组（１）有唯一解；（２）无解；（３）有无穷多解？并在有无

穷多解时求出通解．
解　方法一　由于系数矩阵是方阵，不难推证它有唯一解的充分必要条件

是系数行列式｜Ａ｜≠０．由于

｜Ａ｜＝
１＋λ １ １
１ １＋λ １
１ １ １＋λ

ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

ｒ１÷（３＋λ
）（３＋λ）

１ １ １
１ １＋λ １
１ １ １＋λ

ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ


１

（３＋λ）
１ １ １
０ λ ０
０ ０ λ

＝（３＋λ）λ２，

因此，当λ≠０且λ≠－３时，方程组有唯一解．
当λ＝０时，非齐次线性方程组为

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝０，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝３，

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３

烅

烄

烆 ＝０
对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行阶梯形矩阵：

Ｂ＝
１ １ １ ０
１ １ １ ３
烄

烆

烌

烎１ １ １ ０
～
ｒ２－ｒ１

ｒ３－ｒ１

１ １ １ ０
０ ０ ０ ３
烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０
～
ｒ２÷３ １ １ １ ０

０ ０ ０ １
烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０

，

即得Ｒ（Ａ）＝１，Ｒ（Ｂ）＝２，由于Ｒ（Ａ）≠Ｒ（Ｂ），所以非齐次线性方程组无解．
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当λ＝－３时，非齐次线性方程组为

－２ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝０，

ｘ１－２ｘ２＋ ｘ３＝３，

ｘ１＋ ｘ２－２ｘ３

烅

烄

烆 ＝－３
对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ｂ＝
－２ 　１ 　１ 　０
　１ －２ 　１ 　３
　１ 　

烄

烆

烌

烎１ －２ －３
～

ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

ｒ２－ｒ３

０ 　０ 　０ 　０
０ －３ 　３ 　６
１ 　

熿

燀

燄

燅１ －２ －３

～
ｒ１ｒ３ １ 　１ －２ －３

０ －３ 　３ 　６
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０
～

ｒ２÷
（－３）

ｒ１－ｒ２

１ ０ －１ －１
０ １ －１ －２
０ ０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０

，

即得Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝２＜３，所以非齐次线性方程组有无穷多解．与非齐次线性

方程组同解的方程组为

ｘ１＝ｘ３－１，

ｘ２＝ｘ３
烅
烄

烆 －２
令ｘ３＝ｃ，将上面方程补齐未知变量，得

ｘ１＝ｘ３－１＝ｃ－１，

ｘ２＝ｘ３－２＝ｃ－２，

ｘ３＝ｘ３　 ＝
烅

烄

烆 ｃ
　（ｃ∈Ｒ），

得非齐次线性方程组的通解，写成向量形式为

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ
烄

烆

烌

烎

１
１
１
＋
－１
－２
　

烄

烆

烌

烎０
　（ｃ∈Ｒ）

方法二　对增广矩阵Ｂ施行初等行变换变为行阶梯形矩阵：

Ｂ＝
１＋λ １ １ ０
１ １＋λ １ ３
１ １ １＋

烄

烆

烌

烎λ λ
～
ｒ１ｒ３ １ １ １＋λ λ

１ １＋λ １ ３
１＋λ

烄

烆

烌

烎１ １ ０

～
ｒ２－ｒ１

ｒ３－
（１＋λ）ｒ１

１ １ １＋λ λ
０ λ －λ ３－λ
０ －λ －λ（２＋λ） －λ（１＋λ

烄

烆

烌

烎）

～
ｒ３＋ｒ２ １ １ １＋λ λ

０ λ －λ ３－λ
０ ０ －λ（３＋λ） （１－λ）（３＋λ

烄

烆

烌

烎）
．

可见：
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（１）当λ≠０且λ≠－３时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝３，非齐次线性方程组有唯一解；
（２）当λ＝０时，方程组无解；
（３）当λ＝－３时，Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）＝２＜３，方程组有无穷多解．此时对增广矩

阵Ｂ施行初等行变换变为行最简阶梯形矩阵：

Ｂ＝
－２ 　１ 　１ 　０
　１ －２ 　１ 　３
　１ 　

烄

烆

烌

烎１ －２ －３
～

ｒ１＋ｒ２＋ｒ３

ｒ２－ｒ３

０ 　０ 　０ 　０
０ －３ 　３ 　６
１ 　

烄

烆

烌

烎１ －２ －３

～
ｒ１ｒ３ １ 　１ －２ －３

０ －３ 　３ 　６
０ 　０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０
～

ｒ３÷
（－３）

ｒ１－ｒ２

１ ０ －１ －１
０ １ －１ －２
０ ０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎０

，

得与非齐次线性方程组同解的方程组为

ｘ１＝ｘ３－１，

ｘ２＝ｘ３
烅
烄

烆 －２
令ｘ３＝ｃ，将上面方程补齐未知变量，得

ｘ１＝ｘ３－１＝ｃ－１，

ｘ２＝ｘ３－２＝ｃ－２，

ｘ３＝ｘ３　 ＝
烅

烄

烆 ｃ
　（ｃ∈Ｒ），

得非齐次线性方程组的通解，写成向量形式为

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ
烄

烆

烌

烎

１
１
１
＋
－１
－２
　

烄

烆

烌

烎０
　（ｃ∈Ｒ）

比较上述两种方法，方法一比较简单，但方法一仅适用于系数矩阵是方阵

的情形，而方法二则可适用于一般的情形．

习题４＿２

１．判断下列非齐次线性方程组是否有解，若有解，求出它的通解：

（１）
４ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＝２，

３ｘ１－ ｘ２＋２ｘ３＝３，

１１ｘ１＋３ｘ２　 ＝－６
烅

烄

烆 ；

（２）
ｘ１＋２ｘ２－ ｘ３＋２ｘ４＝１，

２ｘ１＋４ｘ２＋ ｘ３＋ ｘ４＝５，

－ｘ１－２ｘ２－２ｘ３＋ ｘ４＝－４
烅

烄

烆 ；
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（３）
２ｘ１－ ｘ２＋ ｘ３－２ｘ４＝１，

－ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３＋ ｘ４＝０，

２ｘ１－２ｘ２－４ｘ３＋４ｘ４＝－１
烅

烄

烆 ；

（４）

ｘ１－ｘ２－ ｘ３＋ ｘ４＝０，

ｘ１－ｘ２＋ ｘ３－３ｘ４＝１，

ｘ１－ｘ２－２ｘ３＋３ｘ４＝－
１
２

烅

烄

烆
；

（５）
ｘ１－２ｘ２＋３ｘ３－ ｘ４＝１，

３ｘ１－ ｘ２＋５ｘ３－３ｘ４＝２，

２ｘ１＋ ｘ２＋２ｘ３－２ｘ４＝３
烅

烄

烆 ；

（６）
ｘ１＋ ｘ２　 ＝５，

２ｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＋２ｘ４＝１，

５ｘ１＋３ｘ２＋２ｘ３＋２ｘ４＝３
烅

烄

烆 ；

（７）

２ｘ１＋３ｘ２＋ ｘ３＝４，

ｘ１－２ｘ２＋４ｘ３＝－５，

３ｘ１＋８ｘ２－２ｘ３＝１３，

４ｘ１－ ｘ２＋９ｘ３

烅

烄

烆 ＝－６

２．下列非齐次线性方程组，问λ取何值时，方程组（１）有唯一解；（２）无解；
（３）有无穷多解？并在有无穷多解时求出通解．

（１）
λｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝１，

ｘ１＋λｘ２＋ ｘ３＝１，

ｘ１＋ ｘ２＋λｘ３＝１
烅

烄

烆 ；

（２）
λｘ１＋ ｘ２＋ ｘ３＝１，

ｘ１＋λｘ２＋ ｘ３＝λ，

ｘ１＋ ｘ２＋λｘ３＝λ２
烅

烄

烆 ；

（３）

（３＋λ）ｘ１＋ ｘ２＋ ２ｘ３＝λ，

λｘ１＋（λ－１）ｘ２＋ ｘ３＝λ，

３（λ＋１）ｘ１＋ λｘ２＋（３＋λ）ｘ３

烅

烄

烆 ＝３

第四章习题参考答案
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习题４＿１

１．（１）基础解系为ξ１＝

烄

烆

烌

烎

２
１
０
０

，ξ２＝

－１
　０
　１
　

烄

烆

烌

烎０

，通解为ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２（ｃ１，ｃ２ 为任

意常数）；

（２）基础解系为ξ１＝

－１２

－１２
　１
　

烄

烆

烌

烎０

，ξ２＝

　１２

－３２
　０
　

烄

烆

烌

烎１

，通解为ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２（ｃ１，ｃ２ 为

任意常数）；

（３）基础解系为ξ１＝

－２
　１
　０
　

烄

烆

烌

烎０

，ξ２＝

烄

烆

烌

烎

１
０
１
１

，通解为ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２（ｃ１，ｃ２ 为任意

常数）；

（４）基础解系为ξ１＝

烄

烆

烌

烎

２
７
５
７
１
０

，ξ２＝

烄

烆

烌

烎

３
７
４
７
０
１

，通解为ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２（ｃ１，ｃ２ 为任意

常数）；

（５）基 础 解 系 为 ξ１ ＝

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

，ξ２ ＝

烄

烆

烌

烎

０
０
１
１

， 通 解 为 ξ ＝ｃ１ξ１ ＋ｃ２ξ２

（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）；

（６）基 础 解 系 为 ξ１ ＝

　１
－２
　１
　０
　

烄

烆

烌

烎０

，ξ２ ＝

　１
－２
　０
　１
　

烄

烆

烌

烎０

，ξ３ ＝

　５
－６
　０
　０
　

烄

烆

烌

烎１

， 通 解 为
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ξ＝ｃ１ξ１＋ｃ２ξ２＋ｃ３ξ３ （ｃ１，ｃ２，ｃ３ 为任意常数）．

２．λ＝２时，
ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ１
烄

烆

烌

烎

１
１
０
＋ｃ２

－１
　０
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ１，ｃ２ 为 任 意 常 数）；λ＝－１时，

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝ｃ
　１
　１
烄

烆

烌

烎－３

（ｃ为任意常数）．

３．（１）ａ≠ｂ，ｂ≠ｃ，ｃ≠ａ．

（２）当ａ＝ｂ≠ｃ时，通解为ξ＝ｃ
　１
－１
　

烄

烆

烌

烎０

（ｃ为任意常数）；当ａ＝ｃ≠ｂ时，通解

为 ξ ＝ ｃ
　１
　０
烄

烆

烌

烎－１

（ｃ 为 任 意 常 数 ）； 当 ｂ ＝ ｃ ≠ ａ 时， 通 解 为

ξ＝ｃ
　０
　１
烄

烆

烌

烎－１

（ｃ为任意常数）；当ａ＝ｂ＝ｃ时，通解为ξ＝ｃ１

－１
　１
　

烄

烆

烌

烎０
＋ｃ２

－１
　０
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ１，

ｃ２ 为任意常数）．

习题４＿２

１．（１）无解；

（２）

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

烄

烆

烌

烎

２
０
１
０

＋ｃ１

－２
　１
　０
　

烄

烆

烌

烎０

＋ｃ２

－１
　０
　１
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）；

（３）

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

　５６
　１
　０

－

烄

烆

烌

烎
１
６

＋ｃ

－３
－５
　１
　

烄

烆

烌

烎０

（ｃ为任意常数）；
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（４）

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

烄

烆

烌

烎

１
２
０
１
２
０

＋ｃ１

烄

烆

烌

烎

１
１
０
０

＋ｃ２

烄

烆

烌

烎

１
０
２
１

（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）；

（５）无解；

（６）

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ

烄

烆

烌

烎４

＝

－８
　１３
　０
　

烄

烆

烌

烎２

＋ｃ

－１
　１
　１
　

烄

烆

烌

烎０

（ｃ为任意常数）；

（７）
ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
－１
　２
　

烄

烆

烌

烎０
＋ｃ

－２
　１
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ为任意常数）．

２．（１）当λ≠１且λ≠－２时，有唯一解；当λ＝－２时，无解；当λ＝１时，
有无穷多解，为

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０
＋ｃ１

－１
　１
　

烄

烆

烌

烎０
＋ｃ２

－１
　０
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）；

（２）当λ≠１且λ≠－２时，有唯一解；当λ＝－２时，无解；当λ＝１时，有无

穷多解，为

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
烄

烆

烌

烎

１
０
０
＋ｃ１

－１
　１
　

烄

烆

烌

烎０
＋ｃ２

－１
　０
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ１，ｃ２ 为任意常数）；

（３）当λ≠０且λ≠１时，有唯一解；当λ＝０时，无解；当λ＝１时，有无穷多

解，为

ｘ１
ｘ２
ｘ

烄

烆

烌

烎３

＝
　１
－３
　

烄

烆

烌

烎０
＋ｃ

　１
－２
　

烄

烆

烌

烎１

（ｃ为任意常数）
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下篇　概率论

第五章　随机事件及其概率

在自然界和人类社会中存在着各种各样的现象．有一类现象，在一定条件

下必然发生（或必然不发生）．例如，向上抛一枚硬币必然下落，同性电荷互相

排斥，等等．它们的特点是现象发生由条件唯一确定，这类现象称为确定性现

象．还有一类现象，与其相反，具有不确定性，即使在相同的条件下，现象发生

与否也无法确定．例如，抛掷一颗质地均匀的骰子，观察出现的点数，３点出现

与否不能预知；抛掷一枚硬币，落地后观察哪一面朝上，币值面向上与否不能

确定；打靶一次，观察中靶的环数，能否中１０环无法确定；考查一昼夜登陆某

网站的人次数，事先无法预知，等等．这类现象称为随机现象．
对于随机现象，虽然每次观察的结果是不确定的，但是经过长期实践并深

入研究后发现，在大量重复试验或观察下却呈现出某种规律性．如多次抛掷一

枚硬币后，我们会发现币值面和国徽面（花面）出现的次数大体相同；同一个人

打靶，其中靶环数按照一定规律分布，等等．由于随机现象的这种规律性是通

过大量的实验统计得到的，我们称其为随机现象的统计规律性．
概率论与数理统计就是研究随机现象统计规律性的一门数学学科．其理论

和方法在应用上是十分广泛的，目前已遍及社会经济、自然科学、工程技术等

各个领域．例如，使用概率统计方法可以进行气象预报、水文预报、地震预报、
产品的抽样检查，在产品开发、技术创新等过程中运用统计分析方法进行试验

设计和数据处理，在可靠性分析方面使用概率统计方法可以获得元器件、装置

和系统的使用可靠程度以及平均寿命的估计．
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第一节　随机事件

一、随机试验

概率论是通过试验来研究随机现象的．在这里，试验是一个含义广泛的术

语．凡是对现象的观察、测试或为此而进行的实验统称为试验．
Ｅ１：抛掷一枚硬币，观察正面Ｈ 和反面Ｔ（有币值的一面）出现的情况；

Ｅ２：抛掷一颗骰子，观察出现的点数；

Ｅ３：打靶一次，观察命中的环数；

Ｅ４：一只袋子中装有１个 白 球 和９９个 红 球，只 有 颜 色 不 同，从 中 连 续 取

球，每次任取一只，取后放回，直到取得白球为止，观察取球的次数；

Ｅ５：测试一只灯泡的寿命；

Ｅ６：连续抛掷一枚硬币两次，观察正面Ｈ 和反面Ｔ 出现的情况；

Ｅ７：某人计划去旅游，观察在预定的时间内能否完全抵达目的地；
……
观察上面的试验，它们都具有以下两个特点：
（１）试验的所有可能结果是已知的或者是无法确定的；
（２）每次试验将发生什么结果事先无法预先知道．
在概率论中，我们把具备以上两个特点的试验称为随机试验，简称为试验，

用字母Ｅ表示．

二、样本空间

对于一个随机试验，我们既要清楚试验的过程，也要确定试验的所有可能

结果．我们把一个随机试验所有可能结果组成的集合，称为这个试验的样本空

间，记为Ｕ．样本空间中的元素，即试验的每一个可能结果，称为样本空间的样

本点，记为ｅ．
如上述各例中样本空间分别为：

Ｕ１＝｛Ｈ，Ｔ｝；

Ｕ２＝｛１，２，３，４，５，６｝；

Ｕ３＝｛０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝；

Ｕ４＝｛１，２，…｝；

Ｕ５＝｛ｔ｜ｔ≥０｝；

Ｕ６＝｛（Ｈ，Ｈ），（Ｈ，Ｔ），（Ｔ，Ｈ），（Ｔ，Ｔ）｝；

Ｕ７＝｛到达，没到达｝；
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……
由此看出，样本空间可以是有限集合，也可以是无限集合．在构造一个随

机试验的数学模型时，首先必须明确它的样本空间．样本空间的元素是由试验

的目的所确定的．

三、随机事件

对于一个随机试验，我们不仅要知道它的样本空间的构成，还往往关注满

足某种条件的样本点所组成的集合．如在Ｅ３ 中，若规定中靶８环及８环以上为

优秀的话，我们关注由样本点８，９，１０组成的集合Ａ＝｛８，９，１０｝．又如在Ｅ５
中，若规定某种灯泡的寿命不小于７５０ｈ为正品的话，我们关注由样本点ｔ≥７５０
组成的集合Ｂ＝｛ｔ｜ｔ≥７５０｝．我们称Ａ为试验Ｅ３ 的一个随机事件，Ｂ为试验Ｅ５
的一个随机事件．

一般地，我们把一个试验Ｅ的部分结果组成的集合，即样本空间Ｕ 的子集

称为Ｅ的随机事件．随机事件常用大写字母Ａ，Ｂ，Ｃ等来表示．如果随机事件

只含有一个试验结果，即事件是单元素集，则称此事件为基本事件．
在一次试验中，若事件Ａ包含的某个结果出现了，就称在这次试验中事件

Ａ发生了，或称为事件Ａ出现；反之，事件Ａ发生就是指事件Ａ 包含的某个结

果出现了．简言之，事件Ａ发生当且仅当事件Ａ 包含的某个结果出现．
每次试验都必然发生的事件称为必然事件，记作Ｕ；每次试验都不会发生

的事件称为不可能事件，记作．实际上，必然事件和不可能事件是确定性事

件，但是，为了研究问题方便，我们把它看作特殊的随机事件．

四、随机事件的关系和运算

在研究实际问题的过程中，我们往往要考查同一随机试验中的几个事件，
而它们之间往往存在着一定的联系．为了研究它们之间的关系，为了用简单的

事件表示比较复杂的事件，我们引进事件之间的关系和运算．为便于理解，在

介绍本单元的概念时，我们以Ｅ３ 中的事件为例加以说明．在Ｅ３ 中，设

Ａ＝｛９，１０｝，

Ｂ＝｛８，９，１０｝，

Ｃ＝｛５，６，７，８｝，

Ｄ＝｛０，１，２，３｝．

１．包含与相等

若事件Ａ发生必然导致事件Ｂ 发生，则称事件Ｂ包含事件Ａ（或事件Ａ包

含于事件Ｂ），记作ＡＢ（或ＢＡ），如图５＿１所示．例如在Ｅ３ 中，ＡＢ．
包含关系具有以下性质：
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（１）ＡＡ；
（２）若ＡＢ，ＢＣ，则ＡＣ；
（３）ＡＵ．
若ＡＢ且ＢＡ，则称事件Ａ与事件Ｂ 相等，记作Ａ＝Ｂ．

图５＿１　　　　　　　　　　　　　　图５＿２

２．和事件

事件Ａ与事件Ｂ 至少有一个发生的事件称为事件Ａ 与Ｂ 的和事件，记作

Ａ∪Ｂ，如图５＿２阴影部分所示．例如在Ｅ３ 中

Ａ∪Ｂ＝｛８，９，１０｝，　　　　
Ｂ∪Ｃ＝｛５，６，７，８，９，１０｝．

由和事件的定义，显然有：
（１）Ａ∪Ａ＝Ａ，Ａ∪＝Ａ；
（２）Ａ（Ａ∪Ｂ），Ｂ（Ａ∪Ｂ）．
ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中至少有一个发生的事件称为这ｎ个事件的和事

件，记作

Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａｎ＝ ∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

３．积事件

事件Ａ与事件Ｂ 同时发生的事件称为事件Ａ 与Ｂ 的积事件，记作ＡＢ（或

Ａ∩Ｂ），如图５＿３阴影部分所示．例如在Ｅ３ 中

ＡＢ＝｛９，１０｝，ＢＣ＝｛８｝．
由积事件的定义，显然有：

（１）ＡＡ＝Ａ，Ａ＝，ＡＵ＝Ａ；
（２）ＡＢＡ，ＡＢＢ．
ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 同时发生的事件称为这ｎ个事件的积事件，记作

Ａ１Ａ２…Ａｎ 或Ａ１∩Ａ２∩…∩Ａｎ．

４．互不相容事件

若事件Ａ与事件Ｂ不能同时发生，即ＡＢ＝，则称事件Ａ与Ｂ互不相容，
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或称事件Ａ与Ｂ互斥，如图５＿４所示．例如在Ｅ３ 中，ＡＣ＝，故Ａ与Ｃ互斥．

图５＿３　　　　　　　　　　　　　图５＿４

当事件Ａ与Ｂ 互斥时，其互斥和记作Ａ＋Ｂ．
若ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 中任意两个事件互斥，则称这ｎ个事件两两互

斥，此时这ｎ个事件的和事件记作

Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ．

５．对立事件

若事件Ａ与事件Ｂ 满足

ＡＢ＝，Ａ＋Ｂ＝Ｕ，
则称事件Ｂ为事件Ａ 的对立事件Ａ的对立事件记作Ａ，如图５＿５阴影部分所

示．例如在Ｅ３ 中

Ａ＝｛０，１，２，３，４，５，６，７，８｝．

图５＿５

显然，对立事件一定是互斥事件，但互斥事件不一定是对立事件．

五、运算律

设Ａ，Ｂ，Ｃ是三个事件，由事件的关系及运算的定义，可以得到下述运算

性质（表５＿１）．
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　　表５＿１

交换律 Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ ＡＢ＝ＢＡ

结合律 Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ Ａ（ＢＣ）＝（ＡＢ）Ｃ

分配律 Ａ（Ｂ∪Ｃ）＝ＡＢ∪ＡＣ Ａ∪（ＢＣ）＝（Ａ∪Ｂ）（Ａ∪Ｃ）

对偶律 Ａ∪Ｂ＝Ａ∩Ｂ Ａ∩Ｂ＝Ａ∪Ｂ

　　例１　设样本空间为Ｕ＝｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０｝，事 件Ａ＝｛３，

４｝，Ｂ＝｛２，３，４，５，６｝，Ｃ＝｛５，６，７，８｝．具体写出下列各事件：
（１）Ａ∪Ｂ；
（２）珡Ａ珚Ｂ；
（３）ＡＢ；
（４）Ａ∪Ｂ；
（５）Ａ（Ｂ∪Ｃ）；
（６）ＡＢ∪ＡＣ；
（７）Ａ；
（８）ＡＢ＋Ａ珚Ｂ．
解　（１）Ａ∪Ｂ＝｛１，７，８，９，１０｝；
（２）珡Ａ珚Ｂ＝｛１，２，５，６，７，８，９，１０｝∩｛１，７，８，９，１０｝

＝｛１，７，８，９，１０｝；
（３）ＡＢ＝｛１，２，５，６，７，８，９，１０｝；
（４）Ａ∪Ｂ＝｛１，２，５，６，７，８，９，１０｝；
（５）Ａ（Ｂ∪Ｃ）＝｛３，４｝；
（６）ＡＢ∪ＡＣ＝｛３，４｝；
（７）Ａ＝｛３，４｝；
（８）ＡＢ＋Ａ珚Ｂ＝｛３，４｝．
例２　三门炮同时向同一目标各发射一发炮弹，试用事件之间的运算关系

表示下列各事件：
（１）只有第一发击中目标；
（２）恰有一发击中目标；
（３）没有一发击中目标；
（４）至少有一发击中目标；
（５）第一发击中，而第二发和第三发至少有一发未击中目标．
解　设Ａｉ＝｛第ｉ发击中目标｝（ｉ＝１，２，３），则

（１）Ａ１Ａ２Ａ３；

（２）Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３＋Ａ１Ａ２Ａ３；
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（３）Ａ１Ａ２Ａ３；
（４）Ａ１∪Ａ２∪Ａ３；

（５）Ａ１（Ａ２∪Ａ３）．

习题５＿１

１．写出下列随机试验的样本空间：
（１）同时抛掷两颗骰子，记录两颗骰子的点数之和；
（２）抛掷一枚硬币，直到出现正面为止，记录掷币结果；
（３）生产某种产品直至有１０件正品为止，记录生产产品的总件数；
（４）一个袋子中装有红色、白色、蓝色球各一个，从袋子中有放回地连续

取球两次，每次任取一个，观察两个球的颜色；
（５）全班有５０人参加一次数学考试，记录这５０人的平均成绩（以百分计，

每个人的成绩均为整数）；
（６）６件产品中有２件次品，每次从其中任取一只，取出后不放回，直到将

２件次品都取出为止，记录抽取的次数；
（７）在区间［０，１］上任取一点，记录其坐标；
（８）从圆心在坐标原点的单位圆内部任意取一点，记录其坐标．
２．用图示说明下列各等式：
（１）Ａ∩Ｕ＝Ａ；
（２）Ａ－Ｂ＝Ａ珚Ｂ；
（３）Ａ（Ｂ∪Ｃ）＝ＡＢ∪ＡＣ；
（４）ＡＢ∪Ｃ＝（Ａ∪Ｃ）（Ｂ∪Ｃ）；
（５）Ａ∪Ｂ＝珡Ａ珚Ｂ；
（６）ＡＢ＝Ａ∪Ｂ；
（７）Ａ＝Ａ；
（８）若ＢＡ１＋Ａ２＋Ａ３，则Ｂ（Ａ１＋Ａ２＋Ａ３）＝Ｂ；
（９）Ａ＝ＡＢ＋Ａ珚Ｂ．
３．设Ａ，Ｂ，Ｃ表示三个随机事件，试将下列随机事件用Ａ，Ｂ，Ｃ的运算关

系表示出来：
（１）Ａ，Ｂ，Ｃ同时发生；
（２）Ａ，Ｂ，Ｃ至少有一个发生；
（３）Ａ和Ｂ 发生，但Ｃ不发生；
（４）Ａ，Ｂ，Ｃ恰有一个不发生；
（５）Ａ发生但Ｂ，Ｃ都不发生；
（６）Ａ发生但Ｂ，Ｃ至少有一个不发生；
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（７）Ａ，Ｂ，Ｃ恰有一个发生；
（８）Ａ，Ｂ，Ｃ都不发生；
（９）Ａ，Ｂ，Ｃ至少有一个不发生；
（１０）Ａ，Ｂ，Ｃ最多只有一个发生；
（１１）Ａ，Ｂ，Ｃ至少有两个发生．

第二节　随机事件的概率

对于随机事件，我们不仅关心它是由哪些基本事件构成的，更重要的是希

望知道它在一次试 验 中 发 生 的 可 能 性 大 小，并 希 望 能 找 到 一 个 合 适 的 数 值 来

“度量”它在一次试验中发生的可能性大小．为此，我们首先引入频率的概念，
进而给出概率的统计定义和古典概率定义．

一、概率的统计定义

定义１　设随机事件Ａ在ｎ次试验中出现ｎＡ 次，则称比值
ｎＡ
ｎ

为这ｎ次试

验中事件Ａ 出现的频率，记作Ｗ（Ａ），即

Ｗ（Ａ）＝
ｎＡ
ｎ．

由定义１可知，事件Ａ的频率是试验值．重复试验的次数不同，事件Ａ的

频率可能不同，即使重复试验的次数相同，事件Ａ的频率也可能不同．然而，
进行大量的重复试验，就会发现事件Ａ的频率总在一个定值附近摆动，呈现出

一定的稳定性．
历史上著名的数学家曾经做过抛掷硬币的试验，得到如下结果（表５＿２）．

表５＿２

试验者 投掷次数ｎ 正面出现次数ｎＡ 正面出现的频率ｎＡ／ｎ

德·摩根 ２０４８ １０６１ ０．５１８１

蒲　丰 ４０４０ ２０４８ ０．５０６９

皮尔逊 １２０００ ６０１９ ０．５０１６

皮尔逊 ２４０００ １２０１２ ０．５００５

维　尼 ３００００ １４９９４ ０．４９９８

　　由表５＿２可 以 看 出，随 着 投 掷 次 数 的 增 加，正 面 出 现 的 频 率 逐 渐 稳 定 在

０５附近，这个数值是由事件本身唯一确定的．
定义２　在相同的条件下进行大量重复试验，若事件Ａ发生的频率稳定地

在某一确定的常数ｐ附近摆动，则称常数ｐ为事件Ａ 的概率，记作Ｐ（Ａ），即
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Ｐ（Ａ）＝ｐ．
频率是试验值，在一定程度上反映了事件发生可能性的大小；概率是理论

值，是唯一确定的，它精确地反映了事件发生可能性的大小．

二、古典概率

概率的统计定义虽然比较直观，但通过大量重复试验而寻求频率的稳定值

是不现实甚至是没有意义的．对于一些比较简单的随机现象，可以不必经过试

验，依据经验，通过理论分析即可确定事件的概率．

１．古典概型

具有下列特征的随机试验，称为古典概型：
（１）试验的所有可能结果（或所有基本事件）只有有限个，即样本空间Ｕ 为

有限集；
（２）每个基本事件发生的可能性相同．
如本章第一节中的Ｅ１，Ｅ２，Ｅ６ 都是古典概型，而Ｅ３，Ｅ４，Ｅ５ 则不是古典

概型．

２．古典概率

定义３　对于古典概型，设样本空间Ｕ 含有ｎ个样本点，事件Ａ含有ｍ 个

样本点，则事件Ａ的概率为

Ｐ（Ａ）＝ｍｎ．

例３　一批产品有９０件正品和３件次品，从中任取一件，求取得正品的概

率．
解　设Ａ＝｛取出的产品是正品｝，则

Ｐ（Ａ）＝ｍｎ＝
Ｃ１９０
Ｃ１９３
＝３０３１．

例４　从例３的这批产品中，连续抽取两次，每次任取一件，按放回抽样

和不放回抽样两种方式进行．求第一次取得次品且第二次取得正品的概率．
解　设Ａ＝｛第一次取得次品且第二次取得正品｝，则

（１）放回抽样

Ｐ（Ａ）＝ｍｎ＝
Ｃ１３·Ｃ１９０
Ｃ１９３·Ｃ１９３

＝３０９６１
；　　

（２）不放回抽样

Ｐ（Ａ）＝ｍｎ＝
Ｃ１３·Ｃ１９０
Ｃ１９３·Ｃ１９２

＝ ４５１４２６．

例５　一只袋子中装有６个红球和３个白球，从中任意取出两球，求下列事
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件的概率：
（１）两个球都是白球；
（２）两个球都是红球；
（３）一个红球一个白球．
解　设Ａ＝｛取出的两个球都是白球｝，

Ｂ＝｛取出的两个球都是红球｝，

Ｃ＝｛取出一个红球一个白球｝，
则

（１）Ｐ（Ａ）＝ｍＡｎ ＝
Ｃ２３
Ｃ２９
＝１１２

；

（２）Ｐ（Ｂ）＝ｍＢｎ ＝
Ｃ２６
Ｃ２９
＝０．４１７；

（３）Ｐ（Ｃ）＝ｍＣｎ ＝
Ｃ１６Ｃ１３
Ｃ２９
＝０．５．

三、概率的性质

１．基本性质

性质１　对于任意事件Ａ，有０≤Ｐ（Ａ）≤１．
性质２　Ｐ（Ｕ）＝１，Ｐ（）＝０．
性质３　如果事件Ａ和Ｂ 满足ＡＢ，则

Ｐ（Ａ）≤Ｐ（Ｂ）．

２．运算性质

定理１　设事件Ａ和Ｂ 互斥，则

Ｐ（Ａ＋Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）．
此性质称为加法定理．
推论１　设有限个随机事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互斥，则

Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋…＋Ｐ（Ａｎ）．
推论２　对于任意事件Ａ，有

Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ａ）＝１．
例６　从０，１，２，３这四个数字中任取三个进行排列，求组成的三位数为偶

数的概率．
解　设Ａ＝｛组成的三位数为偶数｝，

Ａ０＝｛组成的三位数末位数字为０｝，

Ａ２＝｛组成的三位数末位数字为２｝，
则
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Ａ＝Ａ０＋Ａ２，　　　　　　　

Ｐ（Ａ０）＝
Ｐ２３
Ｐ３４
＝１４

，

Ｐ（Ａ２）＝
Ｃ１２Ｃ１２
Ｐ３４
＝１６

，

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ０）＋Ｐ（Ａ２）＝１４＋
１
６＝

５
１２．

例７　一批产品共有６０件，其中合格品５５件，从这批产品中任取３件，求

其中有不合格品的概率．
解　设Ａ＝｛取出的３件产品中有不合格品｝，Ａｉ＝｛取出的３件产品中恰

有ｉ件不合格品｝（ｉ＝１，２，３），则

Ａ＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３．
方法一

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１＋Ａ２＋Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）

＝Ｃ
１
５Ｃ２５５
Ｃ３６０

＋Ｃ
２
５Ｃ１５５
Ｃ３６０

＋Ｃ
３
５

Ｃ３６０
＝０．２３３．

方法二

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）＝１－Ｃ
３
５５

Ｃ３６０
＝０．２３３．

显然，利用事件的对立关系求解较为简便，应注意使用．
定理２　设Ａ和Ｂ 为任意两个事件，则

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
此性质称为广义加法定理．
推论３　设Ａ，Ｂ，Ｃ为任意三个事件，则

Ｐ（Ａ∪Ｂ∪Ｃ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ｃ）－Ｐ（ＡＢ）－Ｐ（ＡＣ）－Ｐ（ＢＣ）＋
Ｐ（ＡＢＣ）．

例８　已知Ｐ（Ａ）＝１３
，Ｐ（Ｂ）＝１２

，分别就下列三种情况求Ｐ（珡ＡＢ）的值：

（１）ＡＢ＝；
（２）ＡＢ；

（３）Ｐ（ＡＢ）＝１８．

解　由

Ｂ＝ＢＵ＝Ｂ（Ａ＋Ａ）＝ＡＢ＋珡ＡＢ
可得

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（ＡＢ＋珡ＡＢ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（珡ＡＢ），

Ｐ（珡ＡＢ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）．
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（１）Ｐ（珡ＡＢ）＝１２－０＝
１
２
；

（２）由ＡＢ，可得Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ），故

Ｐ（珡ＡＢ）＝１２－
１
３＝

１
６
；

（３）Ｐ（珡ＡＢ）＝１２－
１
８＝

３
８．

习题５＿２

１．已知Ｐ（Ａ）＝１３
，Ｐ（Ｂ）＝１４

，Ｐ（ＡＢ）＝１５
，求以下概率值：

（１）Ｐ（Ａ∪Ｂ）；（２）Ｐ（珡ＡＢ）；（３）Ｐ（Ａ∪Ｂ）；（４）Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）．

２．设Ａ，Ｂ，Ｃ表示三个随机事件，Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ｃ）＝１４
，Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ

（ＢＣ）＝０，Ｐ（ＡＣ）＝１８．
求Ａ，Ｂ，Ｃ至少有一个发生的概率．

３．七个人并排站成一排．求（１）甲站在中间的概率；（２）甲乙站在两边（左、
右不限）的概率．
４．把一个表面涂有红色的立方体分割成１０００个大小相同的小立方体，并

且从中任意取出一个．试求恰好取到有两个侧面涂有红色的小立方体的概率．
５．设某田径队有十名运动员，编号分别为１～１０号，任选三人记录号码，

分别求最小号码为５和最大号码为５的概率．
６．把七本数学书和三本物理书任意排放在同一层书架上，求三本物理书排

放在一起的概率．
７．２０名运动员有两名种子选手，现将运动员平均分成两组，（１）求两名种

子选手分在不同组的概率ｐ１；（２）求两名种子选手分在同一组的概率ｐ２．

第三节　条件概率　全概率公式

一、条件概率

在实际问题中，有时会遇到求在事件Ａ已经发生的条件下事件Ｂ 发生的

概率，这时，因为以“事件Ａ已经发生”为前提条件而求事件Ｂ发生的概率，所

以称这种概率为条件概率，记作Ｐ（Ｂ｜Ａ）．
例９　某工厂甲、乙两个车间生产相同产品，产量、质量情况如表５＿３所示．
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　　表５＿３

合格品数 次品数 合　计

甲车间产品数 ５０ ５ ５５

乙车间产品数 ４０ ５ ４５

合　　　　计 ９０ １０ １００

　　现将这１００件产品混放在一起后从中任取一件．
（１）求取到甲车间产品的概率；
（２）求取到合格品的概率；
（３）求取到甲车间产品并且是合格品的概率；
（４）若已知取到甲车间的产品，求它是合格品的概率．
解　设Ａ＝｛取到甲车间产品｝，Ｂ＝｛取到合格品｝，则

（１）Ｐ（Ａ）＝５５１００
；

（２）Ｐ（Ｂ）＝９０１００
；

（３）Ｐ（ＡＢ）＝５０１００
；

（４）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝５０５５．

观察上面的结果，我们可以看到Ｐ（Ｂ）≠Ｐ（Ｂ｜Ａ），这表明事件Ａ的发生影

响了事件Ｂ发生的概率．进一步分析还可以得到

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝５０５５＝

５０
１００
５５
１００

＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）

，

即

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）．

对于一般古典概型问题，上面关系式仍然成立．
设试验Ｅ的样本空间包含ｎ个样本点，事件Ａ包含ｍＡ（ｍＡ＞０）个样本点，

事件ＡＢ包含ｍＡＢ个样本点，则

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝
ｍＡＢ
ｍＡ
＝

ｍＡＢ
ｎ
ｍＡ

ｎ

＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）

，

即

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）．
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我们把上式作为条件概率的定义．
定义４　设Ａ和Ｂ 为试验Ｅ 的两个事件，Ｐ（Ａ）＞０，称

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）

为在事件Ａ发生的条件下事件Ｂ 发生的条件概率．
例１０　抛掷一颗骰子，观察出现的点数．
（１）求出现偶数点的概率；
（２）求出现２点的概率；
（３）已知出现的是偶数点，求出现２点的概率．
解　设Ａ＝｛出现偶数点｝，Ｂ＝｛出现２点｝．

（１）Ｐ（Ａ）＝３６＝
１
２
；

（２）Ｐ（Ｂ）＝１６
；

（３）方法一

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝１３．

方法二

Ｐ（ＡＢ）＝１６
，

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ａ）＝

１
６
１
２

＝１３．

例９和例１０的 方 法 一 是 根 据 条 件 概 率 的 含 义，结 合 实 际 问 题 直 接 确 定

Ｐ（Ｂ｜Ａ）的值，即不在原来样本空间中计算Ｐ（Ｂ｜Ａ）．因为事件Ａ已经发生，因

此样本空间Ｕ 变成缩减的样本空间ＵＡ，只要在ＵＡ 中计算事件Ｂ 发生的概率，

得到的就是条件概率Ｐ（Ｂ｜Ａ）．

二、乘法公式

由条件概率的定义，可以得到下述定理．
定理３　设Ｐ（Ａ）＞０，则有

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）
此式称为概率的乘法公式．

例１１　一个袋子中装着只有颜色不同的１０个球，其中７个红球、３个白球．
从中连续取球两次，每次任取一只，不放回抽样．求第二次才取得红球的概率．

解　依题意，第一次取得白球，第二次取得红球．
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设Ａｉ＝｛第ｉ次取得红球｝（ｉ＝１，２），则

Ｐ（Ａ１）＝３１０
，Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝７９．

因此

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝３１０
·７
９＝

７
３０．

乘法定理可以推广到有限多个事件的积的情形，如对于三个事件Ａ１，Ａ２，

Ａ３，有

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２），
其中，Ｐ（Ａ１Ａ２）＞０．

例１２　某人有三把钥匙，其中只有一把钥匙能打开他的门，他逐个地利用

它们试开（不放回抽样），求下列事件的概率：
（１）第一把钥匙打开门；
（２）第二把钥匙才打开门；
（３）第三把钥匙才打开门．
解　设Ａｉ＝｛第ｉ把钥匙打开门｝（ｉ＝１，２，３），则

（１）Ｐ（Ａ１）＝１３
；

（２）Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）＝２３×
１
２＝

１
３
；

（３）Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２｜Ａ１）Ｐ（Ａ３｜Ａ１Ａ２）

＝２３×
１
２×１＝

１
３．

三、全概率公式

在计算比较复杂事件的概率时，往往要同时使用概率的加法公式和乘法公

式．
例１３　某工厂仓库内存放同种零件若干箱，由甲、乙两个车间生产，产量

比为２∶１，合格率分别为０．９５和０．９０．从仓库内任取一箱，再从中任取一只，
求取得零件为合格品的概率．

解　设Ａ＝｛取得零件为甲车间生产｝，

Ｂ＝｛取得零件为合格品｝，
则

Ｐ（Ａ）＝２３
，Ｐ（Ａ）＝１３

，

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．９５，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝０．９０
因为
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Ｂ＝ＢＵ＝Ｂ（Ａ＋Ａ）＝ＢＡ＋Ｂ珡Ａ，
所以

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）

＝２３×０．９５＋
１
３×０．９０＝０．９４．

例１３所解决的问题具有普遍性，将上面的作法推广到一般情形，便得到全

概率公式：

设（１）Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互斥，
（２）ＢＡ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ，Ｐ（Ａｉ）＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ），

则

Ｂ＝Ｂ（Ａ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ）＝ＢＡ１＋ＢＡ２＋…＋ＢＡｎ，

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋…＋Ｐ（Ａｎ）Ｐ（Ｂ｜Ａｎ）．
在许多实际问题中，Ｐ（Ｂ）不易直接求得，但却容易找到满足公式中条件（１）

和（２）的一个事件组Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，且Ｐ（Ａｉ）和Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）或为已

知，或容易求得，这样即可求出Ｐ（Ｂ）．
例１４　市场上某种商品由三个厂家同时供货．第一个厂家的供货量是第二

个厂家的２倍，第三个厂家和第二个厂家的供货量相同．已知三个厂家产品的

次品率依次为２％，２％，４％，求市场上供应的该种商品的正品率．
解　从市场上任意选购一件该种商品，设

Ａｉ＝｛选购到第ｉ个厂家的产品｝（ｉ＝１，２，３），

Ａ＝｛选购到次品｝，
则

Ｐ（Ａ１）＝０．５，Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝０．２５，

Ｐ（Ａ｜Ａ１）＝Ｐ（Ａ｜Ａ２）＝０．０２，Ｐ（Ａ｜Ａ３）＝０．０４．
由于

Ａ＝Ａ（Ａ１＋Ａ２＋Ａ３）＝ＡＡ１＋ＡＡ２＋ＡＡ３，
故

　　　　Ｐ（Ａ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ｜Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ａ｜Ａ３）

＝０．５×０．０２＋０．２５×０．０２＋０．２５×０．０４＝０．０２５，

Ｐ（Ａ）＝１－Ｐ（Ａ）＝１－０．０２５＝０．９７５．
例１５　一个保险公司根据长期统计资料分析认为，某个险种投保人可以分

成两类，第一类人容易出事故，在固定的一年内出一次事故的概率为０．４，第二

类人比较谨慎，在固定的一年内出一次事故的概率为０１．假定第一类人占该

险种投保总人数的３０％，那么一个新保险客户在他购买该种保险后一年内出一

次事故的概率是多少？
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解　设Ａ１＝｛新保险客户且容易出事故的人｝，

Ａ２＝｛新保险客户且不容易出事故的人｝，

Ｂ＝｛新保险客户在固定的一年内出一次事故｝，
则

Ｂ＝ＢＡ１＋ＢＡ２，
Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）

＝０．３×０．４＋０．７×０．１＝０．１９
在上述条件下进一步提出以下问题：
如果一个新保险客户在他购买该种保险后一年内出了一次事故，问他是容

易出事故的人的概率有多大？

这个客户购买该种保险后一年内发生了一次事故，即事件Ｂ已经发生，在

这个条件下求他是容易出事故的人的概率，即求Ｐ（Ａ１｜Ｂ）．
因为

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝０．３×０．４＝０．１２，

Ｐ（Ｂ）＝０．１９，
所以

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ１Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）
Ｐ（Ｂ）

＝０．１２０．１９＝
１２
１９≈０．６３．

这说明，出了事故的人属于容易出事故那一类人的可能性较大．
综上可得

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ１Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）
Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）．

类似地

Ｐ（Ａ２｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ２Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）
Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）．

这就是很有用的公式———贝叶斯公式．

四、贝叶斯公式

设（１）Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 两两互斥，
（２）ＢＡ１＋Ａ２＋…＋Ａｎ，且

Ｐ（Ａｉ）＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ），Ｐ（Ｂ）＞０，
则

Ｐ（Ａｉ｜Ｂ）＝
Ｐ（ＡｉＢ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ｜Ａｉ）

∑
ｎ

ｊ＝１
Ｐ（Ａｊ）Ｐ（Ｂ｜Ａｊ）
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（ｉ＝１，２，…，ｎ）．
此公式称为贝叶斯公式．

例１６　某晶体管生产厂家共有三个车间，根据以往的记录有以下统计数据

（表５＿４）：
表５＿４

第一车间 第二车间 第三车间

次 品 率 ０．０２ ０．０１ ０．０３

所占份额 １５％ ８０％ ５％

　　这三个车间生产出来的产品随机地混放在仓库内．
（１）从中任取一只，求它是次品的概率；
（２）从中任取一只，发现是次品，为了分析此次品出自哪个车间的可能性

较大，需要求出该次品是由每个车间生产的概率．
解　设Ａｉ＝｛取到第ｉ车间的产品｝（ｉ＝１，２，３），

Ｂ＝｛取到的产品为次品｝，
则

①Ａ１，Ａ２，Ａ３ 两两互斥；

②ＢＡ１＋Ａ２＋Ａ３．
Ｐ（Ａ１）＝０．１５，Ｐ（Ａ２）＝０．８０，Ｐ（Ａ３）＝０．０５，

Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＝０．０２，Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＝０．０１，Ｐ（Ｂ｜Ａ３）＝０．０３．
（１）由全概率公式得

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｂ｜Ａ３）

＝０．１５×０．０２＋０．８０×０．０１＋０．０５×０．０３＝０．０１２５；
（２）由贝叶斯公式得

Ｐ（Ａ１｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ１Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ｂ｜Ａ１）
Ｐ（Ｂ）

＝０．１５×０．０２０．０１２５ ＝０．２４，

Ｐ（Ａ２｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ２Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ｂ｜Ａ２）
Ｐ（Ｂ）

＝０．８０×０．０１０．０１２５ ＝０．６４，

Ｐ（Ａ３｜Ｂ）＝
Ｐ（Ａ３Ｂ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ｂ｜Ａ３）
Ｐ（Ｂ）

＝０．０５×０．０３０．０１２５ ＝０．１２．

以上结果表明，这只次品来自第二车间的可能性最大．
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习题５＿３

１．已 知 Ｐ（Ａ）＝１４
，Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝１３

，Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝１２．
求（１）Ｐ（ＡＢ）；

（２）Ｐ（Ｂ）；（３）Ｐ（Ａ∪Ｂ）．
２．有一道问答题，甲先回答，答对的概率为０．４，如果答错再由乙答，答

对的概率为０５．求问题由乙答出的概率．
３．四张足球票，其中三张乙票，一张甲票．用抽签的方式分配给四个人，

求每个人抽得甲票的概率．
４．一批产品中有４％是废品，而合格品中有７５％为一级品．现从中任取一

件产品，求这件产品是一级品的概率．
５．设甲袋中有三个红球和一个白球，乙袋中有四个红球和两个白球．从甲

袋中任取一球放入乙袋，再从乙袋中任取一球．求从乙袋中取得红球的概率．
６．已知一台机器工作状态良好时，产品的合格率 为９９％，工 作 状 态 一 般

时，产品的合格率为９５％．设机器工作状态良好的概率为９０％．在生产出的产

品中任取一件，求这件产品为合格品的概率．
７．两台车床加工同样的零件，第一台车床加工 的 零 件 出 现 次 品 的 概 率 为

０．０３，第二台车床加工的零件出现次品的概率为０．０２若第一台车床加工的零

件是第二台车床加工零件的两倍，两台车床加工的零件放在一起，从中任取一

件，求它是合格品的概率．
８．袋中有三个红球和七个白球，从袋中取球两次，每次任取一个，取出后

不放回．
（１）求两个球都是红球的概率；
（２）求第一次取得白球，第二次取得红球的概率；
（３）求两个球中有一个红球、一个白球的概率；
（４）在第一次取得白球的情况下，求第二次取得红球的概率；
（５）求第二次取得红球的概率．

９．某车间有一条生产线，正常运转的时间为９５％，正常运转时产品的合

格率为９０％，不正常运转时产品的合格率为４０％．现从产品中任取一件进行检

验，发现它不是合格品，问这时生产线正常运转的概率是多少？

１０．发报台分别以概率０．６和０．４发出信号“·和“－”．由于通讯系统

受到干扰，当发出信号“·时，收报台未必收到信号“·，而是分别以０．８和

０．２的概率收到“·和“－”；同样发出信号“－”时，收报台分别以０．９和０．１
的概率收到“－”和“·．求：

（１）收报台收到信号“·的概率；
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（２）当收报台收到信号“·时，发报台是发出信号“·的概率．

第四节　事件的独立性与伯努利概型

一、事件的相互独立性

１．两个事件的相互独立性

一般来说，Ｐ（Ｂ｜Ａ）≠Ｐ（Ｂ），即事件Ａ的发生对事件Ｂ 的发生的概率产生

影响．但在某种情况下，Ｐ（Ｂ｜Ａ）与Ｐ（Ｂ）也可能相等 我们来看下面的例子．
一袋中装有６只白球和４只黑球，现 从 中 连 续 取 球 两 次，每 次 任 取 一 只，

观察球的颜色．设

Ａ＝｛第一次取得白球｝，Ｂ＝｛第二次取得白球｝
就下面两种情况分别求Ｐ（Ｂ）和Ｐ（Ｂ｜Ａ）：

（１）不放回抽样；
（２）放回抽样．
因为Ｂ＝ＡＢ＋珡ＡＢ，所以

（１）不放回抽样：

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）

＝６１０×
５
９＋

４
１０×

６
９＝

３
５
，

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝５９
；

（２）放回抽样：

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）

＝６１０×
６
１０＋

４
１０×

６
１０＝

３
５
，

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝６１０＝
３
５．

这说明，对于放回抽样问题，Ｐ（Ｂ｜Ａ）与Ｐ（Ｂ）相等．此时

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
定义５　设Ａ和Ｂ 是两个事件，且Ｐ（Ａ）＞０，若

Ｐ（Ｂ｜Ａ）＝Ｐ（Ｂ），
则称事件Ｂ对事件Ａ 独立．

当事件Ｂ对事件Ａ 独立且Ｐ（Ｂ）＞０时

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ
（ＡＢ）
Ｐ（Ｂ）＝

Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ｜Ａ）
Ｐ（Ｂ）
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＝Ｐ
（Ａ）Ｐ（Ｂ）
Ｐ（Ｂ） ＝Ｐ（Ａ），

即

Ｐ（Ａ｜Ｂ）＝Ｐ（Ａ）．
这说明，当事件Ｂ对事件Ａ 独立时，事件Ａ对事件Ｂ 也是独立的，即独立

是相互的．
定理４　事件Ａ与事件Ｂ 相互独立的充分必要条件是

Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
定理５　若事件Ａ与事件Ｂ 相互独立，则Ａ与Ｂ，Ａ与Ｂ，Ａ与Ｂ 都是相

互独立的．
证　仅证Ａ与Ｂ 相互独立 因为

Ａ＝ＡＵ＝Ａ（Ｂ＋Ｂ）＝ＡＢ＋Ａ珚Ｂ，
所以

Ｐ（Ａ）＝Ｐ（ＡＢ）＋Ｐ（Ａ珚Ｂ），

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝Ｐ（Ａ）［１－Ｐ（Ｂ）］＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ），
即

Ｐ（Ａ珚Ｂ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）．
由定理４得，Ａ与Ｂ 是相互独立的．

在研究实际问题的过程中，判断事件的相互独立性，往往不直接利用定义

和判定定理判断，而是根据问题的实际意义进行分析确定．
例１７　甲、乙两人同时独立地打靶一次，中靶的概率分别为０．４和０．５，求

下列事件的概率：
（１）两人同时中靶；
（２）恰有一人中靶；
（３）至少有一人中靶．
解　设Ａ＝｛甲中靶｝，Ｂ＝｛乙中靶｝，则

Ｐ（Ａ）＝０．４，Ｐ（Ｂ）＝０．５．
依题意，事件Ａ与Ｂ 相互独立，于是

（１）Ｐ（ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝０．４×０．５＝０．２；
（２）Ｐ（Ａ珚Ｂ＋珡ＡＢ）＝Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）

＝０．４×０．５＋０．６×０．５＝０．５；
（３）方法一

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（ＡＢ）

＝Ｐ（Ａ）＋Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）
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＝０．４＋０．５－０．４×０．５＝０．７．
方法二

Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝１－Ｐ（珡Ａ珚Ｂ）

＝１－Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ）＝１－０．６×０．５＝０．７．
两个事件的相互独立性的概念可以推广到有限多个事件的情形．

２．有限多个事件的相互独立性

定义６　设 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 为ｎ（ｎ＞２）个 事 件，若 对 于 任 意 一 组ｉ１，

ｉ２，…，ｉｋ（１＜ｋ≤ｎ，每组ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 取１，２，…，ｎ中的ｋ个不同的值），等

式

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｋ）＝Ｐ（Ａｉ１）Ｐ（Ａｉ２）…Ｐ（Ａｉｋ）
总成立，则称ｎ个事件Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 是相互独立的．

如ｎ＝３时，只有当

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２），

Ｐ（Ａ１Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ３），

Ｐ（Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３），

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）Ｐ（Ａ１）
都成立时，才能说Ａ１，Ａ２，Ａ３ 是相互独立的．

例１８　一个家庭有两个孩子，现观察两个孩子的性别．设

Ａ１＝｛第一个孩子是男孩｝，Ａ２＝｛第二个孩子是男孩｝，

Ａ３＝｛两个孩子性别不同｝，

则

Ｐ（Ａ１）＝Ｐ（Ａ２）＝Ｐ（Ａ３）＝１２
，

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１Ａ３）＝Ｐ（Ａ２Ａ３）＝１４
，

所以

Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２），

Ｐ（Ａ１Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ３），

Ｐ（Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３），
由定义６可知，Ａ１，Ａ２，Ａ３ 两两相互独立．

但

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝０，

Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝１８
，

Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）≠Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３），
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由定义６可知，Ａ１，Ａ２，Ａ３ 不相互独立．
综上所述，由ｎ个事件两两相互独立不能判断ｎ个事件相互独立；反之，ｎ

个事件相互独立却能推出ｎ个事件两两相互独立．
判断多个事件的 相 互 独 立 性，往 往 也 是 根 据 问 题 的 实 际 意 义 进 行 分 析 确

定．
例１９　不断地掷一枚骰子，直到首次出现六点为止．求试验在第十次终止

的概率．
解　设Ａｉ＝｛第ｉ次不出现六点｝（ｉ＝１，２，…，１０），则

Ｐ（Ａｉ）＝５６　
（ｉ＝１，２，…，９），Ｐ（Ａ１０）＝１６

，

依题意，Ａ１，Ａ２，…，Ａ９，Ａ１０相互独立，由定理６可知，Ａ１，Ａ２，…，Ａ９，Ａ１０
相互独立，于是

Ｐ（Ａ１Ａ２…Ａ９Ａ１０）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）…Ｐ（Ａ９）Ｐ（Ａ１０）

＝（ ）５６
９

×１６＝
５９

６１０．

例２０　称一个元件能正常工作的概率为这个元件的可靠性，由元件组成的

一个系统能正常工作的概率为这个系统的可靠性．设由三个元件分别构成系统

Ⅰ（图５＿６）和系统Ⅱ（图５＿７），若构成各系统的每个元件的可靠性均为ｐ（０＜
ｐ＜１），且各个元件能否正常工作是相互独立的，求每个系统的可靠性．

（Ⅰ）

图５＿６

（Ⅱ）

图５＿７

解　设Ａｉ＝｛第ｉ个元件能正常工作｝（ｉ＝１，２，３），

Ｂ＝｛系统能正常工作｝，
则Ｐ（Ａｉ）＝ｐ（ｉ＝１，２，３）．依题意可知，事件Ａ１，Ａ２，Ａ３ 相互独立．于是

（Ⅰ）Ｂ＝Ａ１Ａ２Ａ３，

Ｐ（Ｂ）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝ｐ３；
（Ⅱ）Ｂ＝Ａ１∪Ａ２∪Ａ３，

Ｐ（Ｂ）＝１－Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪Ａ３）＝１－Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）

＝１－Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ３）＝１－（１－ｐ）３．
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二、伯努利概型

１．伯努利概型

将一个试验重复进行多次，而每次试验都是相互独立的，即相应于每一次

试验的随机事件的概率都不依赖于其他各次试验的结果．称这类试验为重复独

立试验．
定义７　若 一 个 试 验 只 有 两 个 对 立 的 可 能 结 果 Ａ 和Ａ，且Ｐ（Ａ）＝ｐ，

Ｐ（Ａ）＝１－ｐ（０＜ｐ＜１）．将此试验重复独立进行ｎ次，则称这一串重复的独立

试验为ｎ重伯努利试验，或称为伯努利概型．
伯努利概型有着广泛的应用例如，从具有一定次品率的一批产品中逐件地

抽取产品，如果采用的是放回抽样，那么，可以把每抽取一次产品作为一次试验，
又因为每次抽取产品的次品率是相同的，所以，这样抽取ｎ次就构成了一个ｎ重

伯努利试验．即使是不放回抽样，当产品批量很大时，也可以将其近似地当作重

复独立试验来处理．如果试验有多种可能的结果，我们可以根据问题的需要，将

多个结果划分为两组：Ａ和Ａ，从而可以用伯努利概型来处理．

２．二项概率公式

在ｎ重伯努利试验中，事件Ａ可能发生的次数是：０，１，２，…，ｎ．以下讨

论在ｎ次重复独立试验中事件Ａ 恰好发生ｋ次 （０≤ｋ≤ｎ）的概率Ｐｎ（ｋ）．
先讨论ｎ＝４，ｋ＝３的情形．
设Ａｉ＝｛事件Ａ在第ｉ次试验发生｝（ｉ＝１，２，３，４），显然，重复独立试验

４次，事件Ａ恰好发生３次的方式共有Ｃ３４＝４种：

Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４，Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４，

Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４，Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４，

Ｐ４（３）＝Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４＋Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４＋Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４＋Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４）

＝Ｃ１４ｐ３（１－ｐ）．
一般地，在ｎ重伯努利试验中，事件Ａ恰好发生ｋ次 （０≤ｋ≤ｎ）的概率可

以类似推得：

Ｐｎ（ｋ）＝Ｃｋｎｐｋ（１－ｐ）ｎ－ｋ　（ｋ＝０，１，…，ｎ）．
称此式为二项概率公式．并且有

∑
ｎ

ｋ＝０
Ｐｎ（ｋ）＝Ｐｎ（０）＋Ｐｎ（１）＋…＋Ｐｎ（ｎ）

＝Ｃ０ｎｐ０（１－ｐ）ｎ－０＋Ｃ１ｎｐ１（１－ｐ）ｎ－１＋…＋Ｃｎｎｐｎ（１－ｐ）ｎ－ｎ

＝［ｐ＋（１－ｐ）］ｎ＝１．
例２１　设一批产品中有２０％的次品，进行重复抽样检查，共取５件样品．
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（１）求５件样品中恰有３件次品的概率；
（２）求５件样品中至少有一件次品的概率．
解　设Ａ＝｛抽到次品｝，则Ｐ（Ａ）＝０．２．这是ｎ＝５，ｐ＝０．２的二项概率问

题．
（１）ｋ＝３，Ｐ５（３）＝Ｃ３５ｐ３（１－ｐ）５－３＝０．０５１２；
（２）Ｐ５（１）＋Ｐ５（２）＋Ｐ５（３）＋Ｐ５（４）＋Ｐ５（５）

＝１－Ｐ５（０）＝１－Ｃ０５·０．２０·０．８５＝０．６７２３．

习题５＿４

１．设Ａ和Ｂ 为两个相互独立的事件，已知Ｐ（Ａ∪Ｂ）＝０．６，Ｐ（Ａ）＝０．４．
求Ｐ（Ｂ）．
２．设三台机器相互独立地运转着．第一台、第二台、第三台机器不发生故

障的概率依次为０．９，０．８，０．７．求这三台机器中至少有一台发生故障的概率：

３．人造卫星带回甲、乙两批种子，发芽率分别为０．９和０．９５．在两批种子

中各随机地取一粒，计算事件Ａ和Ｂ 的概率．
（１）Ａ＝｛两粒都发芽｝；
（２）Ｂ＝｛恰有一粒发芽｝．
４．一颗质地均匀的骰子，连掷５次，求有三次出现六点的概率．
５．不断地掷一枚骰子，直到首次出现六点为止．求第三次停止的概率．
６．袋子中有７个红球和３个白球，连续取球三次，每次任取一只，不放回

抽样．求第三次取得红球的概率．
７．一项建筑工程向甲、乙两家公司招标．假定甲、乙两公司的投标是相互

独立的，且甲公司提交该项投标的概率是０．８，乙公司提交该项投标的概率是

０．７，试分别计算这两家公司共提交０项、１项和２项投标的概率．
８．某种电子元件的寿命在１０００ｈ以上的概率为０．８，求三只这种电子元件

使用１０００ｈ以后，最多只有一只损坏的概率．
９．某系统由三个元件Ａ，Ｂ，Ｃ按图５＿８所示的方式构成．设元件Ａ，Ｂ，Ｃ

正常工作与否是相互独立的，其不能正常工作的概率依次为０．３，０．２，０．２．求

该系统不能正常工作的概率．

图５＿８

１０．某系统由四个元件Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ按图５＿９所示的方式构成．设元件Ａ，

Ｂ，Ｃ，Ｄ正常工作的概率均为０．８，且各元件正常工作与否是相互独立的，求
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该系统的可靠性．

图５＿９

１１．甲、乙、丙三人独立地去破译一个密码，他们能译出的概率分别为１
５
，

１
４
，１
３
，问能将此密码译出的概率是多少？

１２．某竞赛分两个阶段，先进行个人比赛，再进行团体比赛．团体比赛以

小组为单位，每组三人．按照规定，个人比赛获胜者才有资格参加第二阶段的

团体比赛．由甲、乙、丙三人组成的小组在个人比赛中获胜的概率均为０．７．若

只有一个人获胜，在团体比赛中胜出的概率为０．２；若有两个人获胜，在团体比

赛中胜出的概率为０．５；若三人都获胜，在团体比赛中胜出的概率为０．８．求他

们最终获胜的概率．
１３．某单位电话总机的占线率为０．４，其中某车间分机的占线率为０．３，假

定电话总机及分机占线与否相互独立．现从外部打电话给该车间，求：
（１）第一次能打通的概率；
（２）第二次才打通的概率．

第五章习题参考答案

习题５＿１

１．（１）Ｕ＝｛２，３，…，１２｝；
（２）Ｕ＝｛Ｈ，ＴＨ，ＴＴＨ，Ｔ…ＴＨ，…｝；
（３）Ｕ＝｛１０，１１，１２，…｝；
（４）Ｕ＝｛（红，红），（红，白），（红，蓝），（白，白），（白，红），（白，蓝），

（蓝，蓝），（蓝，红），（蓝，白）｝；

（５）Ｕ＝ ０，１５０
，…，５０×１００｛ ｝５０

；

（６）Ｕ＝｛２，３，４，５，６｝；
（７）Ｕ＝｛ｘ｜０≤ｘ≤１｝；
（８）Ｕ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２＜１｝．
２．略．
３（１）ＡＢＣ；（２）Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（３）ＡＢ珚Ｃ；
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（４）ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珡ＡＢＣ；
（５）Ａ珚Ｂ珚Ｃ；
（６）Ａ（Ｂ∪Ｃ）或ＡＢＣ；
（７）Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珡ＡＢ珚Ｃ＋珡Ａ珚ＢＣ；
（８）珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ或Ａ∪Ｂ∪Ｃ；
（９）Ａ∪Ｂ∪Ｃ或ＡＢＣ；
（１０）珡Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋Ａ珚Ｂ珚Ｃ＋珡ＡＢ珚Ｃ＋珡Ａ珚ＢＣ；
（１１）ＡＢ珚Ｃ＋Ａ珚ＢＣ＋珡ＡＢＣ＋ＡＢＣ或ＡＢ∪ＢＣ∪ＣＡ．

习题５＿２

１．（１）０．８；（２）１２０
；（３）１３１５

；（４）３７６０．

２．５８．　　３．
１
７
；１
２１．　　４．０．０９６．

５．１１２
；１
２０．　　６．

１
１５．

７．（１）ｐ１＝１０１９
；（２）ｐ２＝９１９．

习题５＿３

１．（１）１１２
；（２）１６

；（３）１３．　　２．０．３．

３．１４．　　４．０．７２．　　５．
１９
２８．

６．０．９８６．　　７．０．９７３．

８．（１）１１５
；（２）７３０

；（３）７１５
；（４）１３

；（５）３１０．

９．０．７６．　　１０．（１）０．５２；（２）１２１３．

习题５＿４

１．１３．　　２．０．４９６．　　３．
（１）０．８５５；（２）０．１４．

４．０．０３２２　　５．２５２１６．　　６．０．７．　　７．０．０６
；０．３８；０．５６．

８．０．８９６．　　９．０．３２８．　　１０．０．８７０４．

１１．３５．　　１２．０．５３２７．　　１３．
（１）０．４２；（２）０．２４３６．
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附　　录

凡是本教材涉及到的加法原理、乘法原理、排列组合问题，ｎ，ｒ，ｒｉ（ｉ＝１，

２，…，ｎ）均表示正整数．

一、两个基本原理

１．加法原理

如果完成某一件事情 有ｎ种 不 同 的 方 式，而 第ｉ种 方 式 又 有ｒｉ（ｉ＝１，２，

…，ｎ）种不同的方法，则完成这件事共有

ｒ＝ｒ１＋ｒ２＋…＋ｒｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）
种不同的方法．

例如，某人从甲地去乙地，在一天之内可以乘坐汽车、火车或飞机，而每

天汽车有１０个班次，火车有５个班次，飞机有２个班次，则此人在一天之内从

甲地到乙地有

１０＋５＋２＝１７
种不同的走法．

２．乘法原理

如果完成一件事情必须经过ｎ个步骤，而第ｉ个步骤有ｒｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）

种不同的方法，则完成这件事共有

ｒ＝ｒ１ｒ２…ｒｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）
种不同的方法．

例如，完成某项工作必须经过三个步 骤，第 一 个 步 骤 有２种 不 同 的 方 法，
第二个步骤有５种不同的方法，第三个步骤有４种不同的方法，那么完成这项

工作共有

２×５×４＝４０
种不同的方法．

二、排列

从ｎ个不同的元素中任取ｒ（ｒ≤ｎ）个，按一定顺序排成一列，称之为排列，

如果要求排列中诸元素互不相同，则称其为选排列；反之，如果排列中可以有

相同的元素，则称为可重复排列．
从ｎ个不同的元素 中 任 取ｒ （ｒ≤ｎ）个，所 有 不 同 的 选 排 列 种 数 称 为 排 列

数，记为Ｐｒｎ．根据乘法原理，这种选排列共有
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Ｐｒｎ＝ｎ（ｎ－１）（ｎ－２）…（ｎ－ｒ＋１）
种不同的排法．

当ｒ＝ｎ时，称Ｐｎｎ 为全排列数，记为ｎ！，此时，

Ｐｎｎ＝ｎ！＝ｎ·（ｎ－１）·（ｎ－２）·…·２·１．
规定当ｎ＝０时，０！＝１．于是，Ｐｒｎ 也可以表示为

Ｐｒｎ＝
ｎ！

（ｎ－ｒ）！．

对于可重复排列的排列数，根据乘法原理，有ｎｒ 种不同的排法．

三、组合

从ｎ个不同的元素中任取ｒ （ｒ≤ｎ）个不同元素，不 考 虑 次 序，组 成 一 组，
称之为组合，这种不同的组合数为

Ｃｒｎ＝
Ｐｒｎ
ｒ！＝

ｎ！
ｒ！（ｎ－ｒ）！．

例如，已知甲袋中装有２只白球、３只红球，乙袋中装有４只白球、５只红

球．从甲袋中任意取出２只球放入乙袋中，再从乙袋中任意取出３只球，那么

共有

Ｃ２５Ｃ
３
１１＝

５！
２！３！

·１１！
３！８！＝１６５０

种不同的分组方法．
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第六章　随机变量及其概率分布

为了对随机试验进行全面和深入的研究，从中揭示出客观存在的统计规律

性，我们常把随机试验的结果与实数对应起来，即把随机 试 验 的 结 果 数 量 化，
引入随机变量的概念．随机变量是概率论与数理统计的最基本的概念之一，本

章将介绍随机变量及其分布和各种常用的随机变量．

第一节　随机变量及其分布函数

一、随机变量的概念

对一随机试验，其结果可以是数量性的，也可以是非数量性的．对这两种

情况，都可以把试验结果数量化．
例１　设有１０件产品，其中正品５件，次品５件，现从中任取３件产品，问

这３件产品中的次品件数是多少？

显然，次品件数可以是０，１，２，３，即试验结果是数量性的．用Ｘ 表示取

到的３件产品中的次品件数，则可以分别用Ｘ＝０，１，２，３表示这三件产品中

没有次品、有１件次品、有２件次品和有３件次品．这里，Ｘ是一个变量，它究

竟取什么值与试验的结果有关，即与试验的样本空间中的基本事件有关，仍用

Ｕ 表示 试 验 的 样 本 空 间，用ｅ表 示 样 本 空 间 中 的 元 素，即 基 本 事 件，并 记 成

Ｕ＝｛ｅ｝．例１中试验的样本空间为

　Ｕ＝｛ｅ｝＝｛没有次品，有１件次品，有２件次品，有３件次品｝．
因此，可把变量Ｘ看作定义在样本空间Ｕ 上的函数：

Ｘ＝

０，ｅ＝“没有次品”，

１，ｅ＝“有１件次品”，

２，ｅ＝“有２件次品”，

３，ｅ＝“有３件次品”

烅

烄

烆 ．
从而可以记为：Ｘ＝Ｘ（ｅ）由于基本事件的出现是随机的，因此Ｘ（ｅ）的取值也

随机，称Ｘ（ｅ）为随机变量．
例２　抛掷一枚硬币，观察出现正反面的情况．
该试验有两个可能的结果：出现正面和出现反面，即

Ｕ＝｛ｅ｝＝｛出现正面，出现反面｝，
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试验结果是非数量性的．为了便于研究，可以用一个数代表一个试验结果，例

如用１代表出现正面，用０代表出现反面．设

Ｘ＝Ｘ（ｅ）＝
１，ｅ＝“出现正面”，

０，ｅ＝“出现反面”｛ ．
Ｘ是定义在样本空间Ｕ 上的函数，也是随机变量．

定义１　设试验Ｅ的样本空间Ｕ＝｛ｅ｝，如果对每一个ｅ∈Ｕ，都有一个实数

Ｘ（ｅ）与之对应，得到一个定义在Ｕ 上的单值实值函数Ｘ（ｅ），称Ｘ（ｅ）为随机变

量，并简记为Ｘ．
随机变量随着试验结果而取不同的值，它是根据试验结果取值的变量．现

实中的随机变量很多，例如，掷一枚骰子出现的点数；射手向某一目标射击，
直到击中该目标时的射击次数；炮弹落地点与目标之间的距离，等等．这些例子

对应的随机变量所取的可能值分别为有限个、可列个和连续值．
需要指出，随机变量与普通函数有差 别：普 通 函 数 是 定 义 在 实 数 轴 上 的，

而随机变量是定义在样本空间上的，样本空间中的元素 不 一 定 是 实 数．另 外，
随机变量的取值随试验结果而定，由于试验的各个结果的发生有一定的概率，
因而随机变量取各个值也有一定的概率，这也是随机变量与普通函数的区别．

引入随机变量以后，随机事件可以用随机变量来表示．例如，在例１中，３
件产品中的次品件数多于１这个事件可以表示为Ｘ＞１．这样，可以把对事件的

研究转化为对随机变量的研究．由于有了数量化的随机变量，从而有可能使用

微积分等数学工具研究随机试验．

二、分布函数

为了研究随机变量的概率规律，并且由于随机变量Ｘ的可能值不一定能逐

个列出，因此我们在一般情况下需研究随机变量落在某区间（ｘ１，ｘ２］中的概率，

即求Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝，但由于

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ２｝－Ｐ｛Ｘ≤ｘ１｝，
由此可见，要研究Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝就归结为研究形如Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝的概率问题了．
不难看出，Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝的值常随不同的ｘ而变化，它是ｘ的函数，我们称这个函

数为分布函数．
定义２　设Ｘ是随机变量，ｘ为任意实数，函数

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝
称为Ｘ的分布函数．

由定义２可 以 看 出，分 布 函 数Ｆ（ｘ）实 际 上 就 是 随 机 变 量 Ｘ 落 入 区 间

（－∞，ｘ］上的概率值．
例３　一个象棋选手与对手进行一局比赛，规定赢棋得２分，和棋得１分，
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输棋得０分．根据实力对比，这名棋手赢棋的概率为０．５，和棋的概率为０．３，
输棋的概率为０．２．如果将这名棋手在这局比赛中所得分数记为Ｘ，求随机变量

Ｘ的分布函数．
解　Ｘ的可能取值为０，１，２．取这些值的概率依次为０．２，０．３，０．５．
当ｘ＜０时，Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝，而｛Ｘ≤ｘ｝是不可能事件，所以

Ｆ（ｘ）＝０；
当０≤ｘ＜１时

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｘ＝０｝＝０．２；
当１≤ｘ＜２时

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ（｛Ｘ＝０｝∪｛Ｘ＝１｝）

＝Ｐ｛Ｘ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ＝１｝＝０．２＋０．３＝０．５；
当ｘ≥２时

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ（｛Ｘ＝０｝∪｛Ｘ＝１｝∪｛Ｘ＝２｝）

＝０．２＋０．３＋０．５＝１．
综上所述

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝

０， ｘ＜０，

０．２， ０≤ｘ＜１，

０．５， １≤ｘ＜２，

１， ｘ≥２

烅

烄

烆 ．
它的图形如图６＿１所示．

图６＿１

由分布函数的定义可知

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ２｝－Ｐ｛Ｘ≤ｘ１｝
＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１），

即事件｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝的概率等于分布函数Ｆ（ｘ）在该区间上的增量．
分布函数具有以下一些基本性质：
（１）０≤Ｆ（ｘ）≤１　（－∞＜ｘ＜＋∞）；
（２）Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）（ｘ１＜ｘ２），即Ｆ（ｘ）是单调非减的；
（３）Ｆ（－∞）＝ｌｉｍ

ｘ→－∞
Ｆ（ｘ）＝０，Ｆ（＋∞）＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
Ｆ（ｘ）＝１；
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（４）Ｆ（ｘ＋０）＝Ｆ（ｘ），即Ｆ（ｘ）是右连续的．
以上各性质可结合图６＿１加以说明．
在引进了随机变量和分布函数后，我们就能利用高等数学的许多结果和方

法来研究各种随机现象了，它们是概率论的两个重要而基本的概念．本章第二

节和第三节，我们将分别以离散和连续两种类型来深入地研究随机变量及其分

布函数．

习题６＿１

１．填空题：
随机变量Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）的定义域是 ，值域是 ．
２．一个口袋中有６个球，球上分别标有－３，－３，１，１，１，２这样的数字．

从这个口袋中任取一个球，求取得的球上标明的数字Ｘ 的分布函数，并画出

Ｆ（ｘ）的图形．

第二节　离散型随机变量

一、离散型随机变量的定义

定义３　对于随机变量Ｘ，如果它只能取有限个或可列个值，则称Ｘ 为离

散型随机变量．
例１中的随机变量Ｘ所有可能取的值是４个，例２中的随机变量Ｘ 所有

可能取的值是２个，是属于有限个值的情况，它们都是离散型随机变量．又例

如，射手向某一目标射击，直到击中该目标时的射击次数是个随机变量，它所

有可能取的值是１，２，３，…，是 属 于 可 列 个 值 的 情 况，它 也 是 离 散 型 随 机 变

量．
设离散型随机变量Ｘ所有可能取的值是ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ，…，为了完全地

描述Ｘ，除了知道Ｘ可能取的值以外，还要知道Ｘ取各个值的概率．设

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，…）， （１）
称式（１）为离散型随机变量的概率分布或分布律．分布律也常用表格来表示（表

６＿１）．
　　表６＿１

Ｘ ｘ１ ｘ２ ｘ３ … ｘｋ …

Ｐ ｐ１ ｐ２ ｐ３ … ｐｋ …

　　根据概率的定义容易推得如下两个基本性质：
（１）ｐｋ≥０　（ｋ＝１，２，…）； （２）
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（２）∑
＋∞

ｋ＝１
ｐｋ＝１ （３）

例４　讨论例１中的随机变量Ｘ的概率分布．
解　设Ｘ是取出的３件产品中的次品件数，它所有可能取的值是０，１，２，

３．下面分别计算Ｐ｛Ｘ＝０｝，Ｐ｛Ｘ＝１｝，Ｐ｛Ｘ＝２｝和Ｐ｛Ｘ＝３｝．
这是古典概型的抽球问题，容易算出

Ｐ｛Ｘ＝０｝＝Ｃ
３
５

Ｃ３１０
＝１１２

，

Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｃ
１
５Ｃ２５
Ｃ３１０

＝５１２
，

Ｐ｛Ｘ＝２｝＝Ｃ
２
５Ｃ１５
Ｃ３１０

＝５１２
，

Ｐ｛Ｘ＝３｝＝Ｃ
３
５

Ｃ３１０
＝１１２．

它们满足式（２）和式（３）．
例５　如图６＿２所示，电子线路中装有两个并联的继电器．设这两个继电

器是否接通具有随机性，且彼此独立．已知每个继电器接通的概率为０．８，记Ｘ
为线路中接通的继电器的个数．求：






１

２

图６＿２

（１）Ｘ的概率分布；
（２）线路接通的概率；
（３）分布函数Ｆ（ｘ）．
解　（１）随机变量Ｘ仅可能取０，１，２三个值．

设Ａｉ＝“第ｉ个 继 电 器 接 通”（ｉ＝１，２），则Ａ１，Ａ２ 相 互 独 立，且Ｐ（Ａ１）＝Ｐ
（Ａ２）＝０．８．于是

　　　Ｐ｛Ｘ＝０｝＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝０．２×０．２＝０．０４，

　　　Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｐ（Ａ１Ａ２∪Ａ１Ａ２）

＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）

＝０．８×０．２＋０．２×０．８＝０．３２，

　　　Ｐ｛Ｘ＝２｝＝Ｐ（Ａ１Ａ２）＝Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２）＝０．８×０．８＝０．６４．
（２）因为此电路是并联电路，所以，只要有一个继电器接通，整个线路就

接通．于是，线路接通的概率为

Ｐ｛Ｘ≥１｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝∪Ｐ｛Ｘ＝２｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ＝２｝

＝０．３２＋０．６４＝０．９６．
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　　（３）

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜０，

０．０４， ０≤ｘ＜１，

０．０４＋０．３２＝０．３６， １≤ｘ＜２，

１， ｘ≥２

烅

烄

烆 ．
Ｆ（ｘ）的图形见图６＿３．

图６＿３

由例５可以看出，离散型随机变量Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ）是阶梯函数，其图

形是由若干直线组成的阶梯形的不连续曲线．
一 般 地， 设 离 散 型 随 机 变 量 Ｘ 的 概 率 分 布 为 Ｐ ｛Ｘ ＝ｘｋ｝＝

ｐｋ　（ｋ＝１，２，…），则Ｘ的分布函数

Ｆ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝∑
ｘｋ≤ｘ
Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝∑

ｘｋ≤ｘ
ｐｋ （４）

式（４）中是对所有满足ｘｋ≤ｘ的ｐｋ 求和．

二、常见的离散型随机变量的概率分布

下面介绍三种常见的离散型随机变量的概率分布．

１．两点分布

如果随机变量Ｘ只可能取１和０两个值，并且它的概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝１｝＝ｐ，Ｐ｛Ｘ＝０｝＝１－ｐ（０＜ｐ＜１）， （５）
则称Ｘ服从参数为ｐ的两点分布．

两点分布也称为（０＿１）分布，是一种最简单然而却有着非常重要用途的离散

型随机变量的分布．对于一个随机试验，如果只有两个可能的结果，即样本空间

Ｕ只包含两个元素，则总能在Ｕ上定义一个服从两点分布的随机变量，用它来描

述该随机试验．这对于试验结果是非数量性的情况特别适用，例如例２，还有某人

一次射击是否中靶，检查产品的质量是否合格，明天是否下雨，等等．

２．二项分布

如果随机变量Ｘ的概率分布为
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Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋｎｐｋｑｎ－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，ｎ）． （６）

式中，０＜ｐ＜１，ｑ＝１－ｐ，则 称Ｘ 服 从 参 数 为ｎ，ｐ的 二 项 分 布，记 作Ｘ～
Ｂ（ｎ，ｐ）．

由于Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋｎｐｋｑｎ－ｋ正好是二项式（ｐ＋ｑ）ｎ 的展开式中出现ｐｋ 的项，

因此称此分布为二项分布．
在上一章中介绍的伯努利概型，其中事件Ａ发生的次数是个随机变量，这

个随机变量服从参数为ｎ，ｐ的二项分布，这是二项分布的实际背景．
服从参数为ｎ，ｐ的二项分布的随机变量Ｘ 所有可能取的值有ｎ＋１个，即

０，１，２，…，ｎ．特 别 地，当ｎ＝１时，二 项 分 布 成 为 两 点 分 布，因 此 也 可 用

Ｂ（１，ｐ）表示两点分布．
例６　某批产品的合格率为９８％，现随机地从这批产品中做有放回地抽样

２０次，每次抽一个产品，问抽得的２０个产品中恰好有ｋ（ｋ＝０，１，２，…，２０）个
为合格品的概率是多少？

解　我们将抽检一个产品看其是否为合格品看成一次试验，显然，抽检２０
个产品就相当做２０重伯努利试验，以Ｘ记２０个产品中合格品的个数，那么Ｘ
服从Ｂ（２０，０．９８），从而

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋ２０·０．９８ｋ·０．０２２０－ｋ　（ｋ＝０，１，２，…，２０）．
若在例６中将参数２０改为２００或更大，显然此时直接计算该概率就显得

相当麻烦．为此我们不加证明地给出一个当ｎ很大而ｐ（或１－ｐ）很小时的近似

计算公式．
定理１（泊松定理）　设λ＞０是一常数，ｎ是任意正整数，设ｎｐｎ＝λ，则对

任意一固定的非负整数ｋ，有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｃｋｎｐｋｎ（１－ｐｎ）ｎ－ｋ＝λ
ｋｅ－λ

ｋ！．

由于λ＝ｎｐｎ 是常数，所以当ｎ很大时ｐｎ 必定很小，因此，上述定理表明，

当ｎ很大ｐｎ 很小（通常ｎ＞１０，ｐｎ＜０．１即可）时，有以下计算公式

Ｃｋｎｐｋｎ（１－ｐｎ）ｎ－ｋ≈λ
ｋｅ－λ

ｋ！
， （７）

其中，λ＝ｎｐｎ．
例７　某十字路口有大量汽车通过，假设每辆汽车在这里发生交通事故的

概率为０．００１，如果每天有５０００辆汽车通过这十字路口，求发生交通事故的次

数不少于２的概率．
解　此处ｎ＝５０００，ｐ＝０．００１，λ＝ｎｐ＝５，则

Ｐ｛Ｘ≥２｝＝∑
５０００

ｋ＝２
Ｃｋ５０００·０．００１ｋ·０．９９９５０００－ｋ
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＝１－Ｐ｛Ｘ＜２｝＝１－∑
１

ｋ＝０
Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝

＝１－０．９９９５０００－５×０．９９９４９９９

≈１－５
０ｅ－５

０！－
５ｅ－５

１！．

查表可得

Ｐ｛Ｘ≥２｝＝１－０．００６７３－０．０３３６９＝０．９５９５８．

３．泊松分布

如果随机变量Ｘ的概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝λ
ｋｅ－λ

ｋ！　（ｋ＝０，１，２，…）， （８）

式（８）中，λ＞０是常数，则称Ｘ服从参数为λ的泊松分布，记作Ｘ～Ｐ（λ）．
在实际问题中，有很多随机变量服从泊松分布．例如，在一个时间间隔内，

某地区发生的交通事故的次数，某电话总机接到的呼叫次数，放射性物质发出

的α粒子的个数，某容器内部的细菌数，等等，都可以用服从某一参数的泊松

分布的随机变量来描述．
有关泊松分布的计算可以查附表１．
例８　某电话总机每分钟接到的呼叫次数服从参数为５的泊松分布，求：
（１）每分钟恰好接到７次呼叫的概率；
（２）每分钟接到的呼叫次数大于４的概率．
解　设每分钟总机接到的呼叫次数为Ｘ，则Ｘ～Ｐ（５），λ＝５．

（１）Ｐ｛Ｘ＝７｝＝５
７ｅ－５

７！
，由附表１可查到，其值为０．１０４４４．

（２）Ｐ｛Ｘ＞４｝＝１－Ｐ｛Ｘ≤４｝

＝１－［Ｐ｛Ｘ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ＝１｝＋Ｐ｛Ｘ＝２｝＋
Ｐ｛Ｘ＝３｝＋Ｐ｛Ｘ＝４｝］，

由附表１可以查到

Ｐ｛Ｘ＝０｝＝０．００６７３，Ｐ｛Ｘ＝１｝＝０．０３３６９，

Ｐ｛Ｘ＝２｝＝０．０８４２２，Ｐ｛Ｘ＝３｝＝０．１４０３７，

Ｐ｛Ｘ＝４｝＝０．１７５４７，
从而

Ｐ｛Ｘ＞４｝＝０．５５９５２．

习题６＿２

一、单项选择题

１设Ｘ是离散型随机变量，则它的概率分布是（　）．
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（Ａ）
Ｘ ０ １ ２

Ｐ －１／２ １ １／２

（Ｂ）
Ｘ ０ １ ２

Ｐ １／３ １／３ １／４

（Ｃ）
Ｘ ０ １ ２

Ｐ １／４ １／４ ３／２

（Ｄ）
Ｘ ０ １ ２

Ｐ １／６ １／３ １／２

２．某城市每月发生的交通事故的次数Ｘ服从λ＝４的泊松分布，则每月交

通事故的次数大于１０的概率是（　）．

（Ａ）４
１０

１０！ｅ
－４　　　　　（Ｂ）∑

＋∞

ｋ＝１０

４ｋ
ｋ！ｅ

－４

（Ｃ）∑
＋∞

ｋ＝１１

４ｋ
ｋ！ｅ

－４ （Ｄ）∑
＋∞

ｋ＝１１

４ｋ
１０！ｅ

－４

二、其他类型题

１．设随机变量Ｘ的概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ａｋ　（ｋ＝０，１，２，…，ｎ），
试确定常数ａ．

２．设随机变量Ｘ的概率分布为Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝ａ２ｋ
（ｋ＝０，１，２，…），试确定

常数ａ．
３．盒中有５只乒乓球，分别编为１，２，３，４，５号，从中同时取出３只球，

用Ｘ表示３只球中的最大编号，写出Ｘ的概率分布及分布函数．
４．抛掷一枚硬币，直到出现正面时为止，求抛掷次数的概率分布．
５．一批零件中有９个正品和３个次品，现从中任取一个用于安装机器．如

果取出的是次品，则不再放回，而再取下一个，直到取到正品为止．求在取到

正品以前已取出的次品数的概率分布．
６．１０门炮同时向一敌舰射击一发炮弹，当有不少于两发炮 弹 击 中 时，敌

舰将被击沉．设每门炮弹射击一发炮弹的命中率为０．６，求敌舰被击沉的概率．
７．设Ｘ服从泊松分布，并且已知Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝２｝，求Ｐ｛Ｘ＝４｝．
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第三节　连续型随机变量

一、连续型随机变量的定义

上一节我们研究了离散型随机变量，这类随机变量的特点是它的可能取值

及与其相对应的概率能被逐个地列出．这一节我们将要研究的连续型随机变量

就不具有这样的性质了．连续型随机变量的特点是它的可能取值连续地充满某

个区间甚至整个数轴．例如，测量一个工件长度，在理论上说这个长度的值Ｘ
可以取区间（０，＋∞）内的任何一个值．此外，连续型随机变量取某特定值的概

率总是零．例 如，抽 检 一 个 工 件，其 长 度 Ｘ 丝 毫 不 差 刚 好 是 其 固 定 值（如

１．８２４ｃｍ）的事件｛Ｘ＝１．８２４｝几乎是不可能的，应认为Ｐ｛Ｘ＝１．８２４｝＝０．因此

讨论连续型随机变量在某点的概率是毫无意义的．于是，对于连续型随机变量

就不能采用像对离散型随机变量那样的方法进行研究了．
定义４　若对随机变量Ｘ 的分布函数Ｆ（ｘ），存在非负函数ｆ（ｘ），使对于

任意实数ｘ有

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ， （９）

则称Ｘ为连续型随机变量．其中ｆ（ｘ）称为Ｘ 的概率密度函数，简称概率密度

或分布密度．
由式（９）知，连续型随机变量Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）是连续函数．由分布函数

的性质Ｆ（－∞）＝０，Ｆ（＋∞）＝１及Ｆ（ｘ）单调不减知，Ｆ（ｘ）是一条位于直线ｙ
＝０与ｙ＝１之间的单调不减的连续曲线．

由定义４可知，ｆ（ｘ）具有以下性质：
（１）ｆ（ｘ）≥０；

（２）∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１；

（３）Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１）＝∫
ｘ２

ｘ１
ｆ（ｘ）ｄｘ　（ｘ１≤ｘ２）；

（４）若ｆ（ｘ）在ｘ点处连续，则有Ｆ′（ｘ）＝ｆ（ｘ）．
前面我们曾指出，对连续型随机变量Ｘ 而言，它取某特定 值ａ的 概 率 为

零，即Ｐ｛Ｘ＝ａ｝＝０．这样，在计算连续型随机变量Ｘ 取值于某个区间的概率

时，可以不必区分该区间是开区间或闭区间或半开半闭区间，即

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝＝Ｐ｛ｘ１≤Ｘ＜ｘ２｝＝Ｐ｛ｘ１＜Ｘ＜ｘ２｝＝Ｐ｛ｘ１≤Ｘ≤ｘ２｝

＝∫
ｘ２

ｘ１
ｆ（ｘ）ｄｘ． （１０）
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由积分的几何意义可知，∫
ｘ２

ｘ１
ｆ（ｘ）ｄｘ是在区间（ｘ１，ｘ２）上ｆ（ｘ）图形之下的

曲边梯形面积，见图６＿４．因此，Ｘ 取值于 （ｘ１，ｘ２）的概率Ｐ｛ｘ１＜Ｘ＜ｘ２｝就

是该曲边梯形的面积．

图６＿４

例９　某公共汽车从上午７时开始，每１５ｍｉｎ来一辆车，如某乘客到达此站

的时间是７时到７时半之间的均匀分布的随机变量，试求他等车少于５ｍｉｎ的

概率．
解　设乘客于７时过Ｘｍｉｎ到达车站，由于Ｘ 在［０，３０］上是均匀分布的，

于是有

ｆ（ｘ）＝
１
３０
， ０≤ｘ≤３０，

０， 其他
烅
烄

烆 ．
显然，只有乘客在７：１０到７：１５之间或７：２５到７：３０之间到达车站时，等

车的时间才少于５ｍｉｎ，因此所求概率为

Ｐ｛１０＜Ｘ≤１５｝＋Ｐ｛２５＜Ｘ≤３０｝＝∫
１５

１０

１
３０ｄｘ＋∫

３０

２５

１
３０ｄｘ＝

１
３．

二、常见的连续型随机变量的概率密度

１．均匀分布

设连续型随机变量Ｘ具有概率密度

ｆ（ｘ）＝
１
ｂ－ａ

， ａ＜ｘ＜ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ，
（１１）

则称Ｘ在区间（ａ，ｂ）内服从均匀分布．由式（９）易得

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜ａ，

ｘ－ａ
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ＜ｂ，

１， ｘ≥ｂ

烅

烄

烆 ．

（１２）

　　密度函数ｆ（ｘ）和分布函数Ｆ（ｘ）的图形分别如图６＿５和图６＿６所示．
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图６＿５　　　　　　　　　　　　　　　　图６＿６　　　　

　　因为对于区间（ａ，ｂ）内 任 一 长 度 为ｌ的 子 区 间（ｃ，ｃ＋ｌ），ａ≤ｃ＜ｃ＋ｌ≤ｂ，
有

Ｐ｛ｃ＜Ｘ≤ｃ＋ｌ｝＝∫
ｃ＋ｌ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｃ＋ｌ

ｃ

１
ｂ－ａｄｘ＝

ｌ
ｂ－ａ

，

所以服从均匀分布的随机变量Ｘ落在（ａ，ｂ）区间内的某子区间的概率与子区间

的长度成正比，而与子区间的位置无关．

２．正态分布

设连续型随机变量Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）， （１３）

其中μ，σ（σ＞０）为 常 数，则 Ｘ 服 从 参 数 为μ，σ的 正 态 分 布，记 为 Ｘ～
Ｎ（μ，σ

２）．正态分布是概率论和数理统计中最重要的一种分布．它有着广泛的

应用．例如，测量某零件长度的误差，一个地区成年男性的身高，某地区居民

的年收入，海洋波浪的高度，等等，都可以看成服从或近似服从正态分布．正

态分布在概率统计的理论与应用中占有特别重要的地位．
参数μ，σ的意义将在第八章中说明，ｆ（ｘ）的图形呈钟形，如图６＿７所示，

它具有如下性质：
（１）曲线关于ｘ＝μ对称；
（２）曲线在ｘ＝μ处取得最大值；
（３）曲线在ｘ＝μ±σ处有拐点；
（４）曲线以Ｏｘ轴为渐近线；
（５）若固定μ，当σ越小时图形越尖陡（图６＿８）．
由式（１３）得Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ∫

ｘ

－∞
ｅ
－
（ｔ－μ）

２

２σ２ ｄｔ． （１４）

特别地，当μ＝０，σ＝１时，称Ｘ服从标准正态分布，其概率密度和分布函

数分别用φ（ｘ），Φ（ｘ）表示，即有

φ（ｘ）＝
１
２槡π
ｅ
－ｘ
２
２， （１５）

·７１１·第六章　随机变量及其概率分布



图６＿７　　　　　　　　　　　　　图６＿８

Φ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ． （１６）

下面介绍关于正态分布的计算，首先介绍关于标准正态分布的计算．
现已编制了Φ（ｘ）的数值表，可供查用，见附表２．
由式（１６），对Ｘ～Ｎ（０，１），有

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ＜ｘ２｝＝∫
ｘ２

ｘ１
φ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｘ２

－∞
φ（ｘ）ｄｘ－∫

ｘ１

－∞
φ（ｘ）ｄｘ

＝Φ（ｘ２）－Φ（ｘ１）． （１７）
特别地

Ｐ｛Ｘ＞ｘ１｝＝∫
＋∞

ｘ１
φ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
φ（ｘ）ｄｘ－∫

ｘ１

－∞
φ（ｘ）ｄｘ

＝１－Φ（ｘ１）， （１８）

Ｐ｛Ｘ＜ｘ２｝＝∫
ｘ２

－∞
φ（ｘ）ｄｘ＝Φ（ｘ２）． （１９）

在附表２中，只对ｘ≥０给出了Φ（ｘ）的值，当ｘ＜０时，可以使用下面的公

式计算Φ（ｘ）的值．
定理２　设Ｘ～Ｎ（０，１），则

Φ（－ｘ）＝１－Φ（ｘ）． （２０）
证　由Φ（ｘ）的定义知

Φ（－ｘ）＝ １
２槡π∫

－ｘ

－∞
ｅ－

ｔ２

２ｄｔ．

作变量代换，令ｔ＝－ｙ，则

Φ（－ｘ）＝－ １
２槡π∫

ｘ

＋∞
ｅ
－ｙ
２
２ｄｙ

＝ １
２槡π∫

＋∞

ｘ
ｅ
－ｙ
２
２ｄｙ

＝１－Φ（ｘ）．
例１０　设Ｘ～Ｎ（０，１），计算：
（１）Ｐ｛１＜Ｘ＜２｝；（２）Ｐ｛Ｘ≤１．５｝；（３）Ｐ｛｜Ｘ｜＜２．４８｝．
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解　（１）使用式（１７），得到

Ｐ｛１＜Ｘ＜２｝＝Φ（２）－Φ（１）＝０．９７７２－０．８４１３＝０．１３５９；
（２）使用式（１９），得到

Ｐ｛Ｘ≤１．５｝＝Ｐ｛Ｘ＜１．５｝＝Φ（１．５）＝０．９３３３；
（３）Ｐ｛｜Ｘ｜＜２．４８｝＝Ｐ｛－２．４８＜Ｘ＜２．４８｝

＝Φ（２．４８）－Φ（－２．４８）

＝Φ（２．４８）－［１－Φ（２．４８）］

＝２Φ（２．４８）－１
＝２×０．９９３４－１＝０．９８６８．

一般地，若Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），则Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）可通过变量代换化成标

准正态分布函数Φ（ｘ），然后查表求得Ｆ（ｘ）的值．事实上，由

Ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ∫

ｘ

－∞
ｅ
－
（ｔ－μ）

２

２σ２ ｄｔ，

令ｕ＝ｔ－μσ
，则

Ｆ（ｘ）＝ １
２槡π∫

ｘ－μ
σ

－∞
ｅ
－ｕ
２
２ｄｕ＝Φ ｘ－μ（ ）σ 

于是

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２｝＝Ｆ（ｘ２）－Ｆ（ｘ１）　　　　　　

＝Φ ｘ２－μ（ ）σ －Φ ｘ１－μ（ ）σ
， （２１）

Ｐ｛Ｘ＞ｘ１｝＝１－Φ
ｘ１－μ（ ）σ

， （２２）

Ｐ｛Ｘ＜ｘ２｝＝Φ
ｘ２－μ（ ）σ ． （２３）

例１１　设Ｘ～Ｎ（２，４），计算：
（１）Ｐ｛－１＜Ｘ＜２｝；（２）Ｐ｛｜Ｘ｜＞１｝．
解　利用式（２１），可得

（１）Ｐ｛－１＜Ｘ＜２｝＝Φ（０）－Φ（－１．５）

＝Φ（０）－［１－Φ（１．５）］＝０．４３３２；
（２）Ｐ｛｜Ｘ｜＞１｝＝１－Ｐ｛｜Ｘ｜≤１｝＝１－Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝

＝１－［Φ（－０．５）－Φ（－１．５）］

＝１－［Φ（１．５）－Φ（０．５）］＝０．７５８３．
例１２　公共汽车车门的高度是按成年男子与车门顶碰头的机会在１％以下

来设计的．设 男 子 身 高Ｘ 服 从μ＝１７０（ｃｍ），σ＝６（ｃｍ）的 正 态 分 布，即Ｘ～
Ｎ（１７０，６２），问车门的高度应如何确定？
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解　 设 车 门 高 度 为 ｈ（ｃｍ），按 设 计 要 求 Ｐ ｛Ｘ ≥ｈ｝≤０．０１ 或

Ｐ｛Ｘ＜ｈ｝≥０．９９因为Ｘ～Ｎ（１７０，６２），故

Ｐ｛Ｘ＜ｈ｝＝Ｆ（ｈ）＝Φ ｈ－１７０（ ）６ ≥０．９９，

查表得 Φ（２．３３）＝０．９９０１＞０．９９．

故取ｈ－１７０
６ ＝２．３３，即ｈ＝１８４．设计车门高度为不低于１８４ｃｍ时，可使成年男

子与车门顶碰头的机会不超过１％．

习题６＿３

一、单项选择题

１．设连续型随机变量Ｘ的概率密度

ｆ（ｘ）＝
Ａｘ， ０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ，
则Ａ＝（　）．

（Ａ）２　　　　（Ｂ）１　　　　（Ｃ）１２　　　　
（Ｄ）０

２．设随机变量Ｘ～Ｎ（２，２），则Ｘ的概率密度为（　）．

（Ａ）ｆ（ｘ）＝１２πｅ
－
（ｘ－２）２

槡２ ２ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）

（Ｂ）ｆ（ｘ）＝ １
２ ２槡π

ｅ
－
（ｘ－２）２
４ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）

（Ｃ）ｆ（ｘ）＝ １
２ ２槡π

ｅ
－ｘ
２
４　（－∞＜ｘ＜＋∞）

（Ｄ）ｆ（ｘ）＝ １
２槡π

ｅ
－
（ｘ－２）２
４ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）

３．设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），则Ｐ｛Ｘ＞３｝＝（　）．
（Ａ）Φ（３） 　　　（Ｂ）１－Φ（３）
（Ｃ）１－Φ（－３）　　　（Ｄ）Φ（３）－１
４．设 随 机 变 量 Ｘ ～Ｎ （１０，σ２），且 Ｐ｛１０＜Ｘ ＜２０｝＝０．３，则

Ｐ｛０＜Ｘ＜１０｝＝（　）．
（Ａ）０．３ （Ｂ）０．２ （Ｃ）０．１ （Ｄ）０．５

二、填空题

１．设Ｘ是连续型随机变量，则对于任意实数ａ，Ｐ｛Ｘ＝ａ｝＝ ．
２．连续型随机变量Ｘ 的 分 布 函 数Ｆ（ｘ）与 概 率 密 度ｆ（ｘ）之 间 有 关 系 式

Ｆ（ｘ）＝ ，对ｆ（ｘ）的连续点ｘ，有ｆ（ｘ）＝ ．
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３．设随机变量Ｘ服从（０，４）上的均匀分布，则Ｐ｛２≤Ｘ≤３｝＝ ．

４．设随机变量Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），它的概率密度ｆ（ｘ）的图形的对称轴是直线

，在ｘ＝ 处ｆ（ｘ）有最大值 ．
５．设随机变量Ｘ～Ｎ（０，１），则Ｘ的概率密度φ（０）＝ ，函数值Φ

（０）＝ ，概率Ｐ｛Ｘ＝０｝＝ ．

三、其他类型题

１．设随机变量Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝ Ａ
１＋ｘ２　

（－∞＜ｘ＜＋∞），

确定常数Ａ，并求Ｐ｛－１＜Ｘ＜１｝．
２．设随机变量Ｘ的概率密度为

ｆ（ｘ）＝
２（１－ｘ）， ０＜ｘ＜１，

０， 其他｛ ．
（１）求Ｘ的分布函数Ｆ（ｘ）；

（２）计算Ｐ １
３≤Ｘ＜｛ ｝２ 和Ｐ｛Ｘ≥４｝．

３．设随机变量Ｘ的分布函数为

Ｆ（ｘ）＝
１－ｅ－ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ．
（１）求Ｘ的概率密度ｆ（ｘ）；
（２）计算Ｐ｛Ｘ＜２｝和Ｐ｛Ｘ＞３｝．
４．某条线路的公共汽车每隔１５ｍｉｎ发一班车，某人来到车 站 的 时 间 间 隔

是随机的，问此人在车站至少要等６ｍｉｎ才能上车的概率是多少？

５．设Ｘ～Ｎ（０，１），求：
（１）Ｐ｛１．４＜Ｘ＜２．４｝；（２）Ｐ｛Ｘ≤－１｝；（３）Ｐ｛｜Ｘ｜＜１．３｝．
６．设Ｘ～Ｎ（３，４），求：
（１）Ｐ ｛２＜ Ｘ ＜５｝； （２）Ｐ ｛｜Ｘ｜＞２｝； （３） 试 确 定 ｃ， 使

Ｐ｛Ｘ＞ｃ｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｃ｝．
７．设某地区成年男性的身高（单位：ｃｍ）Ｘ～Ｎ（１７０，７．６９２），在该地区随

机地抽取一名成年男性，求其身高超过１７５ｃｍ的概率．

８．某厂生产的螺栓长度Ｘ（单位：ｍｍ）服从Ｎ（１０．０５，０．０６２），规定长度

在（１０．０５±０．１２）ｍｍ范围内为合格品．求一螺栓为不合格品的概率．
９．一工厂生产的电子管寿命Ｘ（单位：ｈ）服从μ＝１６０的正态分布Ｎ（１６０，

σ２），若要求Ｐ｛１２０＜Ｘ≤２００｝≥０．８，允许σ最大不超过多少？
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第四节　随机变量的函数及其分布

在分析和解决实际问题的过程中，时常会遇到由随机变量经过运算或变换

而得到的某些变量———随机变量的函数，它们也是随机变量．如车床旋出的轴

的直径Ｘ是一个随机变量，则轴的横截面面积Ｙ ＝１４πＸ（ ）２ 是随机变量Ｘ的函

数，它是一个新的随机变量．下面我们通过实例介绍如何从已知随机变量Ｘ 的

分布导出随机变量Ｘ 的函数的分布．

一、离散型随机变量的函数及其分布

例１３　设离散型随机变量Ｘ的分布律为

Ｘ －１ １ ２

Ｐ １／４ １／２ １／４
，

Ｙ＝Ｘ－１，Ｚ＝Ｘ２．求随机变量Ｙ，Ｚ的分布律．
解　Ｘ的可能取值为－１，１，２，相应地，Ｙ 的可能取值为－２，０，１．因为

Ｐ｛Ｙ＝－２｝＝Ｐ｛Ｘ＝－１｝＝１４
，

Ｐ｛Ｙ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝＝１２
，

Ｐ｛Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝２｝＝１４
，

所以

Ｙ －２ ０ １

Ｐ １／４ １／２ １／４
，

此即随机变量Ｙ 的分布律．
类似地

Ｐ｛Ｚ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝－１｝＋Ｐ｛Ｘ＝１｝＝３４
，

Ｐ｛Ｚ＝４｝＝Ｐ｛Ｘ＝２｝＝１４
，

所以

Ｚ １ ４

Ｐ ３／４ １／４
，
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此即随机变量Ｚ的分布律．

二、连续型随机变量的函数及其分布

例１４　设Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），求随机变量Ｘ的函数Ｙ＝Ｘ－μσ

的分布密度．

解　Ｘ的分布密度为

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ 　（－∞＜ｘ＜＋∞）．

设Ｙ 的分布函数为ＦＹ（ｙ），于是

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ Ｘ－μ
σ ≤｛ ｝ｙ ＝Ｐ｛Ｘ≤σｙ＋μ｝

＝ １
２槡πσ∫

σｙ＋μ

－∞
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ｄｘ．

令ｕ＝ｘ－μσ
，则

ＦＹ（ｙ）＝ １
２槡π∫

ｙ

－∞
ｅ
－ｕ
２
２ｄｕ．

因此，Ｙ 的分布密度为 １
２槡π
ｅ
－ｙ
２
２，即Ｙ～Ｎ（０，１）．

例１５　设Ｘ～Ｎ（０，１），求随机变量Ｘ的函数Ｙ＝Ｘ２ 的分布密度．
解　因为Ｙ 只取非负值，所以，当ｙ＜０时

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝＝０；
当ｙ≥０时

ＦＹ（ｙ）＝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ２≤ｙ｝＝Ｐ｛－槡ｙ≤Ｘ≤槡ｙ｝，

ＦＹ（ｙ）＝ １
２槡π∫

槡ｙ

－槡ｙ
ｅ
－ ｘ２

２ｄｘ＝ ２
２槡π∫

槡ｙ

０
ｅ
－ｘ
２
２ｄｘ

令ｕ＝ｘ２，则

ＦＹ（ｙ）＝ ２
２槡π∫

ｙ

０
ｅ
－ｕ２ ｄｕ
２槡ｕ

＝ １
２槡π∫

ｙ

０
ｅ
－ｕ２ｕ

－１２ｄｕ

因此，Ｙ＝Ｘ２ 的分布函数为

ＦＹ（ｙ）＝
０， ｙ＜０，

１
２槡π∫

ｙ

０
ｅ
－ｕ２ｕ－

１
２ｄｕ， ｙ≥０烅

烄

烆
．

从而，Ｙ＝Ｘ２ 的分布密度为

ｆＹ（ｙ）＝
０， ｙ＜０，

１
２槡π
ｅ
－ｙ２ｙ

－１２， ｙ≥０烅
烄

烆
．
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第六章习题参考答案

习题６＿１

１．（－∞，＋∞）；［０，１］．２．Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜－３，

１
３
， －３≤ｘ＜１，

５
６
， １≤ｘ＜２，

１， ｘ≥２

烅

烄

烆 ．

习题６＿２

一、１．Ｄ．　　２．Ｃ．

二、１．ａ＝ ２
ｎ（ｎ＋１）．２．ａ＝

１
２．

３．Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ＜３，

１
１０
， ３≤ｘ＜４，

２
５
， ４≤ｘ＜５，

１， ｘ≥５

烅

烄

烆 ．

Ｘ ３ ４ ５

Ｐ １／１０ ３／１０ ６／１０


　　４．Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝１２ｋ　
（ｋ＝１，２，３，…）．

５．
Ｘ ０ １ ２ ３

Ｐ ３／４ ９／４４ ９／２２０ １／２２０


　　６．０．９９８３．　　７．０．０９０２．

习题６＿３

一、１．Ａ．　２．Ｄ．　３．Ｂ．　４．Ａ．

二、１．０．　２．∫
ｘ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ；Ｆ′（ｘ）．　３．１４．

４．ｘ＝μ；μ；
１
２槡πσ
．　５． １

２槡π
；０．５；０．
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三、１．１π
；１
２．　２．

（１）Ｆ（ｘ）＝
０， ｘ≤０，

２ｘ－ｘ２， ０＜ｘ＜１，

１， ｘ≥１
烅
烄

烆 ；
（２）４９

，０．

３．（１）ｆ（ｘ）＝
ｅ－ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ；
（２）１－ｅ－２，ｅ－３．　４．３５．

５．（１）０．０７２６；（２）０．１５８７；（３）０．８０６４．
６．（１）０．５３２８；（２）０．６９７７；（３）３．
７．０．２５７８．　８．０．０４５６．　９．σ＝３１．２５．
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第七章　二维随机变量及其分布

第六章我们讨论了一个随机变量的情形．但在实际问题中，对于某些试验

的结果往往需要同时用两个或两个以上的随机变量来表示．例如，研究射击结

果，弹着点就要由两个随机变量，即弹着点的横坐标和纵坐标来表示；研究飞

机在空中的位置，要考虑所在的经度、纬度及距地面的高度三个量，即要用三

个随机变量来表示；等等．与一个试验有关的几个随机变量之间存在着一定的

联系，孤立地考虑它们是不够的，必须把它们看成一个整体，研究它们的统计

规律性．本章主要讨论二维随机变量及其分布，可将其推广到ｎ维随机变量的

情形．

第一节　二维随机变量及其分布函数

一、二维随机变量的定义

定义１　设Ｅ是一个随机试验，Ｕ 是它的样本空间，在Ｕ 上定义两个随机

变量Ｘ 和Ｙ，写成向量的形式（Ｘ，Ｙ），称为二维随机变量或二维随机向量．
二维随机变量（Ｘ，Ｙ）中，两 个 随 机 变 量Ｘ，Ｙ 是 定 义 在 一 个 样 本 空 间 上

的．对应于试验的一个结果，Ｘ和Ｙ 便分别取定一个实数，得到一个二维向量

（ｘ，ｙ），对应ｘＯｙ平面上的一个点．（Ｘ，Ｙ）所有可能取的值（ｘ，ｙ）所对应的点

可能是平面上有限个点，也可能是平面上某个区域内的所有点，或者整个平面

上的所有点．
二维随机变量也分成离散型和连续型两种情形．我们首先讨论它们的分布

函数．

二、二维随机变量的分布函数

定义２　设（Ｘ，Ｙ）是二维随机变量，对于任意实数ｘ，ｙ，定义二元函数

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞）， （１）
称Ｆ（ｘ，ｙ）为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数，简称为随机变量Ｘ，Ｙ 的

分布函数．
由定义２可 知，Ｆ（ｘ，ｙ）在 点 （ｘ，ｙ）的 值，就 是 点（Ｘ，Ｙ）落 在 矩 形：

－∞＜Ｘ≤ｘ，－∞＜Ｙ≤ｙ（如图７＿１中阴影部分）上的概率．
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图７＿１

　　如果我们知道了一个二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ），就可以求

出（Ｘ，Ｙ）落在矩形域

ｘ１＜Ｘ≤ｘ２，ｙ１＜Ｙ≤ｙ２
上的概率

Ｐ｛ｘ１＜Ｘ≤ｘ２，ｙ１＜Ｙ≤ｙ２｝＝Ｆ（ｘ２，ｙ２）－Ｆ（ｘ２，ｙ１）－Ｆ（ｘ１，ｙ２）＋Ｆ（ｘ１，ｙ１）．
二维随机变量的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）具有与一维随机变量分布函数类似的性

质．
性质１　Ｆ（ｘ，ｙ）是ｘ或ｙ 的不减函数．即对于任意固定的ｙ，当ｘ２＞ｘ１

时，Ｆ（ｘ２，ｙ）≥Ｆ（ｘ１，ｙ）；对 于 任 意 固 定 的ｘ，当ｙ２＞ｙ１时，Ｆ（ｘ，ｙ２）≥
Ｆ（ｘ，ｙ１）．

性质２　０≤Ｆ（ｘ，ｙ）≤１，且对于任意固定的ｙ与ｘ，有

Ｆ（－∞，ｙ）＝０，Ｆ（ｘ，－∞）＝０，

Ｆ（－∞，－∞）＝０，Ｆ（＋∞，＋∞）＝１．
性质３　Ｆ（ｘ，ｙ）关于ｘ右连续，关于ｙ也右连续，即

Ｆ（ｘ＋０，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ），

Ｆ（ｘ，ｙ＋０）＝Ｆ（ｘ，ｙ）．

习题７＿１

１．叙述二维随机变量为什么分成离散型和连续型两种情形．
２．二维随机变量的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）的值表示的是什么？

第二节　二维离散型随机变量及其分布

一、二维离散型随机变量的联合分布

定义３　若二维随机变量所有可能取的值是有限对或可数无限多对，则称

（Ｘ，Ｙ）是离散型随机变量．
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设二维离散型随机变量（Ｘ，Ｙ）所有可能取的值为（ｘｉ，ｙｊ）　（ｉ，ｊ＝１，２，
…），而

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐｉｊ　（ｉ，ｊ＝１，２，…）， （２）
则有

ｐｉｊ≥０，　∑
＋∞

ｉ＝１
∑
＋∞

ｊ＝１
ｐｉｊ＝１

称式（２）为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合概率分布，简称为概率分布或联合分布．
（Ｘ，Ｙ）的概率分布也可以用表７＿１表示．称其为（Ｘ，Ｙ）的概率分布律．

表７＿１

Ｙ
Ｘ　　　　 ｙ１ ｙ２ … ｙｊ …

ｘ１ ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１ｊ …

ｘ２ ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２ｊ …

     

ｘｉ ｐｉ１ ｐｉ２ … ｐｉｊ …

     

　　例１　一个箱子里装有１２只开关，其中２只是次品．现从箱子中有放回地

抽取两次，每次取一只．定义随机变量Ｘ，Ｙ 如下：

Ｘ＝
０， 第一次取出正品，

１， 第一次取出次品｛ ，Ｙ＝
０， 第二次取出正品，

１， 第二次取出次品｛ ，
求随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布．

解　由概率的乘法公式可得随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率分布为

Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝０｝＝１０１２×
９
１１＝

１５
２２
，

Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝１｝＝１０１２×
２
１１＝

５
３３
，

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝０｝＝２１２×
１０
１１＝

５
３３
，

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝２１２×
１
１１＝

１
６６
，

从而得到（Ｘ，Ｙ）的分布律（表７＿２）．
表７＿２

Ｙ
Ｘ　　　　　　 ０ １

０ １５／２２ ５／３３

１ ５／３３ １／６６

　　例２　设试验Ｅ为掷一颗骰子，观察出现的点数．在这个试验中，规定两

个随机变量Ｘ，Ｙ 如下：
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Ｘ＝出现的点数，Ｙ＝
１， 当出现奇数点时，

２， 当出现偶数点时｛ ，

求Ｘ，Ｙ 的联合分布律．
解　显然，Ｘ可能取的值为１，２，３，４，５，６，Ｙ 可能取的值为１，２．二维随

机变量（Ｘ，Ｙ）可能取的值为（１，１），（２，２），（３，１），（４，２），（５，１），（６，２）．
由乘法原理得

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝Ｐ｛Ｙ＝１｜Ｘ＝１｝＝１６×１＝
１
６

或

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｙ＝１｝Ｐ｛Ｘ＝１｜Ｙ＝１｝

＝１２×
１
３＝

１
６

同理可以求出（Ｘ，Ｙ）落在其他各点的概率．
另外，（Ｘ，Ｙ）落在（１，２），（２，１），（３，２），（４，１），（５，２），（６，１）各点的

概率均为零．例如，

Ｐ｛Ｘ＝２，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝２｝Ｐ｛Ｙ＝１｜Ｘ＝２｝＝１６×０＝０

或

Ｐ｛Ｘ＝２，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｙ＝１｝Ｐ｛Ｘ＝２｜Ｙ＝１｝＝１２×０＝０
，

从而得到（Ｘ，Ｙ）的分布律（表７＿３）．
表７＿３

Ｘ
Ｙ　　　　 １ ２ ３ ４ ５ ６

１ １／６ ０ １／６ ０ １／６ ０

２ ０ １／６ ０ １／６ ０ １／６

　　由二维随机变量的分布函数的定义可知，二维离散型随机变量（Ｘ，Ｙ）的分

布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝∑
ｘｉ≤ｘ
ｙｊ≤ｙ

ｐｉｊ

也就是说，Ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）的值等于（Ｘ，Ｙ）落在图７＿１中阴影区域内各点

的概率之和．

二、二维随机变量（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和关于Ｙ的边缘分布

在二维随机变量（Ｘ，Ｙ）中，如果我们只考虑其中的一个变量，另一个变量

可以取任何它可以取的值，则得到两个一维随机变量Ｘ 和Ｙ，它们的分布（包
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括分布函数、分布律和概率密度）分别称为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ 和关于

Ｙ 的边缘分布．下面讨论怎样由联合分布求边缘分布．
设Ｆ（ｘ，ｙ）为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数，ＦＸ（ｘ），ＦＹ（ｙ）分别表示

（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和Ｙ 的边缘分布函数，则

ＦＸ（ｘ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ＜＋∞｝＝Ｆ（ｘ，＋∞），
即

ＦＸ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝ｌｉｍ
ｙ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ） （３）

同理

ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

Ｆ（ｘ，ｙ） （４）

对于二维离散型随机变量（Ｘ，Ｙ），设联合分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐｉｊ　（ｉ，ｊ＝１，２，…），
则

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＜＋∞｝

＝Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，∪
＋∞

ｊ＝１
（Ｙ＝ｙｊ）｝

＝Ｐ｛∪
＋∞

ｊ＝１
（Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ）｝

由于事件｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝（ｉ，ｊ＝１，２，…）是互不相容的，所以

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝∑
＋∞

ｊ＝１
Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝∑

＋∞

ｊ＝１
ｐｉｊ

记

∑
＋∞

ｊ＝１
ｐｉｊ＝ｐｉ·　（ｉ＝１，２，３，…），

于是（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ的边缘分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝＝ｐｉ·　（ｉ＝１，２，３，…）． （５）
同理可得（Ｘ，Ｙ）关于Ｙ 的边缘分布律为

Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐ·ｊ　（ｊ＝１，２，３，…）． （６）
其中

ｐ·ｊ＝∑
＋∞

ｉ＝１
ｐｉｊ．

例３　设试验Ｅ为掷一颗骰子，观察出现的点数．在这个试验中，规定两

个维随机变量Ｘ，Ｙ 如下：

Ｘ＝出现的点数，Ｙ＝
１， 当出现奇数点时，

２， 当出现偶数点时｛ ，
求二维随机变量（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和Ｙ 的边缘分布律．

解　Ｐ｛Ｘ＝ｉ｝＝ｐｉ·＝１６　
（ｉ＝１，２，３，４，５，６），
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　　Ｐ｛Ｙ＝ｊ｝＝ｐ·ｊ＝
１
６＋

１
６＋

１
６＝

１
２　

（ｊ＝１，２）．

例４　一袋中有６张纸条，每张纸条上标有自然数１，２，…，９中的一个数

字，今从袋中任取１张纸条，观察其上的数字．定义两个随机变量Ｘ，Ｙ 如下：

Ｘ＝
０， 取出的数是奇数，

１， 取出的数是偶数｛ ，Ｙ＝
０， 取出的数能被３整除，

１， 取出的数不能被３整除｛ ，
求（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及关于Ｘ和关于Ｙ 的边缘分布律．

解　二维随机变量（Ｘ，Ｙ）可以取的值为（０，０），（０，１），（１，０）及（１，１）．
由乘法原理得

Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ＝０｝Ｐ｛Ｙ＝０｜Ｘ＝０｝＝５９×
２
５＝

２
９
，

Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝０｝Ｐ｛Ｙ＝１｜Ｘ＝０｝＝５９×
３
５＝

３
９
，

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝Ｐ｛Ｙ＝０｜Ｘ＝１｝＝４９×
１
４＝

１
９
，

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝１｝Ｐ｛Ｙ＝１｜Ｘ＝１｝＝４９×
３
４＝

３
９

或者根据１，２，…，９中：３，９是奇数，又能被３整除；１，５，７是奇数，不能被

３整除；６是 偶 数，能 被３整 除；２，４，８是 偶 数，不 能 被３整 除，从 而 求 出

（Ｘ，Ｙ）的联合分布律．
由（Ｘ，Ｙ）的联合分布律可求出Ｘ，Ｙ 的边缘分布律如下：

Ｐ｛Ｘ＝０｝＝Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ＝０，Ｙ＝１｝＝２９＋
３
９＝

５
９
，

Ｐ｛Ｘ＝１｝＝Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝０｝＋Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝１９＋
３
９＝

４
９
，

同理可得　

Ｐ｛Ｙ＝０｝＝２９＋
１
９＝

３
９
，Ｐ｛Ｙ＝１｝＝３９＋

３
９＝

６
９．

下面把（Ｘ，Ｙ）的联合分布律及关于Ｘ 和关于Ｙ 的边缘分布律列在表７＿４
中．

表７＿４

Ｘ
Ｙ　　　　　　　　 ０ １ Ｙ 的边缘分布

０ ２／９ １／９ ３／９

１ ３／９ ３／９ ６／９

Ｘ的边缘分布 ５／９ ４／９ １
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习题７＿２

１．一口袋中装有三个球，它们依次标有数字１，２，２．从这个袋中任取一

球后，不返回袋中，再从袋中任取一球．设每次取球时，袋中各球被取到的可

能性相同．以Ｘ，Ｙ 分别记第一次、第二次取得的球上标有的数字，求（Ｘ，Ｙ）
的联合分布律．
２．设二维离散型随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布律如表７＿５．

表７＿５

Ｙ
Ｘ　　　　　　　　 ０ １ Ｙ 的边缘分布

０ １／１２ ０ ３／１２

３／２ ２／１２ １／１２ １／１２

２ ３／１２ １／１２ ０

求关于Ｘ及关于Ｙ 的边缘分布律．
３．二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数为

Ｆ（ｘ，ｙ）＝

１
２ｙ
（１－ｅ－ｘ）， ｘ＞０，０≤ｙ＜２，

１－ｅ－ｘ， ｘ＞０，ｙ≥２，

０， 其他

烅

烄

烆 
试求边缘分布函数ＦＸ（ｘ）及ＦＹ（ｙ）．

第三节　二维连续型随机变量及其分布

一、二维连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度

定义４　对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布函数Ｆ（ｘ，ｙ），如果存在非负函

数ｆ（ｘ，ｙ），使对于任意实数ｘ，ｙ有

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ，

则称（Ｘ，Ｙ）为连续型二维随机变量，称ｆ（ｘ，ｙ）为二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合

概率密度或Ｘ，Ｙ 的概率密度．
由定义４可知，ｆ（ｘ，ｙ）具有以下性质．
性质４　ｆ（ｘ，ｙ）≥０．

性质５　∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝１．

性质６　若ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）连续，则有
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２Ｆ（ｘ，ｙ）
ｘｙ ＝ｆ（ｘ，ｙ）．

性质７　设Ｄ是ｘＯｙ平面上的一个区域，则（Ｘ，Ｙ）落在Ｄ内的概率等于

联合概率密度在Ｄ 内的二重积分，即

Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （７）

从几何上看，ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）是空间一曲面，由性质４可知，它全部位于ｘＯｙ
平面的上方．由性质５可知，介于曲面ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）与ｘＯｙ平面之间的空间区域

的体积为１．性质７指出，点 （Ｘ，Ｙ）落在区域Ｄ内的概率等于以Ｄ 为底、以

曲面ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）为顶的曲顶柱体的体积．
例５　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ｋｅ－

（２ｘ＋３ｙ）， ｘ≥０，ｙ≥０，

０， 其他
烅
烄

烆 
（１）确定常数Ｋ；（２）求（Ｘ，Ｙ）的分布函数；（３）求Ｐ｛Ｘ＞Ｙ｝．
解　（１）根据性质５有

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

０∫
＋∞

０
Ｋｅ－

（２ｘ＋３ｙ）ｄｘｄｙ＝１，

而

∫
＋∞

０∫
＋∞

０
Ｋｅ－

（２ｘ＋３ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
＋∞

０
Ｋｅ－２ｘｄｘ∫

＋∞

０
ｅ－３ｙｄｙ＝Ｋ６

，

于是

Ｋ
６＝１

，Ｋ＝６．

（２）据分布函数的定义及性质７可知，当ｘ＞０，ｙ＞０时

Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝∫
ｘ

－∞∫
ｙ

－∞
ｆ（ｕ，ｖ）ｄｕｄｖ

＝∫
ｘ

０
６ｅ－２ｕｄｕ∫

ｙ

０
ｅ－３ｖｄｖ＝（ｅ－２ｘ－１）（ｅ－３ｙ－１）

于是

Ｆ（ｘ，ｙ）＝
（ｅ－２ｘ－１）（ｅ－３ｙ－１）， ｘ≥０，ｙ≥０，

０， 其他
烅
烄

烆 
（３）如图７＿２中阴影部分，即ｘ＞ｙ，且ｆ（ｘ，ｙ）≠０的区域为Ｄ，所以

Ｐ｛Ｘ＞Ｙ｝＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
＋∞

０
ｄｘ∫

ｘ

０
６ｅ－

（２ｘ＋３ｙ）ｄｙ

＝∫
＋∞

０
６ｅ－２ｘｄｘ∫

ｘ

０
ｅ－３ｙｄｙ＝ ３５．

例６　设Ｄ是平面上的有界区域，其面积为Ｓ．若二维随机变量（Ｘ，Ｙ）具
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图７＿２

有概率密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
Ｓ
， （ｘ，ｙ）∈Ｄ，

０， 其他
烅
烄

烆 ，
（８）

则称（Ｘ，Ｙ）在Ｄ上服从均匀分布．
设区域Ｄ１Ｄ，Ｄ１ 的面积为Ａ，则

Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ１｝＝
Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝
Ｄ１

１
Ｓｄｘｄｙ＝

Ａ
Ｓ．

例７　二维随 机 变 量 中 最 常 用 的 是 正 态 分 布，其

概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２

．

ｅｘｐ － １
２（１－ρ

２）
（ｘ－μ１）

２

σ２１
－２ρ

（ｘ－μ１）（ｙ－μ２）
σ１σ２ ＋

（ｙ－μ２）
２

σ［ ］｛ ｝２
２

（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞）， （９）
其中，μ１，μ２，σ１，σ２ 及ρ均为常数，并且σ１＞０，σ２＞０，－１＜ρ＜１．

特别地，当μ１＝μ２＝０，σ１＋σ２＝１，ρ＝０时

ｆ（ｘ，ｙ）＝１２πｅ
－１２（ｘ

２＋ｙ２）
　（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞）．

二维正态分布的概率密度的图形如图７＿３所示．当μ１＝μ２＝０时，图形如

图７＿４所示．

图７＿３　　　　　　　　　　　　　图７＿４

二、二维连续型随机变量的边缘分布

定义５　若二维连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为ｆ（ｘ，ｙ），则Ｘ 和Ｙ
的边缘分布函数分别为

ＦＸ（ｘ）＝Ｆ（ｘ，＋∞）＝∫
ｘ

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙｄｘ（－∞＜ｘ＜＋∞），
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ＦＹ（ｙ）＝Ｆ（＋∞，ｙ）＝∫
ｙ

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｘｄｙ（－∞＜ｙ＜＋∞）

根据连续型随机变量的定义，可知Ｘ 和Ｙ 也是连续型随机变量，并且（Ｘ，Ｙ）
关于Ｘ和Ｙ 的边缘概率密度分别为

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ（－∞＜ｘ＜＋∞）， （１０）

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ（－∞＜ｘ＜＋∞）， （１１）

简称为边缘分布．

图７＿５

例８　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）在由ｘ＝０，ｙ＝０及

ｘ＋ｙ＝１围 成 的 区 域Ｄ 上 服 从 均 匀 分 布（如 图７＿５），
求 （Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和Ｙ 的边缘概率密度．

解　已知（Ｘ，Ｙ）在Ｄ上服从均匀分布，而区域Ｄ
的面积为０．５，所以（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２， （ｘ，ｙ）∈Ｄ，

０， 其他｛ ．
根据式（１０）

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ（－∞＜ｘ＜＋∞），

对于小于０和大于１的每个确定的ｘ，有

ｆ（ｘ，ｙ）＝０（－∞＜ｙ＜＋∞），
于是

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
０ｄｙ＝０；

对于大于０和小于１的每个确定的ｘ，有

ｆ（ｘ，ｙ）＝
０， ｙ≤０，

２， ０＜ｙ＜１－ｘ，

０， ｙ≥１－ｘ
烅
烄

烆 ，

于是　　

ｆＸ（ｘ）＝∫
０

－∞
０ｄｙ＋∫

１－ｘ

０
２ｄｙ＋∫

＋∞

１－ｘ
０ｄｙ

＝∫
１－ｘ

０
２ｄｙ＝２（１－ｘ）．

综上得

ｆＸ（ｘ）＝
２（１－ｘ）， ０＜ｘ＜１，

０， ｘ≤０或ｘ≥｛ １
同理可得
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ｆＹ（ｙ）＝
２（１－ｙ）， ０＜ｙ＜１，

０， ｙ≤０或ｙ≥｛ １

习题７＿３

１．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
８
（６－ｘ－ｙ）， ０＜ｘ＜２，２＜ｙ＜４，

０， 其他
烅
烄

烆 
（１）Ｄ为ｘＯｙ平面内由不等式ｘ＜１，ｙ＜３所确定的区域；
（２）Ｄ为ｘＯｙ平面内由不等式ｘ＋ｙ＜３所确定的区域．

试分别求Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝．
２．设（Ｘ，Ｙ）服从区域Ｄ（ｙ＝ｘ２ 及ｙ＝ｘ所围的区域）上的均匀分布，求联

合概率密度和边缘概率密度．

第四节　随机变量的独立性及二维随机变量函数的分布

一、随机变量的相互独立性

第二章讨论了事件的独立性，本节将由事件的独立性引出随机变量的独立

性概念．
定义６　设（Ｘ，Ｙ）是二维随机变量，若对于任意的ｘ，ｙ有

Ｐ｛Ｘ≤ｘ，Ｙ≤ｙ｝＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ｝Ｐ｛Ｙ≤ｙ｝， （１２）
则称Ｘ，Ｙ 是相互独立的．

下面给出与随机变量相互独立的条件（１２）等价的几个等式．由分布函数的

定义可知，式（１２）即对任意的ｘ，ｙ有

Ｆ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）ＦＹ（ｙ）， （１３）

其中，Ｆ（ｘ，ｙ），ＦＸ（ｘ）和ＦＹ（ｙ）分别为（Ｘ，Ｙ），Ｘ和Ｙ 的分布函数．即随机变

量Ｘ，Ｙ 相互独立的充分必要条件是联合分布函数等于边缘分布函数的乘积．
对于离散型随机变量（Ｘ，Ｙ），条件（１２）等价于对任意一组可能取的值（ｘｉ，

ｙｊ）有

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ｝Ｐ｛Ｙ＝ｙｊ｝ （１４）

即对离散型随机变量（Ｘ，Ｙ）来说，Ｘ，Ｙ 相互独立的充分必要条件是联合分布

律等于边缘分布律的乘积．
对于连续型随机变量（Ｘ，Ｙ），条件（１２）等价于对一切ｘ，ｙ有

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ） （１５）
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其中，ｆ（ｘ，ｙ），ｆＸ（ｘ）和ｆＹ（ｙ）分别为（Ｘ，Ｙ），Ｘ和Ｙ 的概率密度．即对连续

型随机变量（Ｘ，Ｙ）来说，Ｘ，Ｙ 相互独立的充分必要条件是联合密度等于边缘

密度的乘积．
另外，若随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，则对任意实数ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ａ＜ｂ，ｃ＜ｄ，

事件｛ａ＜Ｘ＜ｂ｝与｛ｃ＜Ｙ＜ｄ｝都相互独立；若随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，则ａＸ
＋ｂ，ｃＹ＋ｄ相互独立（ａ，ｂ，ｃ，ｄ是常数），Ｘ２ 与Ｙ２ 也相互独立．

例９　例２中两个随机变量Ｘ，Ｙ 是否相互独立？

解　例３中已经求出了（Ｘ，Ｙ）关于Ｘ和Ｙ 的边缘分布律，其中

Ｐ｛Ｘ＝１｝＝１６
，Ｐ｛Ｙ＝１｝＝１２

，

而

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝＝１６
，

可见

Ｐ｛Ｘ＝１，Ｙ＝１｝≠Ｐ｛Ｘ＝１｝Ｐ｛Ｙ＝１｝，
故Ｘ，Ｙ 不相互独立．

例１０　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｅ－

（ｘ＋ｙ）， ｘ＞０，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄

烆 ，

问Ｘ，Ｙ 是否相互独立？

解　根据式（１０）

ｆＸ（ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ（－∞＜ｘ＜＋∞），

当ｘ≤０时，ｆ（ｘ，ｙ）＝０，于是，ｆＸ（ｘ）＝０；当ｘ＞０时

ｆＸ（ｘ）＝∫
０

－∞
０ｄｙ＋∫

＋∞

０
ｘｅ－

（ｘ＋ｙ）ｄｙ＝ｘｅ
－ｘ．

综上得

ｆＸ（ｘ）＝
ｘｅ－ｘ， ｘ＞０，

０， ｘ≤０
烅
烄

烆 ．
根据式（１１）

ｆＹ（ｙ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ　（－∞＜ｙ＜＋∞），

当ｙ≤０时，ｆ（ｘ，ｙ）＝０，于是，ｆＹ（ｙ）＝０；当ｙ＞０时

ｆＹ（ｙ）＝∫
０

－∞
０ｄｘ＋∫

＋∞

０
ｘｅ－

（ｘ＋ｙ）ｄｘ＝ｅ－ｙ．

综上得
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ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ｙ＞０，

０， ｙ≤０
烅
烄

烆 ．
所以对一切ｘ，ｙ有

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ），
故Ｘ与Ｙ 相互独立．

例１１　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，概率密度分别为

ｆＸ（ｘ）＝
１， ０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ ， ｆＹ
（ｙ）＝

ｅ－ｙ， ｙ＞０，

０， ｙ≤０
烅
烄

烆 ，

求Ｐ ０＜Ｘ＜１２
，０＜Ｙ＜｛ ｝２ ．

解　由已知，Ｘ，Ｙ 相 互 独 立，事 件Ｐ ０＜Ｘ＜｛ ｝１２ 与 事 件Ｐ｛０＜Ｙ＜２｝相

互独立，从而

Ｐ ０＜Ｘ＜１２
，０＜Ｙ＜｛ ｝２ ＝Ｐ ０＜Ｘ＜｛ ｝１２ Ｐ｛０＜Ｙ＜２｝

＝∫
１
２

０
１ｄｘ∫

２

０
ｅ－ｙｄｙ＝１２

（１－ｅ－２）．

另外，也可以先求出Ｘ，Ｙ 的联合密度

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝
ｅ－ｙ， ０≤ｘ≤１，ｙ＞０，

０， 其他
烅
烄

烆 
于是

Ｐ ０＜Ｘ＜１２
，０＜Ｙ＜｛ ｝２ ＝

０＜ｘ＜１２
０＜ｙ＜２

ｅ－ｙｄｘｄｙ＝∫
１
２

０
ｄｘ∫

２

０
ｅ－ｙｄｙ

＝ １２
（１－ｅ－２）

二、二维随机变量函数的分布举例

设（Ｘ，Ｙ）是二维随机变量，ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）是二元函数若当（Ｘ，Ｙ）取值（ｘ，

ｙ）时，随机变量Ｚ取Ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），则称Ｚ是Ｘ，Ｙ 的函数，记作ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ），
它是一维随机变量 若已知Ｘ，Ｙ 的联合分布，如何求Ｚ的分布？我们举例说

明如下．
例１２　设Ｘ与Ｙ 相互独立，并且Ｘ～Ｐ（λ１），Ｙ～Ｐ（λ２），证明Ｘ＋Ｙ 服从

Ｐ（λ１＋λ２）．
证　Ｘ＋Ｙ 是一维随机变量，可能取的值为０，１，２，３，…，并且对任意正

整数ｋ，
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Ｐ｛Ｘ＋Ｙ＝ｋ｝＝∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ｛Ｘ＝ｉ，Ｙ＝ｋ－ｉ｝

＝∑
ｋ

ｉ＝０
Ｐ｛Ｘ＝ｉ｝Ｐ｛Ｙ＝ｋ－ｉ｝

＝∑
ｋ

ｉ＝０

λｉ１ｅ
－λ１

ｉ！
λｋ－ｉ２ ｅ

－λ２

（ｋ－ｉ）！

＝∑
ｋ

ｉ＝０

ｋ！
ｉ！（ｋ－ｉ）！λ

ｉ
１λｋ－ｉ２ ｅ

－（λ１＋λ２）１
ｋ！

＝１ｋ！ｅ
－（λ１＋λ２）∑

ｋ

ｉ＝０

ｋ！
ｉ！（ｋ－ｉ）！λ

ｉ
１λｋ－ｉ２

＝１ｋ！ｅ
－（λ１＋λ２）（λ１＋λ２）ｋ，

所以，Ｘ＋Ｙ～Ｐ（λ１＋λ２）．
例１３　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的概率密度为ｆ（ｘ，ｙ），求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的概

率密度．
解　先求Ｚ的分布函数

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛Ｘ＋Ｙ≤ｚ｝

＝
ｘ＋ｙ＜ｚ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ（－∞＜ｚ＜＋∞）

化成二次积分，得

ＦＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｄｘ∫

ｚ－ｘ

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ

将上式两端对ｚ （求导 假设∫
ｚ－ｘ

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ对ｚ求导与对ｘ ）积分可以交换次序 ，

得到Ｚ的概率密度为

ｆＺ（ｚ）＝Ｆ′Ｚ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞∫
ｚ－ｘ

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙ′ｚｄｘ

＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｚ－ｘ）ｄｘ（－∞＜ｚ＜＋∞） （１６）

同理可得

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｚ－ｙ，ｙ）ｄｙ（－∞＜ｚ＜＋∞） （１７）

如果Ｘ与Ｙ 相互独立，则ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ），于是

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ（－∞＜ｚ＜＋∞）， （１８）

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ（－∞＜ｚ＜＋∞） （１９）

特别地，如果Ｘ，Ｙ 相互独立，并且Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～Ｎ（０，１），则Ｚ＝Ｘ
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＋Ｙ 的概率密度为

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ

＝１２π∫
＋∞

－∞
ｅ
－ｘ
２
２ｅ

－
（ｚ－ｘ）２
２ ｄｘ

＝１２πｅ
－ｚ
２
４∫

＋∞

－∞
ｅ
－ ｘ－ｚ（ ）２ ２

ｄｘ

令ｔ＝ｘ－ｚ２
，得

ｆＺ（ｚ）＝１２πｅ
－ｚ
２
４∫

＋∞

－∞
ｅ－ｔ

２

ｄｔ＝ １
２槡π

ｅ
－ｚ
２
４　（－∞＜ｚ＜＋∞），

即Ｚ～Ｎ（０，２）．
一般地，若随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，并且Ｘ～Ｎ（μ１，σ

２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ

２
２）．

可以证明Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 仍然服从正态分布，并且Ｚ～Ｎ（μ１＋μ２，σ
２
１＋σ２２），这个结论

还可以推广到多个随机变量的和的情形．
例１４　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，并且Ｘ～Ｎ（０，１），Ｙ～Ｎ（０，１），求Ｚ

＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２的概率密度．
解　先求Ｚ的分布函数，由已知

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝１２πｅ
－ｘ
２＋ｙ２
２

（－∞＜ｘ＜＋∞，－∞＜ｙ＜＋∞）

由于Ｚ＝ Ｘ２＋Ｙ槡 ２不能取负值，所以，当ｚ＜０时，ＦＺ（ｚ）＝０；当ｚ≥０时

ＦＺ（ｚ）＝Ｐ｛Ｚ≤ｚ｝＝Ｐ｛ Ｘ２＋Ｙ槡 ２≤ｚ｝＝ 
ｘ２＋ｙ槡 ２＜ｚ

１
２πｅ

－ｘ
２＋ｙ２
２ ｄｘｄｙ

不等式 Ｘ２＋Ｙ槡 ２≤ｚ表示以原点为中心，以ｚ为半径的圆域．利用极坐标得

ＦＺ（ｚ）＝∫
２π

０∫
ｚ

０

１
２π
ｅ
－ｒ
２
２ｒｄ［ ］ｒｄθ＝１２π∫

２π

０
（１－ｅ

－ｚ
２
２）ｄθ＝１－ｅ

ｚ２
２

所以

ＦＺ（ｚ）＝ １－ｅ
－ｚ
２
２， ｚ≥０，

０， ｚ＜０
烅
烄

烆 ，

将上式两边对ｚ求导得

ｆＺ（ｚ）＝ ｚｅ
－ｚ
２
２， ｚ≥０，

０， ｚ＜０
烅
烄

烆 ，
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这个分布称为参数为１的瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）分布．

习题７＿４

１．（Ｘ，Ｙ）的联合分布律见表７＿６．
表７＿６

Ｙ
Ｘ　　　　　　　 －１ ０ ２

１／２ ２／２０ １／２０ ２／２０

２ ２／２０ １／２０ ２／２０

２ ４／２０ ２／２０ ４／２０

求证Ｘ，Ｙ 相互独立．
２．设Ｘ～Ｎ（μ１，σ

２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ

２
２），且Ｘ与Ｙ 相互独立，求（Ｘ，Ｙ）的联

合密度．
３．设Ｘ与Ｙ 相互独立，且Ｘ～Ｎ（μ１，σ

２
１），Ｙ～Ｎ（μ２，σ

２
２），求Ｚ＝Ｘ＋Ｙ 的

密度ｆＺ（ｚ）．

４．设Ｘ与Ｙ 相互 独 立，服 从 相 同 的 分 布Ｎ（０，σ２）．求Ｚ＝ Ｘ＋Ｙ槡 ２的 密

度．

第七章习题参考答案

习题７＿２

１．

Ｘ
　Ｙ

１ ２

１ ０ １／３

２ １／３ １／３

．

２．

Ｘ ０ ３／２ ２

Ｐ １／３ １／３ １／３
；　

Ｙ ０ －１ ２

Ｐ ３／６ １／６ ２／６


　　３．ＦＸ（ｘ）＝
０， ｘ≤０，

１－ｅ－ｘ， ｘ＞０
烅
烄

烆 ；
ＦＹ（ｙ）＝

１
２ｙ
， ０≤ｙ＜２，

１， ｙ≥２
烅
烄

烆 ．
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习题７＿３

１．（１）Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝＝３８
；（２）Ｐ｛（Ｘ，Ｙ）∈Ｄ｝＝５２４．

２．ｆ（ｘ）＝
６（ｘ－ｘ２）， ０≤ｘ≤１，

０， 其他｛ ；

ｆ（ｙ）＝
６（槡ｙ－ｙ）， ０≤ｙ≤１，

０， 其他
烅
烄

烆 ．

习题７＿４

１．Ｘ，Ｙ 的边缘分布律分别为

Ｘ １／２０ １ ２

Ｐ １／４ １／４ １／４
；

Ｙ －１ ０ ２

Ｐ ２／５ １／５ ２／５


经直接验算可知，Ｐｉｊ＝Ｐｉ·Ｐｊ（ｉ＝１，２，３），所以Ｘ，Ｙ 相互独立．

２．ｆ（ｘ，ｙ）＝ １
２πσ１σ２ｅ

－１２
ｘ－μ１
σ（ ）
１

２＋
ｙ－μ２
σ（ ）
２

［ ］２
．

３．ｆＺ（ｚ）＝ １
σ２１＋σ槡 ２

２ ２槡π
ｅ
－ １
２（σ２１＋σ

２
２）
［ｚ－（μ１＋μ２）］

２

．

４．ｆＺ（ｚ）＝
ｚ
σ２
ｅ
－ｚ
２

２σ２， ｚ≥０，

０， ｚ＜０
烅
烄

烆 ．
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第八章　随机变量的数字特征

随机变量的分布律与分布密度都能较完整地描述随机变量的概率特征，但

在实际问题中寻求分布律和密度函数往往是很麻烦的．很多实际问题中并不需

要也不可能确切地了解一个随机变量取值规律的全貌，只需或只能找出一些数

字，更集中、更概括地反映随机变量的特征．人们把描述随机变量特征的数字

称为随机变量的数字特征．
本章主要介绍几种数字特征———数学期望、方差和相关系数．

第一节　数学期望

一、离散型随机变量的数学期望

例１　为了检验某电子管的寿命，从一批产品中任取１０只进行试验，其寿

命是一个随机变量Ｘ，试验结果如表８＿１所 示（表 中８０００表 示 寿 命 在８０００～
９０００ｈ，其余相同）．

表８＿１

Ｘ ８０００以下 ８０００ ９０００ １００００ １１０００ １２０００

电子管数 ０ １ １ ５ ３ ０

频　　率 ０ １／１０ １／１０ ５／１０ ３／１０ ０

那么，该厂生产的１０只电子管的平均寿命是

　　８０００×１＋９０００×１＋１００００×５＋１１０００×３＋１２０００×０１０

　　　＝８０００×１１０＋９０００×
１
１０＋１００００×

５
１０＋１１０００×

３
１０＋１２０００×０

　　　＝１００００（ｈ）．
可以看出，Ｘ的平均值等于Ｘ 的每一个可能取的值乘以它对应的频率，然

后再相加．
如果从该厂生 产 的 电 子 管 中 另 取１０只 做 试 验，寿 命 的 平 均 值 不 一 定 是

１００００ｈ，所以不能用１００００ｈ作为该厂电子管寿命的 平 均 值．由 于 在 平 均 值 计

算中，频率发生了变化，因而平均值也发生了变化．我们知道，如果抽取的数

量越大，或试验的次数越多，频率愈稳定在概率附近．因此用概率来代替频率，
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所算得的平均值就能比较精确地表示电子管的平均寿命．
定义１　设离散型随机变量Ｘ的概率分布律如表８＿２所示．

表８＿２

Ｘ＝ｘｋ ｘ１ ｘ２ … ｘｋ …

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝ ｐ１ ｐ２ … ｐｋ …

若级数∑
＋∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ 绝对收敛①，则称级数的和为随机变量Ｘ 的数学期望或均值，

简称期望，记为Ｅ（Ｘ）．即

Ｅ（Ｘ）＝∑
＋∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ （１）

例２　甲、乙 两 人 进 行 射 击，所 得 分 数 是 随 机 变 量 Ｘ，Ｙ，其 分 布 律 如

表８＿３和表８＿４所示．

表８＿３

Ｘ＝ｘｋ １ ２ ３

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝ ０．４ ０．１ ０．５

　

表８＿４

Ｙ＝ｙｋ １ ２ ３

Ｐ｛Ｙ＝ｙｋ｝ ０．１ ０．２ ０．７

试比较甲乙两人的技术谁优．
解　比较两人射击水平，就是对其数学期望进行比较．

Ｅ（Ｘ）＝１×０．４＋２×０．１＋３×０．５＝２．１，

Ｅ（Ｙ）＝１×０．１＋２×０．２＋３×０．７＝２．６．
这表明，如果进行 多 次 射 击，则 甲 乙 两 人 得 分 的 数 学 期 望 分 别 是２１与

２６．因此，乙射手的技术优于甲射手的技术．
例３　某厂长需要就该厂的产品是否需采用新的工艺进行生产作出决 策．

根据有关资料表明，采用新工艺，成功率为５０％，这时可增加利润５０万元；失

败率为５０％，这时要减少利润３０万元；如果采用旧工艺，则利润不变．试问该

厂长应作何种决策？

　　　表８＿５

Ｘ＝ｘｋ －３０ ５０

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝ ５０％ ５０％

解　用Ｘ表示采用新工艺能增加利润的数值，
那么Ｘ的分布律如表８＿５所示，采用新工艺能增加

利润的数学期望为

Ｅ（Ｘ）＝５０×５０％＋（－３０）×５０％
＝１０（万元）．

由于仍采用旧工艺的利润不变（即增加利润为零），而采用新工艺能增加利

润的数学期望为１０万元，故应作出采用新工艺的决策．

·４４１· 工 程 数 学
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二、连续型随机变量的数学期望

定义２　设 连 续 型 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 密 度 为ｆ（ｘ），如 果 广 义 积 分

∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ绝对收敛，则称此积分值为随机变量Ｘ 的数学期望或均值，记为

Ｅ（Ｘ）．即

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ （２）

例４　设某电子元件的寿命为一随机变量Ｘ，其分布密度为

ｆ（ｘ）＝
１
１０００ｅ

－ ｘ
１０００， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄

烆 ０
求这种电子元件的平均寿命（单位：ｈ）．

解　求电子元件的平均寿命就是求Ｘ的数学期望．根据式（２）有

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－∞
０ｄｘ＋∫

＋∞

０

ｘ
１０００ｅ

－ ｘ
１０００ｄｘ

＝－ｅ
－ ｘ
１０００（ｘ＋１０００）

＋∞

０
＝１０００（ｈ）

所以，该电子元件的平均寿命为１０００ｈ．
例５　设随机变量Ｘ服从［ａ，ｂ］上的均匀分布，即

ｆ（ｘ）＝
１
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 ，
求Ｅ（Ｘ）．

解　根据式（２）有

Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｘ· １
ｂ－ａｄｘ＝

ａ＋ｂ
２ ．

例６　设随机变量Ｘ服从正态分布Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），即

ｆ（ｘ）＝ １
２槡πσ
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ｄｘ　（－∞＜ｘ＜＋∞），

其中，μ，σ（σ＞０）为常数，求Ｅ（Ｘ）．

解　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
ｘ· １

２槡πσ
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ｄｘ

ｘ－μ
σ ＝


ｔ
１
２槡π∫

＋∞

－∞
（σｔ＋μ）ｅ

－ｔ
２
２ｄｔ

＝ σ
２槡π∫

＋∞

－∞
ｔｅ

－ｔ
２
２ｄｔ＋ μ

２槡π∫
＋∞

－∞
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ

·５４１·第八章　随机变量的数字特征



由广义积分得

∫
＋∞

－∞
ｔｅ

－ｔ
２
２ｄｔ＝０，

由分布密度的性质得

１
２槡π∫

＋∞

－∞
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ＝１，

于是

Ｅ（Ｘ）＝μ

三、随机变量函数的数学期望

随机变量的函数通常仍为随机变量．关于随机变量函数的数学期望，我们

只介绍两个重要的公式而不加以证明．
（１）如果Ｘ是离散型随机变量，其分布律为Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝ｐｋ （ｋ＝１，２，…），

则函数Ｙ＝ｆ（Ｘ）的数学期望Ｅ｛ｆ（Ｘ）｝可按下式计算：

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｆ（Ｘ））＝∑
＋∞

ｋ＝１
ｆ（ｘｋ）ｐｋ （３）

（２）如果Ｘ是连续型随机变量，其分布密度为φ（ｘ），则函数Ｙ＝ｆ（Ｘ）的

数学期望Ｅ（ｆ（Ｘ））可按下式计算：

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（ｆ（Ｘ））＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ （４）

例７　已知Ｘ的概率分布律如表８＿６所示，Ｙ＝Ｘ２＋Ｘ－１．试求Ｅ（Ｙ）．
解　用两种方法求得．
方法一　先求出Ｙ 的分布律，见表８＿７，再由式（１）得

Ｅ（Ｙ）＝－１×０．３＋１×０．３＋５×０．４＝２．

表８＿６

Ｘ －１ ０ １ ２

Ｐ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４

　

表８＿７

Ｙ －１ １ ５

Ｐ ０．３ ０．３ ０．４

　　方法二　从Ｘ的分布律出发，运用式（３）得

Ｅ（Ｙ）＝Ｅ（Ｘ２＋Ｘ－１）＝［（－１）２＋（－１）－１］×０．１＋［０２＋０－１］×０．２＋
［１２＋１－１］×０．３＋［２２＋２－１］×０．４

＝－０．１－０．２＋０．３＋２＝２．

四、二维随机变量的数学期望

对于二维随机变量的数学期望，可以由一维随机变量的数学期望类似地定

义．这里不加证明地给出有关的计算公式．
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（１）设 （Ｘ，Ｙ）为 二 维 离 散 型 随 机 变 量， 它 的 联 合 分 布 律 为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３，…），随机变量Ｚ＝ｆ（Ｘ，Ｙ），则

①Ｅ（Ｘ）＝∑
＋∞

ｉ＝１
ｘｉｐｉ·，Ｅ（Ｙ）＝∑

＋∞

ｊ＝１
ｙｊｐ·ｊ；

②Ｅ（Ｚ）＝Ｅｆ（Ｘ，Ｙ）＝∑
＋∞

ｉ＝１
∑
＋∞

ｊ＝１
ｆ（ｘｉ，ｙｊ）ｐｉｊ．

这里要求上述级数都绝对收敛．
（２）设（Ｘ，Ｙ）为 二 维 连 续 型 随 机 变 量，分 布 密 度 为φ（ｘ，ｙ），Ｚ＝ｆ（Ｘ，

Ｙ），则

①Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘφ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

－∞
ｘ∫

＋∞

－∞
φ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙ ｄｘ，

＝∫
＋∞

－∞
ｘφＸ（ｘ）ｄｘ

Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｙφ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫

＋∞

－∞
ｙ∫

＋∞

－∞
φ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｘ ｄｙ

＝∫
＋∞

－∞
ｙφＹ（ｙ）ｄｙ；

②Ｅ（Ｚ）＝Ｅｆ（Ｘ，Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
φ（ｘ，ｙ）ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

这里要求上述广义积分都绝对收敛．
例８　已知二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合密度为

φ（ｘ，ｙ）＝
ｘ＋ｙ
６
， ０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤３，

０， 其他
烅
烄

烆 ，

Ｚ＝ｆ（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ＋Ｙ，试求Ｅ（Ｘ），Ｅ（Ｙ）及Ｅ（Ｚ）．

解　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘφ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

１
６∫

３

０∫
１

０
ｘ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝１３２４

，

Ｅ（Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｙφ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝

１
６∫

３

０∫
１

０
ｙ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝４５２４

，

Ｅ（Ｚ）＝Ｅ［ｆ（Ｘ，Ｙ）］＝Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ）φ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝∫
３

０∫
１

０
（ｘ＋ｙ）ｘ＋ｙ６ ｄｘｄｙ＝１６∫

３

０∫
１

０
（ｘ＋ｙ）２ｄｘｄｙ＝８７３６．

五、数学期望的性质

数学期望有如下的运算性质．
性质１　设Ｃ是常数，则ＥＣ＝Ｃ．
性质２　设Ｃ是常数，则Ｅ（ＣＸ）＝Ｃ（Ｅ（Ｘ））．
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性质３　设Ｘ，Ｙ 为两个随机变量，则

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（Ｙ）．
性质４　设Ｘ与Ｙ 相互独立，则Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）．
推论１　当ｋ，Ｃ为常数时，则Ｅ（ｋＸ＋Ｃ）＝ｋＥ（Ｘ）＋Ｃ．
推论２　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是随机变量，则有

Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）＝Ｅ（Ｘ）１＋Ｅ（Ｘ）２＋…＋Ｅ（Ｘ）ｎ．
证　仅对性质２中Ｘ是离散型的情形进行证明．
设离散型随机变量Ｘ的分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝ｐｋ　（ｋ＝１，２，…），
根据离散型随机变量的数学期望的定义有

Ｅ（ＣＸ）＝∑
＋∞

ｋ＝１

（Ｃｘｋ）ｐｋ＝Ｃ∑
＋∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ＝ＣＥ（Ｘ）．

例９　设随机变量Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），求Ｅ（Ｘ）．
解　将随机变量Ｘ看作ｎ重伯努利试验中事件Ａ 出现的次数．由于ｎ重

伯努利试验中第ｉ次试验结果也是随机变量，记为Ｘｉ，显然Ｘｉ 服从０＿１分布，
即

Ｘｉ＝
１， 在第ｉ次试验中Ａ 出现，　
０， 在第ｉ次试验中Ａ｛ 不出现

　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

从而，ｎ重伯努利试验中事件Ａ 出现的次数Ｘ 与Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 的关系是

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ，
而Ｅ（Ｘ）ｉ＝ｐ（ｉ＝１，２，…，ｎ），由推论２知

Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）＝Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋…＋Ｅ（Ｘｎ）

＝ｎｐ．
例１０　一机场送客车送ｎ个旅客到ｍ 个车站下车．假设每个旅客在各个

车站下车是等可能的，如到达某一车站时，没有旅客下车则不停车．以Ｘ 表示

停车次数，求Ｅ（Ｘ）．

解　设Ｘｉ＝
１， 在第ｉ个车站有旅客下车，　
０， 在第ｉ｛ 个车站没有旅客下车

　（ｉ＝１，２，…，ｍ），

则

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｍ．
Ｘｉ 的分布律见表８＿８，所以

Ｅ（Ｘ）＝０× ｍ－１（ ）ｍ
ｎ

＋１× １－ ｍ－１（ ）ｍ［ ］ｎ ＝１－ ｍ－１（ ）ｍ
ｎ

．

表８＿８

Ｘｉ ０ １
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Ｐ ｍ－１（ ）ｍ
ｎ

１－ ｍ－１（ ）ｍ
ｎ

由Ｘｉ 的相互独立性，得

Ｅ（Ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ）ｉ＝ｍ １－

ｍ－１（ ）ｍ［ ］ｎ ．
当直接求某个随机变量的数学期望有困难或计算甚繁时，一个较有效的方

法是把它分解成若干易于求数学期望的随机变量（例如服从两点分布的随机变

量）的和，从而可以方便地求出随机变量的数学期望．

习题８＿１

１．已知一批产品经检验分为优等品、一、二、三等品及等外品共５种．其

构成比例依次是０．２，０．５，０．１５，０．１，０．０５，按优质优价的市场规律，每类产

品的售价分别为９元、７．１元、５．４元、３元、２元．试求这批产品的平均售价．
２．设甲乙两人在同样条件下进行射击，他们各自的命中环数是随机变量，

分别记为Ｘ１ 和Ｘ２，其分布律见表８＿９和表８＿１０试比较哪一位射手技术好？

表８＿９

Ｘ１ ８ ９ １０

Ｐ ０．３ ０．１ ０．６

　

表８＿１０

Ｘ２ ８ ９ １０

Ｐ ０．２ ０．５ ０．３

　　３．已 知 离 散 型 随 机 变 量 Ｘ 的 分 布 律 为 见 表 ８＿１１，求 Ｅ（Ｘ）２，

Ｅ（－２Ｘ＋１）．
表８＿１１

Ｘ －１ ０ ２ ４

Ｐ １／８ １／４ ３／８ １／４

　　４．设在规定的时间内，某电器设备用于最大负荷的时间Ｘ（单位：ｍｉｎ）是

一个随机变量，其分布密度为

ｆ（ｘ）＝

ｘ
１５００２

， ０≤ｘ≤１５００，

－ １
１５００２

（ｘ－３０００）， １５００＜ｘ≤３０００，

０， 其他

烅

烄

烆 
试求最大负荷的平均时间．
５．已知某种电子元件的寿命Ｘ 是一个服从指数分布的随机变量，其分布

密度为

ｆ（ｘ）＝
λｅ－λｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜
烅
烄

烆 ０
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若λ＝０．０００５（单位：ｈ），求这类电子元件寿命的均值．
６．已知连续型随机变量Ｘ的密度函数为ｆ（ｘ），

ｆ（ｘ）＝
ｅ－ｘ， ｘ≥０，

０， ｘ＜０
烅
烄

烆 ，
　Ｙ＝ｅ

２Ｘ
３

试求Ｅ（Ｙ）．
７．假设一部机器在一天内发生故障的概率为０．２，机器发生故障时全天停

止工作．若一周的五个工作日里无故障，可获得利润１０万元；发生一次故障时

可获得利润５万元；发生两次故障则无利润；发生三次或三次以上故障，就要

亏损２万元．求一周利润的数学期望是多少．

８．游客 乘 电 梯 从 底 层 到 电 视 塔 顶 层 观 光，电 梯 于 每 个 整 点 的５ｍｉｎ，

２５ｍｉｎ和５５ｍｉｎ从底层开动．假设一游客在早上８点的第Ｘｍｉｎ到达底层电梯

处，且Ｘ在［０，６０］上服从均匀分布，求该游客等候时间的数学期望．

９．已知随机变量Ｘ与Ｙ 的联合概率密度函数为ｆ（ｘ，ｙ），试求Ｅ（ＸＹ）．

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｅ－

（ｘ＋ｙ）， ０＜ｘ＜＋∞，０＜ｙ＜＋∞，

０， 其他
烅
烄

烆 

１０．根 据 统 计 资 料，一 位４０岁 的 健 康 人 在 十 年 内 仍 活 着 的 概 率 为

ｐ（０＜ｐ＜１，ｐ为已知），在十年内死亡的概率为１－ｐ．保险公司开办十年人寿

保险，参加者需交保险费ａ元（ａ为已知）．如果十年之内死亡，公司赔偿ｂ元（ｂ
＞ａ）．求：（１）如何确定ｂ才能使公司可期望获益？（２）如果有ｍ人参加公司保

险，公司可期望收益多少？

第二节　方　　差

一、方差的概念

数学期望固然重要，但是它只体现了随机变量取值的平均水平．为了能够

对随机变量的变化情况作出进一步的描述，我们还需要了解随机变量对其数学

期望的分散程度．先看下面的例子．
例１１　已知射手甲命中环数Ｘ的分布律和射手乙命中环数Ｙ 的分布律见

表８＿１２和表８＿１３．试据此对射手甲、乙作出比较．

表８＿１２

Ｘ ５ ７ ９

Ｐ ０．１７５ ０．６ ０．２２５

　

表８＿１３

Ｙ ６ ７ ８

Ｐ ０．２ ０．５ ０．３

　　解　计算可得它们的数学期望（平均命中率）是相同的，即
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Ｅ（Ｘ）＝Ｅ（Ｙ）＝７．１．
如果在竞技比赛中，无评判细则可循，那么据此可断言他们有相同的射击

水平而并列于同一名次．但是应该指出，甲、乙两射手射击水平的差异确实是

存在的．从分布律可以看到甲的命中环数分散，显得不很稳定，相比之下乙要

稳定些．为此，为了描述这样的差异性而引入另一种数字特征———方差．
定义３　设Ｘ是随机变量，若Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２ 存在，则称它为随机变量Ｘ

的方差，记为Ｄ（Ｘ）．即

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２， （５）

称 Ｄ（Ｘ槡 ）为随机变量Ｘ的标准差或均方差，记为σＸ．即

σＸ＝ Ｄ（Ｘ槡 ） （６）

例１１中，由定义可得

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２＝（５－７．１）２×０．１７５＋（７－７．１）２×０．６＋（９－７．１）２×０．２２５
＝１．５９，

Ｄ（Ｙ）＝Ｅ（Ｙ－Ｅ（Ｙ））２＝（６－７．１）２×０．２＋（７－７．１）２×０．５＋（８－７．１）２×０．３
＝０．４９．

计算表明，较大方差对应着随机变量的取值与它的数学期望有较大偏离，
即随机变量取值比较分散．反之，则表示随机变量的取值比较集中．据此可判

断乙射手射击水平较稳定．因此，方差是衡量随机变量取值集中或分散程度的

数字特征．
均方差要说明的问题，原则上与方差是一致的．所不同的是：方差毋需开

方，在统计分析中常被采用；标准差与随机变量有相同的量纲，在工程技术中

广为使用．

二、方差的计算

从定义上看，方差实际上也是随机变量函数的数学期望，因而方差的计算

可由数学期望的公式得到．
如果Ｘ是离散型随机变量，其分布律为Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ｝＝ｐｋ（ｋ＝１，２，…），可

得

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２＝∑
＋∞

ｉ＝１

（ｘｋ－Ｅ（Ｘ））２ｐｋ （７）

如果Ｘ是连续型随机变量，分布密度为ｆ（ｘ），可得

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－Ｅ（Ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ （８）

由于Ｅ（Ｘ）为常数，所以

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２＝Ｅ［Ｘ２－２Ｘ·Ｅ（Ｘ）＋（Ｅ（Ｘ））２］
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＝Ｅ（Ｘ）２－２Ｅ（Ｘ）·Ｅ（Ｘ）＋（Ｅ（Ｘ））２

＝Ｅ（Ｘ）２－（Ｅ（Ｘ））２
因此，计算方差常用公式

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）２－（Ｅ（Ｘ））２ （９）
例１２　设随机变量Ｘ服从０＿１分布，求Ｄ（Ｘ）．

　　表８＿１４

Ｘ ０ １

Ｐ ｑ ｐ

解　可以用两种方法求Ｄ（Ｘ）．
方法一　
由式（７）求Ｄ（Ｘ）．
随机变量Ｘ的分布律如表８＿１４

Ｅ（Ｘ）＝０×ｑ＋１×ｐ＝ｐ　（ｐ＋ｑ＝１），

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））２＝Ｅ（Ｘ－ｐ）２＝（０－ｐ）２×ｑ＋（１－ｐ）２×ｐ
＝ｐｑ（ｐ＋ｑ）＝ｐｑ．

方法二　
由式（９）求Ｄ（Ｘ）．

Ｅ（Ｘ）２＝０２×ｑ＋１２×ｐ＝ｐ，（Ｅ（Ｘ））２＝ｐ２，

由式（９）得

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）２－（Ｅ（Ｘ））２＝ｐ－ｐ２＝ｐ（１－ｐ）＝ｐｑ．
例１３　设随机变量Ｘ的分布密度为ｆ（ｘ），求Ｄ（Ｘ）．

ｆ（ｘ）＝
１＋ｘ， －１≤ｘ≤０，

１－ｘ， ０≤ｘ≤１，

０， 其他

烅
烄

烆 

解　Ｅ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
－１

－∞
０ｄｘ＋∫

０

－１
ｘ（１＋ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｘ（１－ｘ）ｄｘ＋∫

＋∞

１
０ｄｘ＝０，

Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－Ｅ（Ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
（ｘ－０）２ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
－１

－∞
０ｄｘ＋∫

０

－１
ｘ２（１＋ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｘ２（１－ｘ）ｄｘ＋∫

＋∞

１
０ｄｘ＝１６．

例１４　设随机变量Ｘ服从［ａ，ｂ］上的均匀分布，分布密度为ｆ（ｘ），求Ｄ（Ｘ）．

ｆ（ｘ）＝
１
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ≤ｂ，

０， 其他
烅
烄

烆 
解　由第一节已算得

Ｅ（Ｘ）＝ａ＋ｂ２
，
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Ｅ（Ｘ）２ ＝∫
＋∞

－∞
ｘ２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｘ２ １
ｂ－ａ

ｄｘ

＝ ｘ３
３（ｂ－ａ）

ｂ

ａ
＝ １３

（ｂ２＋ａｂ＋ａ２）

所以

Ｄ（Ｘ）＝Ｅ（Ｘ）２－（Ｅ（Ｘ））２＝１３
（ｂ２＋ａｂ＋ａ２）－ ａ＋ｂ（ ）２

２

＝１１２
（ｂ－ａ）２．

例１５　设随机变量Ｘ服从正态分布，即Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），求Ｄ（Ｘ）．

解　因为Ｘ～Ｎ（μ，σ
２），所以有Ｅ（Ｘ）＝μ．

Ｄ（Ｘ）＝∫
＋∞

－∞
（ｘ－Ｅ（Ｘ））２ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

＋∞

－∞
（ｘ－μ）

２ １
２槡πσ
ｅ
－
（ｘ－μ）

２

２σ２ ｄｘ

ｘ－μ
σ ＝


ｔ
σ２

２槡π∫
＋∞

－∞
ｔ２ｅ

－ｔ
２
２ｄｔ＝σ２．

为查阅方便，现将几个常用的随机变量的数学期望和方差列于表８＿１５．
　　表８＿１５

分布名称 分布律或分布密度 均值 方差

０＿１分布
Ｐ｛ｘ＝１｝＝ｐ，Ｐ｛ｘ＝０｝＝ｑ
ｐ＋ｑ＝１，０＜ｐ＜１ ｐ ｑ

二项分布

Ｂ（ｎ，ｐ）
Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝Ｃｋｎｐｋｑｎ－ｋ

ｋ＝０，１，２，…，ｎ；ｐ＋ｑ＝１，０＜ｐ＜１
ｎｐ ｎｐｑ

泊松分布

Ｐ（λ）
Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝λ

ｋ

ｋ！ｅ
－λ λ λ

均匀分布

Ｕ［ａ，ｂ］ ｆ（ｘ）＝
１
ｂ－ａ

， ａ≤ｘ≤ｂ

０，
烅
烄
烆 其他

ａ＋ｂ
２

（ｂ－ａ）２
１２

指数分布

Ｅ（λ） ｆ（ｘ）＝ λｅ－λｘ， ｘ＞０
０， ｘ≤｛ ０

１
λ

１
λ２

正态分布

Ｎ（μ，σ２）
ｆ（ｘ）＝ １

２槡πσ
ｅ
－（ｘ－μ）

２

２σ２

σ＞０，－∞＜μ＜＋∞
μ σ２

三、方差的性质

性质５　设Ｃ是常数，则ＤＣ＝０．
性质６　设Ｃ是常数，则Ｄ（ＣＸ）＝Ｃ２Ｄ（Ｘ）．
性质７　设随机变量Ｘ，Ｙ 相互独立，则

Ｄ（Ｘ＋Ｙ）＝Ｄ（Ｘ）＋Ｄ（Ｙ）．
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推论３　设ｋ，Ｃ是常数，则Ｄ（ｋＸ＋Ｃ）＝ｋ２Ｄ（Ｘ）．
推论４　设随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，则有

Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋…＋Ｄ（Ｘｎ）．
例１６　设随机变量Ｘ～Ｂ（ｎ，ｐ），求Ｄ（Ｘ）．
解　根据本章例９得

Ｘ＝Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ，
其中，Ｘｉ 服从０＿１分布，且Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立．由于

Ｅ（Ｘ）ｉ＝ｐ，Ｅ（Ｘ）２ｉ＝０２×（１－ｐ）＋１２×ｐ＝ｐ，
所以

Ｄ（Ｘ）ｉ＝Ｅ（Ｘ）２ｉ－（Ｅ（Ｘ）ｉ）２＝ｐ－ｐ２＝ｐ（１－ｐ），
由推论２得

Ｄ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ１＋Ｘ２＋…＋Ｘｎ）

＝Ｄ（Ｘ１）＋Ｄ（Ｘ２）＋…＋Ｄ（Ｘｎ）＝ｎｐ（１－ｐ）＝ｎｐｑ，
其中，ｑ＝１－ｐ．

例１７　已知随机变量Ｘ 的数学期望和方差分别为Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ），求证：
随机变量

Ｙ＝Ｘ－Ｅ
（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
　（Ｄ（Ｘ）＞０）

的数学期望和方差分别为Ｅ（Ｙ）＝０，Ｄ（Ｙ）＝１．
证　由于Ｅ（Ｘ）和Ｄ（Ｘ）都是常数，所以

Ｅ（Ｙ）＝ＥＸ－Ｅ
（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
＝ １
Ｄ（Ｘ槡 ）

Ｅ（Ｘ－Ｅ（Ｘ））＝ １
Ｄ（Ｘ槡 ）

（Ｅ（Ｘ）－Ｅ（Ｘ））＝０，

Ｄ（Ｙ）＝ＤＸ－Ｅ
（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
＝ １
Ｄ（Ｘ）Ｄ

（Ｘ－Ｅ（Ｘ））＝ １
Ｄ（Ｘ）

［Ｄ（Ｘ）－Ｄ（Ｅ（Ｘ））］

＝ １
Ｄ（Ｘ）

（Ｄ（Ｘ）－０）＝１．

设Ｘ为任一随机变量，则称

Ｙ＝Ｘ－Ｅ
（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
为Ｘ的标准化随机变量．

由例１７知，任何标准化随机变量的数学期望都为０，方差都为１．这个结

论在数理统计中有着重要的应用．

习题８＿２

１．设甲乙两射手打靶时击中的环数分别为Ｘ１，Ｘ２，其分布律见表８＿１６和

表８＿１７，求Ｘ１，Ｘ２ 的方差．
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表８＿１６

Ｘ１ ８ ９ １０

Ｐ ０．３ ０．１ ０．６

　

表８＿１７

Ｘ２ ８ ９ １０

Ｐ ０．２ ０．５ ０．３

　　２．设随机变量Ｘ的密度函数为ｆ（ｘ），求Ｄ（Ｘ）．

ｆ（ｘ）＝
１＋ｘ， －１≤ｘ≤０，

１－ｘ， ０＜ｘ≤｛ １
３．设随机变量Ｘ的密度函数为ｆ（ｘ），求Ｄ（Ｘ）．

ｆ（ｘ）＝１２ｅ
－｜ｘ｜　（－∞＜ｘ＜＋∞）．

４．已知随机变量Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ），求Ｅ（Ｘ），Ｄ（Ｘ）．

Ｆ（ｘ）＝

０， ｘ≤０，

ｘ
４
， ０＜ｘ≤４，

１， ｘ＞

烅

烄

烆 ４
５．从含有５％次品的产品中，每次抽取１个，然后再放回，这样连续抽取６

次．试求其中所含次品数的数学期望和方差．
６．设随机变量Ｘ的密度函数为ｆ（ｘ），求Ｅ（Ｘ）与Ｄ（Ｘ）．

ｆ（ｘ）＝
ｘ， ０≤ｘ≤１，

２－ｘ， １＜ｘ≤４，

０， 其他

烅
烄

烆 
７．一小型客车载有２０名旅客自出发地开出，途中有１０个车站可以下车．

如到一车站没有旅客下车就不停车．假如每位旅客在各车站下车是等可能的，
且各旅客下车与否是相互独立的．以Ｘ表示停车的次数，求Ｅ（Ｘ）与Ｄ（Ｘ）．
８．设随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 相互独立，服从同一分布，且Ｅ（Ｘｉ）＝μ，

Ｄ（Ｘｉ）＝σ２，求Ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ 的数学期望与方差．

第三节　协方差与相关系数

对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ），除了讨论随机变量的数学期望与方差外，还需

要讨论随机变量Ｘ与Ｙ 之间相互关系的数字特征，即协方差与相关系数．

一、协方差

作为描述随机变量Ｘ与Ｙ 之间相互关系的数字特征，我们简要介绍协方

差的概念与性质．
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定义４　对于二维随机变量（Ｘ，Ｙ），若

Ｅ［（Ｘ－Ｅ（Ｘ））（Ｙ－Ｅ（Ｙ））］
存在，则称其为Ｘ与Ｙ 的协方差，记为Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．即

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ［（Ｘ－Ｅ（Ｘ））（Ｙ－Ｅ（Ｙ））］ （１０）
设（Ｘ，Ｙ）为二维离散型随机变量，它的联合分布律为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｉ，Ｙ＝ｙｊ｝＝ｐｉｊ　（ｉ，ｊ＝１，２，３，…），
则

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝∑
＋∞

ｉ＝１
∑
＋∞

ｊ＝１

（ｘｉ－Ｅ（Ｘ））（ｙｊ－Ｅ（Ｙ））ｐｉｊ （１１）

设（Ｘ，Ｙ）为二维连续型随机变量，分布密度为ｆ（ｘ，ｙ），则

　Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
（ｘ－Ｅ（Ｘ））（ｙ－Ｅ（Ｙ））ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （１２）

协方差还有如下计算公式：

　　表８＿１８

Ｘ

　Ｙ
０ １

０ ０．１ ０．１
１ ０．８ ０

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ） （１３）
显然，当随机变量Ｘ与Ｙ 相互独立时，有Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）

＝０．此外，当Ｘ＝Ｙ 时，有Ｃｏｖ（Ｘ，Ｘ）＝Ｄ（Ｘ），这就

是说随机变量Ｘ与它自身的协方差便为方差．
例１８　二维离散型随机变量Ｘ 与Ｙ 的联合分布

律见表８＿１８．求Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．
　　解　Ｘ，Ｙ 的边缘分布见表８＿１９和表８＿２０．于是

Ｅ（Ｘ）＝０×０．２＋１×０．８＝０．８，

Ｅ（Ｙ）＝０×０．９＋１×０．１＝０．１，

Ｅ（ＸＹ）＝（０×０）×０．１＋（０×１）×０．１＋（１×０）×０．８＋（１×１）×０＝０，
所以

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝０－０．８×０．１＝－０．０８．
表８＿１９

Ｘ ０ １

ｐｉ· ０．２ ０．８

　

表８＿２０

Ｙ ０ １

ｐ·ｊ ０．９ ０．１

　　例１９　已知二维连续型随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘ＋ｙ
６
， ０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤３，

０， 其他
烅
烄

烆 ，
试求协方差Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．

解　由本章例８知

Ｅ（Ｘ）＝１３２４
，Ｅ（Ｙ）＝４５２４

，
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又　　

Ｅ（ＸＹ）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝１６∫
３

０∫
１

０
ｘｙ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝１，

故

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）－Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）＝１－１３２４×
４５
２４＝－

９
５７６．

设Ｘ，Ｙ 为随机变量，由协方差的定义与计算公式，我们可以得到如下性

质．
性质８　设Ｃ１，Ｃ２ 为常数，则

Ｃｏｖ（Ｘ＋Ｃ１，Ｙ＋Ｃ２）＝Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．
性质９　设ｋ１，ｋ２ 为常数，则

Ｃｏｖ（ｋ１Ｘ，ｋ２Ｙ）＝ｋ１ｋ２Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．
性质１０　Ｃｏｖ（Ｘ１＋Ｘ２，Ｙ）＝Ｃｏｖ（Ｘ１，Ｙ）＋Ｃｏｖ（Ｘ２，Ｙ）．

二、相关系数

定义５　设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）中的每个分量都存在方差，则称

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

（Ｄ（Ｘ）≠０，Ｄ（Ｙ）≠０）

为随机变量Ｘ，Ｙ 的相关系数，记为ρＸＹ．即

ρＸＹ＝
Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

 （１４）

显然，当Ｘ，Ｙ 为独立的随机变量时，有Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝０，也就有ρＸＹ＝０．
注意到协方差是有量纲的，而相关系数是无量纲的，所以它在科技领域中

应用很广．事实上，相关系数就是Ｘ，Ｙ 分别标准化之后的协方差Ｘ，Ｙ 标准

化之后，分别记为

Ｘ＝Ｘ－Ｅ
（Ｘ）

Ｄ（Ｘ槡 ）
，Ｙ＝Ｙ－Ｅ

（Ｙ）
槡ＤＹ

，

便有

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ）＝Ｅ
（Ｘ－Ｅ（Ｘ））（Ｙ－Ｅ（Ｙ））

Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝ρＸＹ
因而相关系数也称为标准化协方差．

例２０　求例２中的相关系数ρＸＹ．

解　由例１９知 　　　Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝－ ９５７６
，
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可以算得

Ｄ（Ｘ）＝４７５７６
，Ｄ（Ｙ）＝３５１５７６

，

所以相关系数为

ρＸＹ＝
Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）
Ｄ（Ｘ槡 ） Ｄ（Ｙ槡 ）

＝
－ ９５７６
４７槡５７６ ３５１槡５７６

＝－ ９
槡４７×３５１

＝－０．０７０１．

相关系数具有以下性质．
性质１１　设Ｘ，Ｙ 为任意随机变量，则有｜ρＸＹ｜≤１．
若ρＸＹ≠０，称Ｘ与Ｙ 是相关的；若ρＸＹ＝０，称Ｘ与Ｙ 不相关．
性质１２　｜ρＸＹ｜＝１的充要条件是随机变量Ｘ 与Ｙ 之间以概率为１地存在

着线性关系，即存在常数ａ与ｂ，使得

Ｐ｛Ｙ＝ａＸ＋ｂ｝＝１．
相关系数ρＸＹ的实际意义是：它刻画了Ｘ，Ｙ 之间线性关系的近似程度．一

般说来，它越接近于１，Ｘ与Ｙ 越近似地有线性关系．

习题８＿３

１．已知两随机变量Ｘ与Ｙ，Ｅ（Ｘ）＝１５，Ｅ（Ｙ）＝２０，Ｅ（ＸＹ）＝１９５，试求

Ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）与ρＸＹ．
２．已知Ｘ１，Ｘ２ 的联合分布律与边缘分布律，见表８＿２１．求随机变量Ｘ

与Ｙ 的协方差及相关系数．
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　　表８＿２１

Ｘ２
Ｘ１　　　　　　　　 ０ １ ｐｉ·

０ ０．１ ０．１ ０．２５

１ ０．８ ０ ０．８

ｐ·ｊ ０．９ ０．１ １

　　３．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的分布密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
２ｓｉｎ

（ｘ＋ｙ）， ０≤ｘ≤π２
，０≤ｙ≤π２

，

０， 其他
烅
烄

烆 
求Ｘ与Ｙ 的协方差及相关系数．

４．设随机变量Ｘ与Ｙ 的方差为１６和２５，相关系数为０．５，求Ｄ（Ｘ＋
Ｙ）．

５．设二维随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合分布密度为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
１
π
， ｘ２＋ｙ２＜１，

０， ｘ２＋ｙ２≥
烅
烄

烆 １
（１）求协方差及相关系数；（２）问Ｘ与Ｙ 是否相关？是否独立？

第四节　大数定律与中心极限定理

在引入概率概念时，我们知道频率是 概 率 的 反 映，随 着 试 验 次 数 的 增 大，
频率将会逐渐稳定到概率．大数定律和中心极限定理是用极限方法考察随机变

量的变化规律性．它们是概率论及数理统计的理论基础．

一、大数定律

随机现象总是在大量重复试验中才能呈现出明显的规律性．集中体现这个

规律的是频率的稳定性．大数定律则从理论上给出这种规律性的确切的含义．
凡是用以说明随机现象平均结果稳定性的定理统称为大数定律．

为了后面 讨 论 的 需 要，首 先 引 进 一 个 极 为 重 要 的 不 等 式———契 比 雪 夫

（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ）不等式．
引理（契比雪夫不等式）　设随机变量Ｘ 有数学期望Ｅ（Ｘ）及方差Ｄ（Ｘ），

则对任一正数ε，有

Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε｝≤Ｄ
（Ｘ）
ε２
 （１５）

契比雪夫不等式表明，当方差Ｄ（Ｘ）越小时，事件｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε｝发生的
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概率越小．此时，Ｘ落入Ｅ（Ｘ）的小邻域（Ｅ（Ｘ）－ε，Ｅ（Ｘ）＋ε）内的可能性相

当大．由此说明Ｘ的取值将集中在Ｅ（Ｘ）的附近，这正是方差概念的本意．
特别地，当Ｄ（Ｘ）＝０时，则对任一正数ε，有

Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε｝≤Ｄ
（Ｘ）
ε２

＝０

令上式 中 的ε＝１ｎ
，直 观 上，事 件 ｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥１｛ ｝ｎ 在ｎ→＋∞时 将 趋 于

｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≠０｝，故

Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≠０｝＝ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｐ ｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥１｛ ｝ｎ ＝０，

而

｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＝０｝＝１－Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≠０｝＝１，
即有

Ｐ｛Ｘ＝Ｅ（Ｘ）｝＝１
由此可知，当方差Ｄ（Ｘ）＝０时，随机变量Ｘ 将以概率１取唯一的定值Ｅ（Ｘ）．
这正是关于方差概率意义的讨论中所提到的事实．

契比雪夫不等式的等价形式是

Ｐ｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＜ε｝≥１－Ｄ
（Ｘ）
ε２
 （１６）

例２１　某批产品的次品率为０．０５，试用契比雪夫不等式估计１００００件产品

中，次品数不少于４００件而又不多于６００件的概率．
解　设随机变量Ｘ 表示次品数，它服从参数ｎ＝１００００，ｐ＝０．０５的二项分

布．从而

Ｅ（Ｘ）＝ｎｐ＝１００００×０．０５＝５００（件），

Ｄ（Ｘ）＝ｎｐｑ＝１００００×０．０５×０．９５＝４７５（件），

Ｐ｛４００＜Ｘ＜６００｝＝Ｐ｛｜Ｘ－５００｜＜１００｝．
ε＝１００，　Ｄ（Ｘ）＝４７５，

此时，由式（１６），得

Ｐ｛｜Ｘ－５００｜＜１００｝≥１－４７５１００２＝１－０．０４７５＝０．９５２５
，

即

Ｐ｛４００＜Ｘ＜６００｝≥０．９５２５
这表明次品数不少于４００件而又不多于６００件的概率不小于０．９５２５．

契比雪夫不等式借助数学期望、方差给出了事件｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜＜ε｝或事件

｛｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε｝的概率估计，所以它在应用和理论两方面都很有价值．大数

定律的讨论将以此为工具．下面介绍两个大数定律．
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定理１（伯努利大数 定 律）　设 事 件Ａ 在 每 次 伯 努 利 试 验 中 发 生 的 概 率 为

ｐ，记随机变量ｎＡ 为ｎ重伯努利试验中Ａ 发生的次数．则对于任一正数ε，有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｐ ｎＡ
ｎ－ｐ ＜｛ ｝ε ＝１ （１７）

频率靠近概率是可以直接观察到的一种客观现象，而上述定理则从理论上

给了这种现象更确切的含义．
下面再介绍一个比伯努利大数定律更广泛一些的契比雪夫大数定律．
定理２（契比雪夫大数定律）　设Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 为一列两两独立的随机变

量，且它们的方差有界，即存在常数Ｃ＞０，使得Ｄ（Ｘ）ｉ≤Ｃ（ｉ＝１，２，…），则对

任一正数ε，有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｐ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－１ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｅ（Ｘ）ｉ ＜｛ ｝ε ＝１ （１８）

满足式（１８）的随机变量序列｛Ｘｉ｝被称为服从大数定律．这一结果是俄国数

学家契比雪夫于１８６６年证明的．它是关于大数定律的相当普遍的结论，许多大

数定律的古典形式可视为其特例．伯努利大数定律便是其中的一个．
大数定律提示了大量随机变量的算术平均在取极限的过程中的概率性质．

契比雪夫大数定律告诉人们：随机变量的算术平均有极大的可能性接近于它们

的数学期望的平均．由此说明，在给定条件下，随机变量的算术平均几乎是一

个确定的常数．这为在实际工作中广泛使用的算术平均法则提供了理论依据．
例如，为确定某一零件的长度，在相同条件下进行了ｎ次重复测量，每次测量

值不尽相同．那么，究竟采用哪一次测量值作为长度真值的近似呢？依据契比

雪夫定律，应以所有测值的平均作为零件长度真值的近似为最佳．
这两个大数定律表明，当试验次数越来越多时，频率将在相应的概率附近

作微小摆动．其确切的数学含义是：频率将以概率１收敛于它的概率ｐ．从而

以严格的数学形式表述了频率稳定于概率的事实．这样，频率的稳定性以及由

此形成的概率的统计定义有了理论上的依据．

二、中心极限定理

正态分布在随机变量的一切可能的分布中占有特别重要的地位．实际生活

中遇到的大量的随机变量都是服从正态分布的．概率论中的中心极限定理在一

定程度上解释了这种现象．
定理３（林德贝格＿勒维中心极限定理）　若Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 是相互独立且

服从相同分布的随机变量，Ｅ（Ｘ）ｉ＝μ，Ｄ（Ｘ）ｉ＝σ
２＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ），则对任

意实数ｘ，
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ｌｉｍ
ｎ→＋∞

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－ｎμ

σ槡ｎ
≤烅

烄

烆
烍
烌

烎
ｘ ＝∫

ｘ

－∞

１
２槡π
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ （１９）

这个定理的证明比较复杂，这里就不作证明了．
这个定理表明，独立同分布随机变量之和的标准化变量的极限分布仍为标

准正态分布Ｎ（０，１）．这是一条强有力的定理，因为它只假设独立同分布及数

学期望与方差存在，而不管原分布如何，极限分布同样都是正态分布．一方面，
它从理论上说明了正态分布的重要性，初步地说明了为什么在实际应用中会经

常遇到正态分布；另一方面，它也提供了计算独立同分布随机变量和的分布的

近似方法．
例２２　一射击运动员在一次射击中所得环数的概率分布见表８＿２２．

表８＿２２

Ｘｉ １０ ９ ８ ７ ６

Ｐ ０．５ ０．３ ０．１ ０．０５ ０．０５

　　问在１００次射击中所得的总环数介于９００环与９３０环之间的概率是多少？

超过９５０环的概率是多少？

解　用Ｘｉ 表示该运动员第ｉ次射击所得的环数，则Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，１００）
具有表８＿２２所示的同一分布并且可以认为是相互独立的．从而

μ＝Ｅ（Ｘ）ｉ＝１０×０．５＋９×０．３＋８×０．１＋７×０．０５＋６×０．０５＝９．１５，

Ｅ（Ｘ）２ｉ ＝１０２×０．５＋９２×０．３＋８２×０．１＋７２×０．０５＋６２×０．０５＝８４．９５，

σ２＝Ｄ（Ｘ）ｉ＝Ｅ（Ｘ）２－（Ｅ（Ｘ）ｉ）２＝８４．９５－９．１５２≈１．２３

因在１００次射击中 所 得 总 环 数 为Ｘ＝∑
１００

ｉ＝１
Ｘｉ，所 以 所 要 求 的 两 个 概 率 分 别 是

Ｐ｛９００≤Ｘ≤９３０｝和Ｐ｛Ｘ＞９５０｝，由式（１９）得

Ｐ｛９００≤Ｘ≤９３０｝＝Ｐ
９００－９．１５×１００
１０× １．槡 ２３

≤Ｘ－９．１５×１００
１０× １．槡 ２３

≤９３０－９．１５×１００
１０× １．槡｛ ｝２３

＝Ｐ －１．３５≤Ｘ－９．１５×１００
１０× １．槡 ２３

≤１．｛ ｝３５
≈∫

１．３５

－１．３５

１
２槡π
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ

＝Φ（１．３５）－Φ（－１．３５）

＝２Φ（１．３５）－１＝０．８２３０，

Ｐ｛Ｘ＞９５０｝＝Ｐ
Ｘ－９１５

１０× １．槡 ２３
＞ ９５０－９１５
１０× １．槡｛ ｝２３ ＝Ｐ

Ｘ－９１５
１０× １．槡 ２３

＞３．｛ ｝１５
＝１－Ｐ

Ｘ－９１５
１０× １．槡 ２３

≤３．｛ ｝１５

·２６１· 工 程 数 学



≈１－Φ（３．１５）

≈０．０００８．
定理４（棣莫弗＿拉普拉斯中心极限定理）　设在ｎ重伯努利试验中，事件Ａ

在每次试验中出现的概率为ｐ（０＜ｐ＜１），ｎＡ 表示ｎ次试验中Ａ 出现的次数，
则对任何实数ａ，ｂ（ａ＜ｂ），有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

Ｐ ａ≤
ｎＡ－ｎｐ
ｎｐ（１－ｐ槡 ）

≤｛ ｝ｂ ＝∫ｂａ １
２槡π
ｅ
－ｔ
２
２ｄｔ （２０）

由此可知，二项分布在ｎ无限增大时可用正态分布来近似．
棣莫弗＿拉普拉斯中心极限定理是林德贝格＿勒维中心极限定理在伯努利试

验场合的应用．
例２３　保险公司为了估计利润，需要计算各种概率．若一年中某类投保者

中每个人死亡的概率等于０．００５，现有这类投保者１００００人，试求在未来一年

中，在这些投保人中死亡人数不超过７０人的概率．
解　把每位投保人看作一次试验，死亡的概率ｐ＝０．００５，因此可看作是ｎ

＝１００００次的伯努利试验．把在未来一年 中 死 亡 的 投 保 人 数 记 为 随 机 变 量Ｘ，
则Ｘ～Ｂ（１００００，０．００５），从而

ｎｐ＝１００００×０．００５＝５０，

ｎｐ（１－ｐ槡 ）＝ ５０×０．槡 ９９５＝７．０５
由棣莫弗＿拉普拉斯中心极限定理有

Ｐ｛０≤Ｘ≤７０｝＝Ｐ ０－５０７．０５≤
Ｘ－５０
７．０５≤

７０－５０
７．｛ ｝０５

＝Ｐ －７．０９≤Ｘ－５０７．０５≤２．｛ ｝８４
≈Φ（２．８４）－Φ（－７．０９）

＝Φ（２．８４）＋Φ（７．０９）－１
＝０．９９７．

习题８＿４

１．设随机变量Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ）＝μ，方差Ｄ（Ｘ）＝σ２，试利用契比雪夫

不等式，估计概率Ｐ｛｜Ｘ－μ｜≥３σ｝．
２．在每次试验中，事件Ａ 发生的概率等于０．５，利用契比雪 夫 不 等 式 估

计，在１０００次独立试验中事件Ａ发生的次数在４００至６００次之间的概率．
３．设电站供电网有１００００盏电灯，夜间每一盏灯开灯的概率都是０７，而

假定开、关时间彼此独立，试估计同时开着的灯数在６８００与７２００之间的概率．

４．据统计，某地区男婴的出生率为２２
４３
，现有７０００名产妇，试估计该地区
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可能有多少男婴出生．
５．已知相互独立的随机变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１００都在区间 ［－１，１］上服从

均匀分布．试求这些随机变量总和的绝对值不超过１０的概率．
６．某工厂有１５０台机床，开工率为０．８５，每台机床在１个工作日内正常耗

电１０ｋＷ·ｈ．假定每台机床开工与否是相互独立的，试问供电部门至少供应多

少电力，才能以９５％的概率确保不因供电不足而影响生产．
７．若每次射击目标命中的概率为０．１，不断地对靶进行射击，求在５００次

射击中击中目标的次数在区间（４９，５５）内的概率．
８．某厂产品中一等品为２０％，现从该厂产品中随机地抽出１００个，问一等

品的个数在１８到２５之间的概率是多少？

第八章习题参考答案

习题８＿１

１．６．２５（元）　２．甲比乙好　３．４５８
；－９４．

４．１５００ｍｉｎ　５．２０００ｈ　６．３　７．５．２１６（万元）．
　　８．１１．６７（ｍｉｎ）　９．１　

１０．（１）ａ＜ｂ＜ ａ
１－ｐ

；（２）ｍａ－ｍｂ（１－ｐ）．

习题８＿２

１．０．２；０．６　２．１６　３．２　４．２
；４
３．

５．０．３；０．２８５　６．１；１６　７．９
（次）；１．０６８８μ，

σ２

ｎ．

习题８＿３

　　１．－１０５　２．－０．０８；２３　３．－０．０４６
；－０．２４５

　　４．６１　５．（１）０，０；（２）不相关，不独立．

习题８＿４

１．１９　２．０．９７５　３．０．９５　４．３５８１　５．０．９１６４．

６．１３５　７．０．３２３　８．０．３９４．

·４６１· 工 程 数 学



附表１ 泊松分布表

Ｐ｛Ｘ＝ｋ｝＝λ
ｋ

ｋ！ｅ
－λ

ｋ
λ

０１ ０２ ０３ ０４ ０５ ０６

０ ０９０４８３７ ０８１８７３２ ０７４０８１８ ０６７０３２０ ０６０６５３１ ０５４８８１２

１ ００９０４８４ ０１６３７４６ ０２２２２４５ ０２６８１２８ ０３０３２６５ ０３２９２８７

２ ０００４５２４ ００１６３７５ ００３３３３７ ００５３６２６ ００７５８１６ ００９８７８６

３ ００００１５１ ０００１０９２ ０００３３３４ ０００７１５０ ００１２６３６ ００１９７５７

４ ００００００４ ０００００５５ ００００２５０ ００００７１５ ０００１５８０ ０００２９６４

５ ００００００２ ０００００１５ ０００００５７ ００００１５８ ００００３５８

６ ００００００１ ００００００４ ０００００１３ ０００００３６

７ ００００００１ ００００００３

ｋ
λ

０７ ０８ ０９ １０ １５ ２０

０ ０４９６５８５ ０４４９３２９ ０４０６５７０ ０３６７８７９ ０２２３１３０ ０１３５３３５

１ ０３４７６１０ ０３５９４６３ ０３６５９１３ ０３６７８７９ ０３３４６９５ ０２７０６７１

２ ０１２１６６３ ０１４３７８５ ０１６４６６１ ０１８３９４０ ０２５１０２１ ０２７０６７１

３ ００２８３８８ ００３８３４４ ００４９３９８ ００６１３１３ ０１２５５１０ ０１８０４４７

４ ０００４９６８ ０００７６６９ ００１１１１５ ００１５３２８ ００４７０６７ ００９０２２４

５ ００００６９６ ０００１２２７ ０００２００１ ０００３０６６ ００１４１２０ ００３６０８９

６ ０００００８１ ００００１６４ ００００３００ ００００５１１ ０００３５３０ ００１２０３０

７ ００００００８ ０００００１９ ００００３９０ ０００００７３ ００００７５６ ０００３４３７

８ ００００００１ ００００００２ ００００００４ ００００００９ ００００１４２ ００００８５９

９ ００００００１ ０００００２４ ００００１９１

１０ ００００００４ ０００００３８

１１ ００００００７

１２ ００００００１

·５６１·



　　续附表１

ｋ
λ

２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

０ ００８２０８５ ００４９７８７ ００３０１９７ ００１８３１６ ００１１１０９ ０００６７３３

１ ０２０５２１２ ０１４９３６１ ０１０５６９１ ００７３２６３ ００４９９９０ ００３３６９０

２ ０２５６５１６ ０２２４０４２ ０．１８４９５９ ０．１４６５２５ ０．１１２４７９ ０．０８４２２４

３ ０．２１３７６３ ０．２２４０４２ ０．２１５７８５ ０．１９５３６７ ０．１６８７１８ ０．１４０３７４

４ ０．１３３６０２ ０．１６８０３１ ０．１８８８１２ ０．１９５３６７ ０．１８９８０８ ０．１７５４６７

５ ０．０６６８０１ ０．１００８１９ ０．１３２１６９ ０．１５６２９３ ０．１７０８２７ ０．１７５４６７

６ ０．０２７８３４ ０．０５０４０９ ０．０７７０９８ ０．１０４１９６ ０．１２８１２０ ０．１４６２２３

７ ０．００９９４１ ０．０２１６０４ ０．０３８５４９ ０．０５９５４０ ０．０８２３６３ ０．１０４４４５

８ ０．００３１０６ ０．００８１０２ ０．０１６８６５ ０．０２９７７０ ０．０４６３２９ ０．０６５２７８

９ ０．０００８６３ ０．００２７０１ ０．００６５５９ ０．０１３２３１ ０．０２３１６５ ０．０３６２６６

１０ ０．０００２１６ ０．０００８１０ ０．００２２９６ ０．００５２９２ ０．０１０４２４ ０．０１８１３３

１１ ０．００００４９ ０．０００２２１ ０．０００７３０ ０．００１９２５ ０．００４２６４ ０．００８２４２

１２ ０．００００１０ ０．００００５５ ０．０００２１３ ０．０００６４２ ０．００１５９９ ０．００３４３４

１３ ０．０００００２ ０．００００１３ ０．００００５７ ０．０００１９７ ０．０００５５４ ０．００１３２１

１４ ０．０００００３ ０．００００１４ ０．００００５６ ０．０００１７８ ０．０００４７２

１５ ０．０００００１ ０．０００００３ ０．００００１５ ０．００００５３ ０．０００１５７

１６ ０．０００００１ ０．０００００４ ０．００００１５ ０．００００４９

１７ ０．０００００１ ０．０００００４ ０．００００１４

１８ ０．０００００１ ０．０００００４

１９ ０．０００００１

·６６１· 工 程 数 学



　　续附表１

ｋ
λ

６０ ７０ ８０ ９０ １００

０ ０．００２４７９ ０．０００９１２ ０．０００３３５ ０．０００１２３ ０．００００４５

１ ０．０１４８７３ ０．００６３８３ ０．００２６８４ ０．００１１１１ ０．０００４５４

２ ０．０４４６１８ ０．０２２３４１ ０．０１０７３５ ０．００４９９８ ０．００２２７０

３ ０．０８９２３５ ０．０５２１２９ ０．０２８６２６ ０．０１４９９４ ０．００７５６７

４ ０．１３３８５３ ０．０９１２２６ ０．０５７２５２ ０．０３３７３７ ０．０１８９１７

５ ０．１６０６２３ ０．１２７７１７ ０．０９１６０４ ０．０６０７２７ ０．０３７８３３

６ ０．１６０６２３ ０．１４９００３ ０．１２２１３８ ０．０９１０９０ ０．０６３０５５

７ ０．１３７６７７ ０．１４９００３ ０．１３９５８７ ０．１１７１１６ ０．０９００７９

８ ０．１０３２５８ ０．１３０３７７ ０．１３９５８７ ０．１３１７５６ ０．１１２５９９

９ ０．０６８８３８ ０．１０１４０５ ０．１２４０７７ ０．１３１７５６ ０．１２５１１０

１０ ０．０４１３０３ ０．０７０９８３ ０．０９９２６２ ０．１１８５８０ ０．１２５１１０

１１ ０．０２２５２９ ０．０４５１７１ ０．０７２１９０ ０．０９７０２０ ０．１１３７３６

１２ ０．０１１２６４ ０．０２６３５０ ０．０４８１２７ ０．０７２７５６ ０．０９４７８０

１３ ０．００５１９９ ０．０１４１８８ ０．０２９６１６ ０．０５０３７６ ０．０７２９０８

１４ ０．００２２２８ ０．００７０９４ ０．０１６９２４ ０．０３２３８４ ０．０５２０７７

１５ ０．０００８９１ ０．００３３１１ ０．００９０２６ ０．０１９４３１ ０．０３４７１８

１６ ０．０００３３４ ０．００１４４８ ０．００４５１３ ０．０１０９３０ ０．０２１６９９

１７ ０．０００１１８ ０．０００５９６ ０．００２１２４ ０．００５７８６ ０．０１２７６４

１８ ０．００００３９ ０．０００２３２ ０．０００９４４ ０．００２８９３ ０．００７０９１

１９ ０．００００１２ ０．００００８５ ０．０００３９７ ０．００１３７０ ０．００３７３２

２０ ０．０００００４ ０．００００３０ ０．０００１５９ ０．０００６１７ ０．００１８８６

２１ ０．０００００１ ０．００００１０ ０．００００６１ ０．０００２６４ ０．０００８８９

２２ ０．０００００３ ０．００００２２ ０．０００１０８ ０．０００４０４

２３ ０．０００００１ ０．０００００８ ０．００００４２ ００００１７６

２４ ０．０００００３ ０．００００１６ ０．００００７３

２５ ０．０００００１ ０．０００００６ ０．００００２９

２６ ０．０００００２ ０．００００１１

２７ ０．０００００１ ０．０００００４

２８ ０．０００００１

２９ ０．０００００１

·７６１·附表１



附表２ 标准正态分布函数表

　　　　Φ（ｘ）＝
１
２槡π∫

ｘ

－∞
ｅ－
ｕ２
２ｄｕ＝∫

ｘ

－∞
φ（ｕ）ｄｕ

ｘ ０．００ ０．０１ ０．０２ ０．０３ ０．０４ ０．０５ ０．０６ ０．０７ ０．０８ ０．０９
０．００．５０００ ０．５０４０ ０．５０８０ ０．５１２０ ０．５１６０ ０．５１９９ ０．５２３９ ０．５２７９ ０．５３１９ ０．５３５９
０．１０．５３９８ ０．５４３８ ０．５４７８ ０．５５１７ ０．５５５７ ０．５５９６ ０．５６３６ ０．５６７５ ０．５７１４ ０．５７５３
０．２０．５７９３ ０．５８３２ ０．５８７１ ０．５９１０ ０．５９４８ ０．５９８７ ０．６０２６ ０．６０６４ ０．６１０３ ０．６１４１
０．３０．６１７９ ０．６２１７ ０．６２５５ ０．６２９３ ０．６３３１ ０．６３６８ ０．６４０６ ０．６４４３ ０．６４８０ ０．６５１７
０．４０．６５５４ ０．６５９１ ０．６６２８ ０．６６６４ ０．６７００ ０．６７３６ ０．６７７２ ０．６８０８ ０．６８４４ ０．６８７９
０．５０．６９１５ ０．６９５０ ０．６９８５ ０．７０１９ ０．７０５４ ０．７０８８ ０．７１２３ ０．７１５７ ０．７１９０ ０．７２２４
０．６０．７２５７ ０．７２９１ ０．７３２４ ０．７３５７ ０．７３８９ ０．７４２２ ０．７４５４ ０．７４８６ ０．７５１７ ０．７５４９
０．７０．７５８０ ０．７６１１ ０．７６４２ ０．７６７３ ０．７７０３ ０．７７３４ ０．７７６４ ０．７７９４ ０．７８２３ ０．７８５２
０．８０．７８８１ ０．７９１０ ０．７９３９ ０．７９６７ ０．７９９５ ０．８０２３ ０．８０５１ ０．８０７８ ０．８１０６ ０．８１３３
０．９０．８１５９ ０．８１８６ ０．８２１２ ０．８２３８ ０．８２６４ ０．８２８９ ０．８３１５ ０．８３４０ ０．８３６５ ０．８３８９
１．００．８４１３ ０．８４３８ ０．８４６１ ０．８４８５ ０．８５０８ ０．８５３１ ０．８５５４ ０．８５７７ ０．８５９９ ０．８６２１
１．１０．８６４３ ０．８６６５ ０．８６８６ ０．８７０８ ０．８７２９ ０．８７４９ ０．８７７０ ０．８７９０ ０．８８１０ ０．８８３０
１．２０．８８４９ ０．８８６９ ０．８８８８ ０．８９０７ ０．８９２５ ０．８９４４ ０．８９６２ ０．８９８０ ０．８９９７ ０．９０１５
１．３０．９０３２ ０．９０４９ ０．９０６６ ０．９０８２ ０．９０９９ ０．９１１５ ０．９１３１ ０．９１４７ ０．９１６２ ０．９１７７
１．４０．９１９２ ０．９２０７ ０．９２２２ ０．９２３６ ０．９２５１ ０．９２６５ ０．９２７８ ０．９２９２ ０．９３０６ ０．９３１９
１．５０．９３３２ ０．９３４５ ０．９３５７ ０．９３７０ ０．９３８２ ０．９３９４ ０．９４０６ ０．９４１８ ０．９４３０ ０．９４４１
１．６０．９４５２ ０．９４６３ ０．９４７４ ０．９４８４ ０．９４９５ ０．９５０５ ０．９５１５ ０．９５２５ ０．９５３５ ０．９５４５
１．７０．９５５４ ０．９５６４ ０．９５７３ ０．９５８２ ０．９５９１ ０．９５９９ ０．９６０８ ０．９６１６ ０．９６２５ ０．９６３３
１．８０．９６４１ ０．９６４８ ０．９６５６ ０．９６６４ ０．９６７１ ０．９６７８ ０．９６８６ ０．９６９３ ０．９７００ ０．９７０６
１．９０．９７１３ ０．９７１９ ０．９７２６ ０．９７３２ ０．９７３８ ０．９７４４ ０．９７５０ ０．９７５６ ０．９７６２ ０．９７６７
２．００．９７７２ ０．９７７８ ０．９７８３ ０．９７８８ ０．９７９３ ０．９７９８ ０．９８０３ ０．９８０８ ０．９８１２ ０．９８１７
２．１０．９８２１ ０．９８２６ ０．９８３０ ０．９８３４ ０．９８３８ ０．９８４２ ０．９８４６ ０．９８５０ ０．９８５４ ０．９８５７
２．２０．９８６１ ０．９８６４ ０．９８６８ ０．９８７１ ０．９８７４ ０．９８７８ ０．９８８１ ０．９８８４ ０．９８８７ ０．９８９０
２．３０．９８９３ ０．９８９６ ０．９８９８ ０．９９０１ ０．９９０４ ０．９９０６ ０．９９０９ ０．９９１１ ０．９９１３ ０．９９１６
２．４０．９９１８ ０．９９２０ ０．９９２２ ０．９９２５ ０．９９２７ ０．９９２９ ０．９９３１ ０．９９３２ ０．９９３４ ０．９９３６
２．５０．９９３８ ０．９９４０ ０．９９４１ ０．９９４３ ０．９９４５ ０．９９４６ ０．９９４８ ０．９９４９ ０．９９５１ ０．９９５２
２．６０．９９５３ ０．９９５５ ０．９９５６ ０．９９５７ ０．９９５９ ０．９９６０ ０．９９６１ ０．９９６２ ０．９９６３ ０．９９６４
２．７０．９９６５ ０．９９６６ ０．９９６７ ０．９９６８ ０．９９６９ ０．９９７０ ０．９９７１ ０．９９７２ ０．９９７３ ０．９９７４
２．８０．９９７４ ０．９９７５ ０．９９７６ ０．９９７７ ０．９９７７ ０．９９７８ ０．９９７９ ０．９９７９ ０．９９８０ ０．９９８１
２．９０．９９８１ ０．９９８２ ０．９９８２ ０．９９８３ ０．９９８４ ０．９９８４ ０．９９８５ ０．９９８５ ０．９９８６ ０．９９８６
３．００．９９８７ ０．９９８７ ０．９９８７ ０．９９８８ ０．９９８８ ０．９９８９ ０．９９８９ ０．９９８９ ０．９９９０ ０．９９９０
３．２０．９９９３ ０．９９９３ ０．９９９４ ０．９９９４ ０．９９９４ ０．９９９４ ０．９９９４ ０．９９９５ ０．９９９５ ０．９９９５
３．４０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９７ ０．９９９８
３．６０．９９９８ ０．９９９８ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９
３．８０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９ ０．９９９９

Φ（４０）＝０９９９９６８３２９ Φ（５０）＝０９９９９９９７１３３ Φ（６０）＝０９９９９９９９９９

·８６１· 工 程 数 学


