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内容介绍

弹性连杆机构的振动对其工作精度、疲劳寿命等都有重要影响。随着连杆机构
向高精度、高速度、小质量、高负荷方向发展，其弹性振动的特性也就愈显重要。本书
主要介绍作者在连杆机构弹性振动方面的研究工作，涉及含复合材料构件的机构振
动和在机电耦合作用下的机构非线性振动两个方面内容。

纤维复合材料的刚重比、强重比和阻尼减振特性都显著高于传统金属材料，在连
杆机构中采用纤维复合材料构件是抑制其弹性振动的一条有效措施。但纤维复合材
料是各向异性材料，其弹性常数等有别于金属材料，其构件的刚度与阻尼特性也不同
于金属材料构件。含复合材料构件的连杆机构的振动方程及其相应计算等都与金属
材料构件的连杆机构有很大区别。本书介绍了如何建立含叠层复合材料构件、三维
编织复合材料构件的连杆机构的振动方程，以及复合材料的细观力学参数与连杆机
构宏观动态性能之间的关系等内容。

连杆机构的运行与研究表明，电动机的电磁参数对机构的动态性能有重要影响，
如：驱动电动机的电磁谐波有时会引起连杆机构产生强烈振动；系统的临界转速会随
电动机的运行参数变化而变化；在一定条件下，系统将出现参数共振与强迫振动相耦
合的振动；等等。因此，把驱动电动机与连杆机构集成研究是有必要的。本书介绍了
如何建立反映驱动电动机机电耦合关系的有限元单元及通过此种单元建立电动机
连杆机构系统的有限元动态分析方程，并讨论了此类系统在各种激励作用下的非线
性振动特点、运动稳定性等。

本书分为五章。第１章为绪论。第２章介绍由连杆机构与驱动电动机组成的系
统的弹性振动方程。连杆机构包括金属材料构件的连杆机构、含对称叠层复合材料
构件的连杆机构、含三维编织纤维复合材料构件的连杆机构。电动机包括三相交流
电动机、直流电动机、伺服电动机。系统包括电动机四杆机构系统和电动机两自由
度五杆机构系统。第３章分析电动机连杆机构系统的非线性振动，包括系统的自激
惯性力、系统的参激振动机理、参激振动的耦合、非线性共振分析。第４章为系统的
运动稳定性分析，包括主共振的运动稳定性、次谐共振的运动稳定性、超谐共振的运
动稳定性、组合共振的运动稳定性、多重共振的运动稳定性分析等。第５章介绍机构
弹性振动响应的仿真计算，包括迭代式模态叠加多尺度法的求解过程、多尺度Ｎｅｗ
ｍａｒｋ法的求解过程和实例分析。

本书既可作为科研与工程技术人员的参考书，也可作为相关专业研究生的教材。



序

随着机器的运行速度不断提高，载荷逐步加大，机器运行中其弹性构件的振动对
其运动精度、疲劳寿命等的影响越来越显著。对机器弹性构件振动特性的深入研究，
是机器设计的重要内容，对提高机器动态性能具有重要的作用。

蔡敢为教授及其团队十多年来对连杆机构的弹性振动性能进行了深入系统的研
究，特别是对含复合材料构件的连杆机构振动特性、考虑驱动电动机与连杆机构的机
电耦合作用的连杆机构系统的动态特性等开展了很有成效的研究工作。

采用复合材料替代金属来制造连杆机构的构件，是保证机构在高速下的运动精
度和抑制其有害振动的一种有效措施。复合材料的比强度、比刚度大，阻尼特性等也
明显优于金属材料，有利于改善机构的振动特性。特别是三维编织复合材料，因为其
三维编织的纤维结构克服了叠层复合材料层间强度过低的缺陷，整体性能很好，有广
泛的应用前景，也适合用于连杆机构、机器人机构等。但至今未见系统介绍含复合材
料构件的机构动力学分析与动态设计方面的专著，本书则填补了这一空白。本书详
细地介绍了含叠层复合材料构件、三维编织复合材料构件的连杆机构的弹性振动的
建模方法，并全面地分析了其动态特性，对相关的教学与科研人员来说有很大的参考
价值。

机电系统的运行与有关研究表明，电动机的电磁参数对机构的动态性能有重要
影响。将电动机和弹性连杆机构作为一个系统的动态特性分析，称为“完全动力分
析”。此前这方面的研究工作做得非常简单，甚至还没有建立包含电动机和机构的
系统分析模型，更未见深入系统介绍这方面研究的专著。建立具有不同领域的物理
量的系统动态方程不是一件容易的事情。本书创造性地提出了反映机电耦合关系的
有限元电动机单元，然后应用此有限元法建立了包含系统机械参数和电磁参数的解
析形式的振动方程。在此基础上，对系统在电动机转子振动偏心时不均匀气隙的气
隙磁场导致的电磁参数激励、系统自激惯性力产生的激励等共同作用下的振动特性
展开了全面、系统的研究，在系统各种非线性共振及其稳定性等方面获得许多深刻认
识，并总结出一些规律，这些研究成果对电动机连杆机构系统的设计有很高的参考
价值，甚至对其他机电系统的机电耦合特性研究，也有较高的参考价值。

至今，在连杆机构弹性振动研究中，“运动弹性动力学”（ｋｉｎｅｔｏｅｌａｓｔｏｄｙｎａｍｉｃｓ，
ＫＥＤ）仍然是最主要的和被广泛采用的分析方法。本书较好地充实了ＫＥＤ的内容，
对其发展有积极推动作用。我很乐意为本书作序，我相信本书的出版必将对连杆机
构的进一步发展和应用有所促进！

中国科学院院士　 　 　



前　 　 言

当连杆机构中一个及一个以上构件为弹性件时，该连杆机构称为弹性连杆机构。
连杆机构中弹性构件的振动可简称为连杆机构弹性振动。弹性构件的振动对连杆机
构工作精度、疲劳寿命等都有重要影响。在科学技术的发展、市场竞争的刺激以及人
们不断追求完美等因素的作用下，连杆机构向高精度、高速度、小质量、高负荷方面不
断发展，而其振动性能也愈发得到重视。本书主要介绍含新型纤维复合材料构件的
连杆机构的振动性能、连杆机构在机电耦合作用下的非线性振动性能两个方面的内
容。

机械学的发展与新材料的发明和应用有着紧密的联系，研究新材料在机械中的
应用是当今机械学的一个重要内容。在机械系统中应用强重比和阻尼特性显著优于
传统金属材料的先进复合材料是改善其弹性动力学性能的一条有效途径，是使机械
产品在运转速度、质量、能量消耗和动态精度等方面的市场竞争能力产生本质飞跃的
有力手段。新型的三维编织纤维增强复合材料克服了二维层合板复合材料层间刚
度、强度过低的缺陷，显著地提高了材料的整体强度，且具有良好的阻尼性能，是作为
高速连杆机构中构件的理想材料。
１９９３年秋天至１９９８年春天，我在华中科技大学完成博士学位论文期间，在导师

廖道训教授指导下完成了他主持的国家自然科学基金项目———具有三维纤维复合材
料构件的机构动力学研究（项目编号：５９４７５０２９）。我们提出了三维正交复合材料弹
性常数、三维编织纤维复合材料杆件的刚度和阻尼等的计算公式；对含三维编织复合
材料构件的连杆机构的振动方程进行了详细研究，将三维整体编织的复合材料视为
多个单向纤维复合材料的叠加，由三维应变转换矩阵得到应变分布与结点位移间的
关系，从而导出有限元单元刚度矩阵；分析了各向异性材料构件在不同振型中具有不
同阻尼的原因，即不同应变所耗散的能量不同，而在不同的振型中各种应变所占比重
不同，应变的不同组合就使得构件在不同的振型中具有不同阻尼，据此，由振动时各
单向纤维复合材料的６个应变耗散能量集合组成单元的能量耗散，从而得到了各比
阻尼容量的计算式，通过复合材料的阻尼单元模型及耗散能量表达式导出了机构的
阻尼矩阵，在此基础上建立了含三维编织复合材料杆件的连杆机构的振动方程，并详
细分析了这类连杆机构的振动性能与材料参数等之间的内在关系。
１９９８年秋至２０００年底，我在中南大学钟掘院士指导下做博士后研究，完成了中

国博士后科学基金项目———具有复合材料构件的机构动态设计理论，对含复合材料
构件的连杆机构弹性振动做了进一步的研究。但在此期间，我的主要精力放在参与
完成钟院士主持的国家自然科学基金重点项目———复杂机电系统耦合与解耦设计理
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论与方法（项目编号：５９８３５１７０）上，主要担任系统的全局耦合模型和机电耦合关系
等的研究工作。虽然该项目是结合轧钢机等冶金机械展开的，但建立具有不同物理
量的系统全局耦合动态分析模型的工作，特别是关于机电耦合关系的研究，引起了我
研究驱动电动机机电耦合关系对连杆机构非线性振动特性的影响的兴趣。

高速机构在运行中时常表现出一些人们未曾料及的现象，甚至出现严重的故障，
如：驱动电动机的电磁谐波有时会引起高速轻型机构产生强烈振动；系统的临界转速
会随电动机的运行参数变化而变化；在一定条件下，系统会出现参数共振与强迫振动
相耦合的振动，等等。２００１年初，我博士后出站后回到华中科技大学工作，于２００１
年申报了国家自然科学基金项目———含复合材料构件的机构系统耦合动力学研究
（项目编号：５０１７５０３１）并获批准。２００３年我调到广西大学工作，又申请并获得了有
关多自由度可控连杆机构系统的耦合动力学研究的教育部科技重点项目和广西自然
科学基金项目。李兆军博士、王汝贵博士在攻读博士学位期间参与了我主持的这几
个项目，是这几个项目主要的完成人。硕士生王文龙、戴文正、张晓斌、王湘、常平平、
潘德永、余振延等也完成了许多工作。在这些项目中，我和研究团队对含复合材料的
连杆机构振动问题做了进一步研究，包括针对过去Ｔｏｍｐｓｏｎ教授等人所建立振动方
程的不足，根据复合材料细观力学等理论重新推导并建立了含叠层复合材料构件的
连杆机构的振动方程，我们所建立的机构振动方程反映了叠层复合材料各部分性能
参数与机构宏观动态性能的关系，其中机构阻尼反映了叠层复合材料各部分能量耗
散特性。这些项目的研究重点是驱动电动机机电耦合作用对连杆机构振动特性的影
响。我们以驱动电动机连杆机构系统为研究对象，对这类系统的运动稳定性、准静
态响应、临界转速等进行了系统研究。针对驱动电动机转子振动偏心时不均匀气隙
的气隙磁场，分析其实际运行状态的机电耦合关系，并建立了以电动机转子横振、扭
振为节点位移的电动机有限元单元；应用有限单元法建立了含驱动电动机电磁参数、
复合材料参数和机构的结构参数的系统非线性耦合动力学模型；分析了系统存在电
磁参数振动和强迫振动的机理，研究了系统在电磁参数激励和外激励同时作用下的
内共振、主共振、组合共振、次谐共振、超谐共振及多重共振响应及其运动稳定性等非
线性振动特性，系统的共振响应、运动稳定性及临界转速与系统的结构参数、复合材
料参数、电磁参数之间的内在关系；等等。在研究中，采用了以构件的振动响应为目
标函数，以复合材料的纤维结构参数、电磁参数及复合材料构件截面的几何尺寸为设
计变量的优化设计方法。

我们前期针对连杆机构振动特性的研究成果也对我们后来对其他机电系统振动
特性的研究起到了较好的参考作用。如我们所完成的反映机电耦合关系的电动机有
限元单元、系统的有限元动态分析模型、机电系统的非线性振动分析等研究成果，对
我后来申报并获批的国家自然科学基金项目“混流式水轮发电动机组全局耦合动态
性能研究”（项目编号：５０５６５５０１）的研究工作就起到了较好的借鉴作用。

然而，从国内外的研究情况看，含复合材料构件的连杆机构振动性能、连杆机构
Ⅱ
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在机电耦合作用下的振动性能等研究内容还没有得到学术界的足够重视，这些方面
的研究对提高连杆机构动态性能的巨大潜力也还没有充分发挥出来。考虑至今尚未
见到介绍这方面内容的学术专著，本着抛砖引玉的愿望，我们将这些年关于弹性连杆
机构振动理论的研究成果组织起来形成本书，希望本书对相关科研工作及研究生培
养起到一定参考作用。也希望本书能够引起更多的研究者关注并参与研究应用复合
材料的连杆机构的振动性能和机电耦合作用对连杆机构振动特性的影响。更希望今
后这方面的研究成果能够在工程实际中得到广泛采用，促使工程中的连杆机构的动
态性能得到显著提高。

华中科技大学出版社王连弟副社长及万亚军编辑、刘锦编辑等对本书的出版给
予了大力支持，并帮助我们成功申报了“‘十二五’国家重点图书出版规划项目”（已
入选），在此对他们表示衷心的感谢。

考虑学术专著的特色，希望本书主要反映我们在连杆机构弹性振动方面的研究
结果，已尽量少引用其他文献。但还是因为知识的连贯性和读者的需要等原因，不得
不引用一些文献，最为突出的表现在本书的第２章第２节关于金属材料杆件的有限
元单元模型的介绍中。另外，从本书结构考虑，又没有将我们近年来在连杆机构弹性
振动方面的一些研究成果写入本书，如有关三向正交纤维复合材料的弹性常数、三维
正交纤维复合材料弹性性能细观力学分析、三维编织复合材料杆件的刚度与阻尼等
内容，都是含复合材料构件的机构弹性振动的重要研究内容，但从章节编排等方面考
虑，没有纳入本书正文部分，而是作为本书的参考文献提供给需要的读者。

我在完成博士学位论文期间和博士后研究工作中分别得到廖道训教授和钟掘院
士的悉心指导，他们的学术思想和研究艺术对我日后的科研工作具有深远影响。在
本书完成之际，谨向两位尊敬的导师表示衷心感谢。

本人及团队的研究工作还得到赵淳生院士的亲切关怀和指教、帮助，赵院士还在
百忙之中抽时间为本书作序，在此谨对尊敬的赵院士表示衷心感谢。

本书的内容反映了本人及所指导的研究生近期在机构动力学方面的研究成果，
这些成果是在两个国家自然科学基金（项目编号：５９４７５０２９，５０１７５０３１）及中国博士
后科学基金、湖南省自然科学基金、教育部科技重点项目基金和广西自然科学基金等
的资助下取得的，在此谨向国家自然科学基金委员会和其他资助部门表示衷心的感
谢。

在完成本书涉及的一系列科研项目的过程中，我们参考了大量国内外文献，在此
对这些文献的作者表示衷心的感谢。

本人指导的多位博士研究生和硕士研究生为本书的研究工作作出了重要贡献，
在此也要衷心地感谢他们。

由于学力浅薄、治学不精，我们对连杆机构弹性振动的研究还很不完善，尤其对
多自由度连杆机构的振动研究更需进一步深入。另外，本人在１９９８年到中南大学做
博士后研究工作后，主要精力转入了冶金机械的动态性能研究，２００３年调入广西大
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学工作后又转入水轮发电动机组的动态性能研究，此后又相继研究工程机械、工业机
器人、变胞机构、振动时效技术等，因此这些年未能持续地把精力集中于连杆机构的
弹性振动研究上，对该领域的国内外研究动态也难以很好地掌握，所以书中疏漏、不
妥甚至是错误之处在所难免，恳请读者不吝赐教。

蔡敢为　
２０１１年１１月
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第１章　 绪　 　 论

１． １　 弹性连杆机构的研究概况

连杆机构弹性振动是指连杆机构弹性构件的振动，也即连杆机构中一个及一个
以上构件为弹性件时的振动。在很多文献中，将含弹性构件的连杆机构称为弹性连
杆机构，因此也称连杆机构弹性构件的振动为弹性连杆机构的振动。弹性构件的振
动会直接对连杆机构工作造成诸多不利影响。如Ｅｒｄｍａｎ Ａ．和Ｓａｎｄｏｒ Ｇ．的文章［１］

所述，某高速印刷机的纸张抓取机构，由于弹性构件的振动，机构的真实运动与期望
运动之间存在较大误差，当实际运转速度超过设计速度一半时，就无法完成抓取动作
了；又如，工业机械手从一个工位转入下一个工位，准备实现下一个动作时，必须等这
种弹性构件的振动（即所谓“残余振动”）衰减后才可以执行，这就使得工作效率降
低［２］。另外，弹性构件的这种振动是造成构件疲劳破坏和系统噪声的重要原因。因
此，随着连杆机构向高精度、高速度、小质量、高负荷方面不断发展，对其振动性能的
研究也越来越显得重要。

早在２０世纪３０年代，就有人研究含弹性构件的连杆机构动力学问题［３］。但在
相当长的一段时间里，人们关于弹性连杆机构振动的研究都是零碎和不系统的，一般
是将机构中的一个构件考虑为弹性构件，其余视为刚性构件。直到２０世纪７０年代，
随着有限元法的引入，弹性连杆机构的振动才开始得到全面、系统的研究。２０世纪
７０年代初，美国的Ｗｉｎｆｒｅｙ Ｒ．和Ｅｒｄｍａｎ Ａ．在不同的大学以连杆机构的弹性振动研
究为博士论文课题，将有限元法应用于连杆机构的弹性振动研究中，使该领域的研究
得到了全面、系统的发展［４，５］。Ｅｒｄｍａｎ Ａ．与其导师Ｓａｎｄｏｒ Ｇ．提出了“运动弹性动力
学”（ｋｉｎｅｔｏｅｌａｓｔｏｄｙｎａｍｉｃｓ，ＫＥＤ）的概念［６］，其特征在于其基本假设：机构的弹性变形
运动不影响机构的名义运动（即把构件视为刚体时进行分析而得到的运动）。因为
连杆机构在运动中，其结构不断变化，相对于静止结构的振动，运动弹性动力学有较
大区别。至今，有关连杆机构弹性振动的研究大部分都是采用ＫＥＤ的方法，只有很
少人采用多柔体动力学的方法研究连杆机构的弹性振动问题。因为在一般情况下，
ＫＥＤ方法完全可以满足需要，只有在必须涉及弹性变形运动和刚体运动的耦合时才
需要采用多柔体动力学的方法。笔者是采用ＫＥＤ方法来研究弹性连杆机构的振
动的。

我国在２０世纪８０年代开始连杆机构的弹性振动研究，张策、廖道训、张宪民、王
玉新、邹慧君、王生泽、余跃庆、刘宏昭、于德介［７１４］等一大批学者陆续对连杆机构的
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弹性振动进行了研究，并取得了丰硕的成果，达到了国际先进水平。２０世纪９０年代
以后，继续弹性连杆机构动力学研究的主要力量来自中国（包括台湾地区）［１５］。张
策教授等人所著《弹性连杆机构的分析与设计》［１６］一书对我国关于弹性连杆机构振
动研究起到了很好的推动作用。

从２０世纪７０年代初起，弹性连杆机构研究逐步成为机构学研究领域的一个重
要分支。目前，国内外关于弹性连杆机构的研究主要就分析、综合、控制、平衡、间隙
等方面展开。在弹性动力分析方面比较有代表性的理论有：时间单元的概念［１７］，即
将连杆机构运动周期划分为一系列时间单元，机构在时间单元内为定常系统；“准静
态分析”的概念［１８］；等等。在弹性动力综合方面比较有代表性的理论有Ｉｍａｍ Ｉ．等人
的非线性规划方法［１９］、张策等人提出的运动改善法等［２０］。在机构稳定性研究方面
有代表性的工作有：Ｓｔａｍｐｓ Ｆ． Ｒ．和Ｂａｇｃｉ Ｃ．发现“机构的低阶谐振现象”［２１］；王玉新
对弹性连杆机构谐振现象展开的系列研究工作［２２］。在连杆机构弹性振动的抑制方
面，主要采用复合材料构件和主动抑制两种策略。在应用复合材料构件减轻连杆机
构弹性振动方面，Ｔｈｏｍｐｓｏｎ Ｂ． Ｓ．在２０世纪８０年代的工作最具影响力［２３］；在通过振
动控制抑制连杆机构弹性振动方面，宋震国和张宪民的工作影响较大［２４，２５］；在考虑
间隙的连杆机构动力学研究方面，Ｄｕｂｏｗｓｋｙ Ｓ．和Ｆｒｅｕｄｅｎｓｔｅｉｎ Ｆ．的工作开展最
早［２６］，而Ｅａｒｌｅｓ Ｓ．长达二十余年的研究工作也是很有影响力的［２７］。

１． ２　 弹性连杆机构非线性振动的研究概况

在弹性连杆机构动态特性的研究中，所考虑的非线性因素主要有两类：一是运动
副的间隙，二是构件的大变形。

为了保证运动副元素之间的相对运动，运动副必然有间隙，而随着机械运转而发
生的磨损又会使间隙增大。运动副间隙对连杆机构动态特性的影响是不容忽略的。
随着弹性连杆机构动力学模型继续趋向精细化，计及运动副间隙因素的非线性系统
动力学建模理论逐渐发展起来。Ｓｏｏｎｇ Ｋ．和Ｔｈｏｍｐｓｏｎ Ｂ． Ｓ．认为，在一个运动周期内
连杆机构运动副元素之间的相对关系为接触、分离和碰撞，并建立了相应的模型，这
种模型比较客观地反映了实际的物理过程，但建模和计算均十分复杂［２８］。Ｆｕｎａｂａｓｈｉ
Ｈ．等人认为连杆机构运动副元素之间只存在接触和自由两种状态，并建立了相应的
模型［２９］，这种模型应用较广泛。Ｆｕｒｕｈａｓｈｉ Ｔ．等人鉴于连杆机构运动副之间的分离
和碰撞过程都非常短，将运动副间隙视为一个无质量的刚性杆，并建立了相应的模
型［３０］，这种模型的特点是建模和计算都相对简单，但与实际情况相差较大。常宗瑜、
黄铁球等人［３１，３２］研究了带间隙的空间机构的动力学问题，对由间隙引起的结构非线
性特性进行了分析，同时文荣等人［３３］还以理论计算和实验研究为基础，从结构的固
有频率、动力学响应、结构碰撞振荡等方面出发验证了实际空间结构由铰间间隙引起
的非线性动力学特性。
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随着机械运转速度的提高，构件弹性变形也会变得不可忽略。文荣等人［３４］通过
研究静止状态机构受单频激励作用的动力学响应，揭示了弹性机构的非线性振动特
性，表明机构弹性件的大变形是导致其产生非线性振动的关键因素。在此基础上，他
们还建立了考虑构件大变形引起的材料几何非线性的弹性连杆机构动力学模型。
Ｈｓｉｅｈ Ｓ． Ｒ．与Ｓｈａｗ Ｓ． Ｗ．等人［３５，３６］采用多尺度法对带柔性连杆的四连杆机构的动
力学稳定性及非线性共振问题进行了分析，着重研究了系统的主参数激振、主共振及
超谐共振问题。王玉新［３７］也通过应用多尺度法研究了连杆机构由大变形引起的非
线性响应，对连杆机构的主共振、分数共振、组合共振和内共振等进行了详细的研究，
其研究显示利用多尺度法不仅可以更深入地解释一些利用线性系统理论无法很好解
释的物理现象，还可以更深入地认识连杆机构的动力学本质。赫淑英等人［３８］根据梁
的弹性理论，基于拉格朗日方程导出梁的振动方程，研究了系统低频率振动造成火箭
连接结构松动及相对滑动引起的干摩擦阻尼、线性刚度及非线性刚度变化对系统动
力学特性的影响。Ｄｕ Ｈ．等人［３９，４０］分别应用有限元法对三维弹性连杆机构和柔性臂
进行了动力学研究，分析了杆件大弹性变形引起的几何非线性对机构动态特性的影
响。张宪民等人［４１，４２］应用有限元法及虚位移原理建立了计入几何非线性时弹性连
杆机构一般形式的时变非线性动力学方程，并将结构非线性问题的模态叠加方法的
思想引入机构非线性运动方程组的求解中，取得了较好的效果。

１． ３　 含复合材料构件的弹性连杆机构的振动研究进展

采用复合材料构件是抑制连杆机构弹性构件振动、改善其动态性能的一项重要
措施。早在２０世纪８０年代，Ｔｈｏｍｐｓｏｎ Ｂ． Ｓ． ［２３］、Ｓｕｎｇ Ｃ． Ｋ． ［４３］、廖道训［２］等人就相
继研究了采用叠层复合材料（也称层合板复合材料）构件的连杆机构的振动问题，并
取得了一系列的研究成果。但他们的工作不够细致完善，基本上没有引入复合材料
力学理论研究这种新材料机构的动态性能，只是简单地用该各向异性复合材料的宏
观平均综合性能套用各向同性的金属材料的有限元计算公式，而没有考虑复合材料
的各向异性和组分材料特性。如在应用有限元法建立机构动态分析方程时，他们没
有对这种复合材料梁单元的动能、势能情况作详细分析，而是直接引用传统金属材料
的有限元梁单元的质量矩阵、刚度矩阵，只是把其中的密度和弹性模量换为层合板复
合材料的平均密度和弹性模量。尤其是和建立金属构件弹性连杆机构的动态方程时
一样，没能给出机构的阻尼矩阵，或是采用由质量矩阵和刚度矩阵组合的比例矩阵进
行了近似处理。机构模态阻尼这一重要的动态特性长期未得到详细研究，上述学者
在分析中仅考虑了杆件的比阻尼容量，在为减小机构振动的极大阻尼优化设计中，也
只能以杆件比阻尼容量为目标。

针对关于层合板复合材料构件的机构振动问题研究的不足，蔡敢为等人对采用
该材料的连杆机构的振动方程进行了详细研究［４４］。在建模中，应用复合材料细观力
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学等理论分析推导了叠层复合材料梁单元质量矩阵和刚度矩阵，特别是采取复合材
料梁振动时的黏滞阻尼力与速度的一次方成正比的假设，按照阻尼力在一个振动周
期内所做的功与用阻尼损耗因子表达的一个周期内的耗能相等的原理，研究推导了
机构的阻尼矩阵计算式。因此，用系统的结构参数、材料参数完整地表达了其刚度、
惯量和阻尼特性，使有关层合板复合材料构件的机构振动理论更加完善。

因为叠层复合材料存在层间强度低的明显缺陷，其应用有一定局限性。２０世纪
９０年代发明的三维编织复合材料克服了叠层复合材料层间强度低的缺陷，材料的整
体刚度和强度有显著提高，且具有良好的抗损坏性能，在许多领域具有很好的应用前
景，也适合作为连杆机构、机器人机构的构件。这种新型复合材料出现不久，廖道训
就率先提出了将其应用于连杆机构以改善机构的动态性能的设想，并就此设想于
１９９４年申报了国家自然科学基金项目并获批准。廖道训在２０世纪８０年代中期就
与美国密歇根州立大学的Ｔｈｏｍｐｓｏｎ一起进行含复合材料构件的机构动力学研究，并
在Ｔｈｅ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｂｏｔｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ［２］、Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｍａｔｅｒｉａｌ等
刊物发表了其研究成果［４５］。廖道训教授是最早研究具有复合材料构件的连杆机构
动态性能的学者之一。

由于三维编织复合材料的三维四向的纤维结构十分复杂，过去有关叠层复合材
料的强度、刚度和阻尼的计算公式等都不适用。为了将三维纤维复合材料应用于连
杆机构，廖道训、蔡敢为等人对三维纤维复合材料的弹性常数（弹性模量、泊松比）、
三维编织复合材料杆件的刚度、阻尼等进行了系统研究［４６

!

５２］，并综合应用复合材料
力学理论和ＫＥＤ理论等对具有三维编织复合材料构件的连杆机构的振动方程、机构
的模态阻尼、动态响应等进行了系统研究［５３，５４］。其中：在应用有限元法建立含三维
编织复合材料构件的连杆机构的振动方程时，从材料细观结构的角度分析研究了其
梁的单元质量、刚度和阻尼矩阵；将三维整体编织的复合材料视为多个单向纤维复合
材料的叠加，由三维应变转换矩阵得到应变分布与节点位移间的关系，从而导出单元
刚度矩阵；分析了各向异性材料构件在不同振型中具有不同阻尼的原因，即不同应变
所耗散的能量不同，而在不同的振型中各种应变所占比重不同，应变的不同组合就使
得其在不同的模态中具有不同阻尼，据此，由振动时各单向纤维复合材料的６个应变
耗散能量集合组成单元的能量耗散，得到了各比阻尼容量的计算式，进而得到阻尼
矩阵。

１．４　 弹性连杆机构在机电耦合作用下的非线性振动性能研究进展

现代连杆机构的应用与研究表明：电动机的电磁参数对机构的动态性能有重要
影响，驱动电动机的电磁谐波有时会引起高速轻型机构的强烈振动；系统的临界转速
会随电动机的运行参数变化而变化；在一定条件下，系统将出现参数共振与强迫振动
相耦合的振动；等等。因此，将驱动电动机与机构集成研究是有必要的。但是，在很
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长的时间内，人们在弹性连杆机构的动态分析中，没有对机电耦合关系作深入细致的
分析，建立机构动态分析模型时，一般是采用主动件等速运动的假设，而未考虑电动
机电磁参数的影响。仅有少数学者抛弃了主动件等速运动假设，考虑了电动机的影
响。这种将电动机和弹性连杆机构合在一起作为一个系统所进行的弹性动力分析称
为“完全动力分析”。Ｌｉｏｕ Ｆ． Ｗ． ［５５］、Ｓｍａｉｌｉ Ａ． ［５６］、张策［５７］等人在完全动力分析方
面的工作都取得了一定成果，但他们的工作还不够深入，建模时并未把系统作为一个
统一的对象，而是将电动机和连杆机构分割开来处理，仅仅是在弹性连杆机构动态方
程的基础上引入一个简单的机电关系式，即电动机电磁转矩与电枢电流间的线性关
系Ｍ ＝ ＣΦＩ，它只适用于电动机的转子无任何偏心和振动、电动机气隙稳定均匀的理
想状态。因为此模型未能真实、准确地反映机、电之间复杂的耦合关系，基于此模型
研究电磁参数与机构临界速度、多重共振等之间关系是困难的，因此这些问题一直未
见有文献详细介绍。实际上，一般电动机的运行状况是，转子多处于进动状态，气隙
磁场也不是稳定均匀的。由于供电系统的原因，电动机的电参数也是经常波动的，如
三相交流电也难以保证恒定理想的三相对称状态。邱家俊［５８］通过理论和实验研究
证实，即使对于不连接任何负载的实验电动机，电磁参数也会导致转子的复杂横振、
扭振行为，甚至转子的固有频率会随激磁电流的增大而一分为二，即发生有趣的固有
频率分裂现象，并同时激起两个振型的共振，即双重共振。自然，电动机与连杆机构
连接后，情形会显著复杂化，仅仅把运行中连杆机构的惯量计入电动机转子的不断变
化的等效转动惯量都会使机、电之间的相互影响更为复杂。因此，把电动机弹性机
构系统作为一个统一对象来深入研究有助于更完善地解释弹性连杆机构的分数共
振、组合共振等现象。但是应用有限元法建立不同物理量的解析方程常被认为不是
很容易的。蔡敢为、李兆军等人对此进行了较为系统、深入的研究［５９］，根据三相交流
电动机转子存在振动偏心这种实际状态的机电耦合关系，引入电动机气隙磁场能量
函数，建立了以电动机转子横振、扭振为节点位移的电动机单元，应用有限元法建立
含电动机电磁参数和金属材料的弹性连杆机构结构参数的系统动态方程，并根据该
方程对系统的动态响应进行了仿真计算和分析，经实验验证，并与以往未考虑机电耦
合因素所建方程的仿真计算结果对比，证实所建方程表达了以往方程未能反映的动
态性能，较好地体现了系统动态性能与其电磁参数、结构参数之间的实在关系。同
时，他们还在此基础上，结合叠层复合材料连杆单元、三维编织复合材料连杆单元，分
别建立了电动机含叠层复合材料构件的机构系统的动态分析模型、电动机含三维
编织复合材料构件的机构系统的动态分析模型。后来，蔡敢为、王汝贵等人又在对直
流电动机、伺服电动机机电耦合关系研究的基础上，建立了直流电动机、伺服电动机
的有限单元模型，并在此基础上建立了混合驱动两自由度五杆机构系统的振动方程。
在建立了各种电动机连杆机构系统的振动方程后，本书作者等人对这些系统的非线
性振动性能进行了系统研究［６０ ～ ７５］：利用多尺度法对电动机弹性连杆机构系统的参
激振动和强迫振动的耦合机理及发生参、强联合共振条件进行深入研究，得到了一些
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有益的结论；在充分考虑摄动法和数值分析法特点的基础上，推导了既能用于深入研
究电动机弹性连杆机构系统的动力学特性，又能求得较高精确度的动力学响应的方
法———迭代式模态叠加多尺度法和多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法，为分析和计算系统的动力学
特性提供了有效的方法；采用多尺度法研究了电动机弹性四连杆机构系统和混合驱
动五连杆机构系统在电磁参数激励下的主共振和次谐共振、在系统自激惯性力作用
下的超谐共振、在电磁参数激励和自激惯性力共同作用下的组合共振和多重共振及
其运动稳定性等问题，给出了各种共振响应的一次近似摄动解表达式，并分析了电动
机弹性连杆机构系统的动力学特性与系统的电磁参数、结构参数及材料参数之间的
内在联系。

本书主要介绍本书作者在含新型纤维复合材料构件的连杆机构的振动性能、连
杆机构在机电耦合作用下的非线性振动性能两个方面的研究中所取得的成果，包括
含叠层复合材料构件、三维编织复合材料构件的连杆机构的振动方程，复合材料的细
观力学参数与连杆机构宏观动态性能之间的关系，反映驱动电动机机电耦合关系的
电动机有限元单元，通过该单元建立电动机连杆机构系统的有限元动态分析方程，
以及该系统在各种激励作用下的非线性振动、运动稳定性等内容。这些研究工作对
抑制弹性连杆机构的振动和弹性连杆机构的设计等都有较好的借鉴作用，但目前国
内外涉及这些研究内容的文献还不多见。
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第２章　 连杆机构的振动方程

为了研究弹性连杆机构的振动特性，需要建立其振动方程。只有在这种解析形
式的动态分析模型基础上，才能方便地对其振动规律进行系统研究。本章主要介绍
应用有限元法建立连杆机构振动方程的方法与过程。

在工程实际中，常常需要针对不同的研究目的，建立各种不同的连杆机构振动
方程。

为了改善连杆机构的动态性能，现代连杆机构不仅采用了金属材料构件，还采用
了先进复合材料构件。含这些各向异性的复合材料构件的连杆机构的振动方程是不
同于金属材料构件机构的振动方程的。

现代连杆机构的应用与相关研究表明，其驱动电动机的机电耦合作用会对连杆
机构的弹性振动产生影响。要深入研究连杆机构在电动机机电耦合作用下的振动特
性，就需要建立电动机弹性连杆机构系统的振动方程。这种考虑驱动电动机影响的
连杆机构振动分析即连杆机构弹性振动分析的“完全动力分析”［１６］。

多自由度可控机构由包含控制电动机在内的多个电动机驱动，其输出运动由多
个原动件共同决定，改变控制电动机的控制程序即可轻松地改变机构的输出运动，即
实现机构输出的柔性化，因此多自由度可控机构具有很好的应用前景。但不同类型
的驱动电动机对机构的机电耦合作用不尽不同，多个电动机的机电耦合作用对多自
由度机构的振动影响更多，其振动方程也比单自由度机构更加复杂。

根据不同的工作任务，需要建立各种连杆机构的振动方程，如金属材料构件的四
杆机构振动方程、含叠层复合材料构件的四杆机构振动方程、含三维编织复合材料构
件的四杆机构振动方程、同时含金属材料构件和复合材料构件的四杆机构振动方程、
电动机金属材料构件四杆机构系统的振动方程、电动机含复合材料构件四杆机构
系统的振动方程、含复合材料构件的混合驱动五杆机构系统的振动方程……

应用有限单元法建立连杆机构的振动方程时，是将对象离散并划分为若干单元，
进行单元特性分析，建立单元特性矩阵，形成单元特性方程，再将各单元特性矩阵装
配成对象的整体特性矩阵，从而建立整体振动方程的。所以，在建立上述各种不同类
型的连杆机构振动方程时，不同点主要体现在不同的有限元单元分析上。而由各个
相同或不相同类型的有限元单元装配、建立连杆机构整体的振动方程的方法和过程
则基本上是相同的。本章首先分别介绍建立各种连杆机构振动方程需要涉及的有限
元单元，然后介绍由这些单元装配、建立各种连杆机构的振动方程的方法。

７



２． １　 电动机单元

为了应用有限元法建立电动机连杆机构系统的振动方程，我们提出了一类新的
有限元单元———电动机单元。这种电动机单元与连杆机构振动分析的其他单元有相
同之处，即也是通过节点与其他单元相联系；也有其特殊之处，如在单元的刚度分析
中，不仅要考虑电动机轴的弹性势能，还要考虑电动机的气隙磁场能，这种考虑较好
地体现了真实情况。具体分析如下。

由电机学知识可知：三相交流电动机三相定子绕组和三相转子绕组在空间对称
分布，且定子绕组通以三相对称电流，各相电流在气隙空间产生正弦分布的磁势；伺
服电动机通常工作在不对称情况下，即加在两个绕组上的电压和绕组中电流是不对
称的，在气隙中的合成磁场为椭圆形旋转磁场。因此，分析伺服电动机的磁场性能
时，与一般三相交流电动机有所不同，必须首先把气隙中的椭圆旋转磁场分解成正序
和负序两个圆形旋转磁场来等效；对直流电动机而言，虽然其结构相对其他电动机比
较简单，但其定子和转子机构与其他电动机又有所不同，其励磁磁势和电枢磁势也与
其他电动机不同。所以针对各电动机结构与电磁参数的特点，分别对其进行分析。
２． １． １　 三相交流电动机单元
为保证简便而不失一般性，在电动机轴的动力分析中，进行如下简化：在研究电

动机轴上任一点的绝对加速度时，忽略哥氏加速度和牵连加速度中的刚体运动与弹
性变形运动的耦合项；在应变能计算中忽略剪切变形的影响及横向位移对拉、压应变
能的影响；电动机转子部分的长径比较小，将其视为刚体。振动分析中主要考虑电动
机轴的弹性，电动机转子系统动力学分析采用轴盘系统模型，该轴盘系统的刚、弹性
运动情况可由转子质心的偏心振动（即横向振动）和电动机轴相对于转子的扭转振
动决定。如图２１所示，１，２，３，４为电动机单元的四个节点，其中：节点１设定在左支
承轴承的中点处，节点位移皆为零；节点２设定在电动机转子几何中心处，有两个节
点位移，即ｙ，ｚ方向的横向位移ｕ１，ｕ２；节点３设定在右支承轴承的中点处，有一个节
点位移，即扭角ｕ３；节点４设定在轴的输出端，有一个节点位移，即扭角ｕ４。于是，此
横振和扭振可由广义坐标向量ｕ１ ＝［ｕ１ 　 ｕ２ 　 ｕ３ 　 ｕ４］Ｔ表达。图中，Ｏｘｙｚ为电动机
单元坐标系。

图２１　 电动机单元简图
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２． １． １． １　 位移模式
图２１所示电动机轴的轴线上任一点沿ｙ方向的弹性横向位移Ｗ１ｙ（ｘ，ｔ）、沿ｚ

方向的弹性横向位移Ｗ１ｚ（ｘ，ｔ）及弹性扭角Ｖ１（ｘ，ｔ）可分别表示为
Ｗ１ｙ（ｘ，ｔ）＝ １（ｘ）ｕ１（ｔ）
Ｗ１ｚ（ｘ，ｔ）＝ ２（ｘ）ｕ２（ｔ）
Ｖ１（ｘ，ｔ）＝ ∑

ｉ
ｉ（ｘ）ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ ３，４{ ）

（２１）

式中：１（ｘ），２（ｘ），３（ｘ），４（ｘ）为电动机单元的型函数，且

　 　 　 １，２（ｘ）＝
１ － １０ｅ３１１ ＋ １５ｅ

４
１１ － ６ｅ

５
１１ 　 　 （ｘ≤ ｌ１１）

１ － １０ｅ３１２ ＋ １５ｅ
４
１２ － ６ｅ

５
１２ （ｌ１１ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２）

０ （ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＋ ｌ１３
{ ）

　 　 　 ３（ｘ）＝
０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ≤ ｌ１１）
１ － ｅ１２ （ｌ１１ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２）
ｅ１３ （ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＋ ｌ１３

{ ）

　 　 　 ４（ｘ）＝
０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ≤ ｌ１１）
０ （ｌ１１ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２）
１ － ｅ１３ （ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＜ ｘ≤ ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＋ ｌ１３

{ ）
式中：ｅ１１ ＝ ｘｌ１１，ｅ１２ ＝

ｌ１１ ＋ ｌ１２ － ｘ
ｌ１２

，ｅ１３ ＝ ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＋ ｌ１３ － ｘｌ１３
，其中ｌ１１，ｌ１２，ｌ１３分别为节点１与

２′、节点２″与３、节点３与４间的长度，２′、２″分别为转子左右两侧的端点；ｕｉ（ｔ）为图２
１所示的节点位移。

２． １． １． ２　 单元动能与质量矩阵
在考虑电动机单元动能时，假定每个截面处的质量都集中到轴线上来，且忽略截

面转动的动能，则电动机单元的动能为
ＴＥ１ ＝

１
２ ∫

ｌ１

０
［ｍ１（ｘ）＋ ｍ１０δ（ｌ１１）］［Ｗ

·
１Ｙａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ

＋ １２ ∫
ｌ１

０
［ｍ１（ｘ）＋ ｍ１０δ（ｌ１１）］［Ｗ

·
１Ｚａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ

＋ １２ ∫
ｌ１

０
［Ｊ１（ｘ）＋ Ｊ１０］［Ｖ

·
１ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ （２２）

式中：ｌ１为电动机轴长度，ｌ１ ＝ ｌ１１ ＋ ｌ１２ ＋ ｌ１３；ｍ１（ｘ）为电动机轴的质量分布函数（不含
电动机转子），对于等截面电动机轴，ｍ１（ｘ）＝ ρ１Ａ１，ρ１ 为电动机轴的材料密度，Ａ１ 为
电动机轴的横截面积；ｍ１０为电动机转子的质量；Ｊ１（ｘ）为电动机轴的转动惯量分布函
数（不含电动机转子），对于等截面电动机轴，Ｊ１（ｘ）＝ １２ ρ１Ａ１ ｒ

２
１，ｒ１ 为电动机轴的半

径；Ｊ１０为电动机转子的转动惯量；Ｗ
·
１ｙａ（ｘ，ｔ）为电动机轴的轴线上坐标为ｘ的任一点沿

ｙ方向的横向绝对速度；Ｗ·１ｚａ（ｘ，ｔ）为电动机轴的轴线上坐标为ｘ的任一点沿ｚ方向的横
９
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向绝对速度；Ｖ·１ａ（ｘ，ｔ）为电动机轴上距离原点为ｘ的任意横截面的绝对角速度。
将式（２１）及相关型函数代入式（２２）中，忽略刚体运动与弹性运动的耦合项，整

理得
ＴＥ１ ＝

１
２ ｕ
　·Ｔ
１ａ ｍ１ ｕ

　·
１ａ （２３）

式中：ｕ·１ａ为节点的绝对速度向量；ｍ１为电动机单元的质量矩阵，且
（ｍ１）１１ ＝ ∫

ｌ１

０
［ｍ１（ｘ）＋ ｍ１０δ（ｌ１１）］１（ｘ）１（ｘ）ｄｘ

（ｍ１）２２ ＝ ∫
ｌ１

０
［ｍ１（ｘ）＋ ｍ１０δ（ｌ１１）］２（ｘ）２（ｘ）ｄｘ

（ｍ１）ｋｐ ＝ ∫
ｌ１

０
［Ｊ１（ｘ）＋ Ｊ１０］ｋ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４）

ｍ１的其余各元素皆为零。
２． １． １． ３　 单元势能与刚度矩阵
在忽略剪切和屈服变形能的情形下，电动机单元的弹性势能为
Ｎ１１ ＝

１
２ ∫

ｌ１

０
Ｅ１ Ｉ１（ｘ） 

２Ｗ１Ｙ（ｘ，ｔ）
ｘ[ ]２

２

ｄｘ ＋ １２ ∫
ｌ１

０
Ｅ１ Ｉ１（ｘ） 

２Ｗ１Ｚ（ｘ，ｔ）
ｘ[ ]２

２

ｄｘ

＋ １２ ∫
ｌ１

０
Ｇ１Ｊ０１（ｘ） Ｖ１（ｘ，ｔ）[ ]ｘ

２

ｄｘ （２４）
式中：Ｅ１为电动机轴材料的弹性模量；Ｉ１（ｘ）为电动机轴抗弯截面惯性矩分布函数；
Ｇ１为电动机轴材料的剪切弹性模量；Ｊ０１（ｘ）为电动机轴极惯性矩分布函数。

严格地说，由于电动机存在齿槽等因素，空间磁通密度沿气隙圆周并非完全按正
弦分布［７６］。在异步电动机正常运行时，气隙中除了存在基波旋转磁场外，还存在一
系列的高次谐波磁场，如图２２所示。这些高次谐波主要是由于主极的外形未经特
殊设计，再加上铁芯的饱和使气隙磁场在空间呈非正弦分布而产生的。气隙高次谐
波磁场是产生谐波转矩和杂散损耗的主要原因。交流绕组磁势不仅是空间的函数，
而且也是时间的函数。

图２２　 电动机主极磁场的磁通密度分布及其谐波
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在以电动机作为驱动单元的机械系统中，电磁场的电磁参数与传动系统的力学
参数交互影响，构成耦合。这种耦合表现为电磁场产生谐波分量，对传动系统的振动
构成直接激励。这种激励在电动机驱动的机电设备中普遍存在，且激励作用随电动
机功率的增大而增强。谐波分量的频率成分由电动机的驱动形式决定，在交流电动
机中的谐波以５０ Ｈｚ倍数频率的为主。由于电动机气隙中存在着一系列的谐波磁
场，它们相互作用，由此在气隙中形成电磁力波。电磁力波作用于定子铁芯内圆表
面，引起定子系统振动，而定子铁芯的径向振动位移反过来又会进一步影响气隙磁
场，进而影响到电磁力的成分。作用于铁芯的力波和由它引起的振动可能同时存在
径向、轴向和切向分量。在正弦波电压供电下，电动机气隙时间谐波磁场通过对电动
机结构采取措施而得到削弱。

为了便于分析，这里采用以下的基本假设：
（１）电动机三相定子绕组Ａ，Ｂ，Ｃ和三相转子绕组ａ，ｂ，ｃ在空间对称分布，且定

子绕组通以三相对称电流，各相电流在气隙空间产生正弦分布的磁势；
（２）由于电动机磁场气隙长度δ相对于转子半径和转子有效长度Ｌ０１很小，因此

忽略气隙磁场两端的边缘效应，将电动机磁场看做二维磁场来研究；
（３）忽略磁路饱和与漏磁，磁导率无穷大；
（４）硅钢片材料各向同性，其磁化曲线是单值的；
（５）波形好，高次谐波分量小，只考虑基波分量的作用。
当电动机采用分别绕组、短距线圈等工艺时，就能够使高次谐波分布系数比基波

分布系数小很多，即在基波磁动势稍微有所减小的同时，使谐波磁动势受到大幅度削
弱，从而改善磁动势的波形。在以上的基本假设条件下，电动机三相绕组对称分布，
在空间互差１２０°电角度，并且三相电流的幅值相等。

电动机转子的偏心主要包括静偏心、振动偏心和转动偏心等，为保证简便而不失
一般性，这里仅考虑电动机转子存在转动偏心和振动偏心的情况。图２３为电动机
转子存在转动偏心和振动偏心时的气隙示意图，其中点Ｏ为定子内圆几何中心，点
Ｏ１为转子外圆几何中心，且Ｏ１ 的坐标为（ｙ，ｚ），δ为气隙长度，ｅ为气隙偏心，ｅ ＝
ｙ２ ＋ ｚ槡 ２，且

图２３　 存在转动偏心和振动偏心时的气隙示意
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ｙ ＝ ｅ０ｃｏｓφ１ ＋ ｕ１
ｚ ＝ ｅ０ ｓｉｎφ１ ＋ ｕ

{
２

（２５）

式中：ｅ０为转动偏心；ｕ１，ｕ２分别为振动偏心在ｙ轴和ｚ轴方向的分量；φ１ 为电动机
轴的转角。

由机电分析动力学可知，电动机气隙磁场能［５８］为
Ｎ１２ ＝

Ｒ１Ｌ０１
２ ∫

２π

０
Λ０∑

∞

ｎ ＝ ０
εｎ１ ｃｏｓ

ｎ（α － φ１）［Ｆ１ｍｃｏｓ（ω０ ｔ － α）
＋ Ｆ２ｍｃｏｓ（φ１ ＋ ｓω０ ｔ － α － ）］２ｄα （２６）

式中：Ｒ１为电动机定子内圆半径；Ｌ０１为转子的有效长度；ε１为有效相对偏心，且ε１ ＝
ｅ
ｋμδ０
，其中δ０为均匀气隙长度，ｋμ为气隙饱和度，且ｋμ ＝ １ ＋ δＦｅｋ１δ０，ｋ１为平均气隙的计

算气隙系数，δＦｅ为铁磁材料当量气隙长度；Λ０ 为电动机均匀气隙磁导，且Λ０ ＝ μ０ｋμδ０，

μ０为空气磁导率；ｓ为转差率；ω０ 为电动机的同步转速，且ω０ ＝ ６０ｆｐ ，ｆ为供电电源频
率，ｐ为合成磁场磁极对数；为转子电流滞后定子电流的相位角；Ｆ１ｍ，Ｆ２ｍ分别为定、
转子三相合成磁势的幅值；α为径向气隙与ｙ轴的夹角。

式（２６）中：ｎ ＝ ０的分量最大，占主导作用；ｎ≠０的各项都是因气隙偏心引起
的，而且各项分量所占的比重不同，由于ε１１，因而随着ｎ的增大，该分量数值迅速
减小。一般情况下，取前面两项就可以保证分析精度，这里取其前三项（即ｎ ＝ ０，１，
２）进行研究。

将式（２６）展开，取前三项，整理得
Ｎ１２ ＝

Ｒ１Ｌ０１Λ０
２ ∫

２π

０
｛（１ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２２σ２

）＋ ｙ
σ
ｃｏｓα ＋ ｚσ

ｓｉｎα ＋ ｙ
２ － ｚ２

２σ２
ｃｏｓ２α ＋ ｙｚ

σ２
ｓｉｎ２[ ]α

·［Ｆ１ｍｃｏｓ（ω０ ｔ － α）＋ Ｆ２ｍｃｏｓ（φ１ ＋ ｓω０ ｔ － α － ）］２｝ｄα （２７）
　 　 单元的总势能Ｎ１由弹性势能Ｎ１１和电动机气隙磁场能Ｎ１２组成，即

Ｎ１ ＝ Ｎ１１ ＋ Ｎ１２ （２８）
将式（２１）、式（２４）、式（２５）、式（２７）及相关型函数代入式（２８）中，并整理得

Ｎ１ ＝
１
２ ｕ

Ｔ
１（ｋ１ ＋ ｋ０１）ｕ１ ＋ ＥＴ０（ｋ１ ＋ ｋ０１）ｕ１ ＋ １２ Ｅ

Ｔ
０（ｋ１ ＋ ｋ０１）Ｅ０

＋
Ｒ１Ｌ０１Λ０
２ ·［Ｆ１ｍｃｏｓ（ω０ ｔ － α）＋ Ｆ２ｍｃｏｓ（φ１ ＋ ｓω０ ｔ － α － ）］２ｄα （２９）

式中：ｋ１为电动机单元与弹性势能Ｎ１１相关的刚度矩阵；ｋ０１为电动机单元与电动机气
隙磁场能Ｎ１２有关的刚度矩阵；ｕ１为电动机单元广义坐标向量；Ｅ０为与电动机转子转
动偏心相关的向量，且

２１

　 连杆机构弹性振动理论研究



Ｅ０ ＝ ［ｅ０ｃｏｓφ１ 　 ｅ０ ｓｉｎφ１ 　 ０　 ０］
（ｋ１）１１ ＝ ∫

ｌ１

０
Ｅ１ Ｉ１（ｘ） 

２１（ｘ）
ｘ[ ]２

２

ｄｘ

（ｋ１）２２ ＝ ∫
ｌ１

０
Ｅ１ Ｉ１（ｘ） 

２２（ｘ）
ｘ[ ]２

２

ｄｘ

（ｋ１）ｋｐ ＝ ∫
ｌ１

０
Ｇ１Ｊ０１（ｘ）ｋ（ｘ）ｘ

·ｐ（ｘ）
ｘ

ｄｘ　 （ｋ、ｐ ＝ ３、４）
（ｋ０１）１１ ＝ － ２ｇ１１ － ｇ１２ ｃｏｓ Ω０ ｔ － ｇ１３ ｓｉｎ Ω０ ｔ
（ｋ０１）１２ ＝ （ｋ０）２１ ＝ － ｇ１２ ｓｉｎ Ω０ ｔ ＋ ｇ１３ ｃｏｓ Ω０ ｔ
（ｋ０１）２２ ＝ － ２ｇ１１ ＋ ｇ１２ｃｏｓ Ω０ ｔ ＋ ｇ１３ ｓｉｎ Ω０ ｔ

其余各项元素为零，且
Ω０ ＝ ２ω０

ｇ１１ ＝
πＲ１Ｌ０１Λ０
４σ２

［Ｆ２１ｍ ＋ Ｆ２２ｍ ＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｃｏｓ］

ｇ１２ ＝
πＲ１Ｌ０１Λ０
４σ２

［Ｆ２１ｍ ＋ Ｆ２２ｍｃｏｓ２ ＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｃｏｓ］

ｇ１３ ＝
πＲ１Ｌ０１Λ０
４σ２

［Ｆ２２ｍｓｉｎ２ ＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｓｉｎ］

２． １． ２　 伺服电动机单元
在伺服电动机轴的动力学分析中，进行如下简化：研究伺服电动机轴上任一点的

绝对加速度时，忽略哥氏加速度和牵连加速度中的刚体运动与弹性变形运动的耦合
项；在应变能计算中忽略剪切变形的影响及横向位移对拉、压应变能的影响；伺服电
动机转子的长径比较小，将其视为刚体。

振动分析中主要考虑伺服电动机轴的弹性，采用轴盘系统模型，该轴盘系统的
刚、弹性运动情况可由转子质心的偏心振动（即横向振动）和电动机轴相对于转子的
扭转振动决定，如图２４所示。图中１，２，３，４为伺服电动机单元的四个节点，其中：
节点１设定在左支承轴承的中点处，节点位移皆为零；节点２设定在转子几何中心
处，有两个节点位移，即ｙ、ｚ方向的横向弹性位移Ｕ１，Ｕ２；节点３设定在右支承轴承的
中点处，有一个节点位移，即弹性扭角Ｕ３；节点４设定在轴的输出端，有一个节点位
移，即弹性扭角Ｕ４。于是，此弹性横振和扭振可由广义坐标向量ｕ５ ＝［Ｕ１ 　 Ｕ２ 　 Ｕ３
　 Ｕ４］Ｔ表达。图中Ｏｘｙｚ为伺服电动机单元坐标系。

图２４　 伺服电动机单元简图
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２． １． ２． １　 位移插值函数
图２４所示伺服电动机轴的轴线上任一点的横向位移Ｗ５（ｘ，ｔ）和弹性扭角

Ｖ５（ｘ，ｔ）可分别表示为
Ｗ５（ｘ，ｔ）＝ ∑

ｉ

χ ｉ（ｘ）Ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ １，２）

Ｖ５（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｉ

χ ｉ（ｘ）Ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ ３，４{ ）
（２１０）

其中电动机单元型函数分别为

　 　 　 χ１，２（ｘ）＝
１０ｅ３１ － １５ｅ

４
１ ＋ ６ｅ

５
１ 　 　 　 　 （ｘ≤ ｌ１）

１ － １０ｅ３２ ＋ １５ｅ
４
２ － ６ｅ

５
２ （ｌ１ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２）

０ （ｌ１ ＋ ｌ２ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３
{ ）

（２１１）

　 　 　 χ３（ｘ）＝
０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ≤ ｌ１）
１ － ｅ２ （ｌ１ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２）
ｅ３ （ｌ１ ＋ ｌ２ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３

{ ）
　 （２１２）

　 　 　 χ４（ｘ）＝
０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ≤ ｌ１）
０ （ｌ１ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２）
１ － ｅ３ （ｌ１ ＋ ｌ２ ＜ ｘ≤ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３

{ ）
（２１３）

式中：ｅ１ ＝ ｘｌ１，ｅ２ ＝
ｌ１ ＋ ｌ２ － ｘ
ｌ２

，ｅ３ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３ － ｘｌ３
；ｌ１、ｌ２、ｌ３ 分别为节点３与２、节点２与

３、节点３与４间的长度；Ｕｉ（ｔ）为图２４所示的节点位移。
２． １． ２． ２　 单元动能和质量矩阵
考虑电动机轴（含转子）的转动惯量，伺服电动机单元的动能为

ＴＥ５ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ｍ５（ｘ）［Ｗ

·
５（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＋ １２ ∫

ｌ

０
Ｊ５（ｘ）［Ｖ

·
５（ｘ，ｔ）］２ｄｘ （２１４）

式中：ｌ为电动机轴长度，ｌ ＝ ｌ１ ＋ ｌ２ ＋ ｌ３；ｍ５（ｘ）为电动机轴的质量分布函数（含转子质
量ｍ５０，ｍ５０在ｘ ＝ ｌ１ 处）；Ｊ５（ｘ）为电动机轴的转动惯量分布函数（含转子转动惯量
Ｊ５０，Ｊ５０在ｘ ＝ ｌ１处）。

将式（２１０）代入式（２１４）中，并忽略刚体运动与弹性运动的耦合项，得
ＴＥ５ ＝

１
２ ｕ
　·Ｔ
５ｍ５ ｕ

　·
５ （２１５）

式中：
（ｍ５）１１ ＝ ∫

ｌ

０
ｍ１（ｘ）χ１（ｘ）χ１（ｘ）ｄｘ

（ｍ５）２２ ＝ ∫
ｌ

０
ｍ１（ｘ）χ２（ｘ）χ２（ｘ）ｄｘ　 　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４）

（ｍ５）ｋｐ ＝ ∫
ｌ

０
ｍ１（ｘ）χ ｋ（ｘ）χ ｐ（ｘ）ｄ













ｘ

（２１６）
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其余各元素皆为零，且ｕ　·５为节点的绝对速度矢量，ｍ５为伺服电动机单元的质量矩阵。
２． １． ２． ３　 单元势能和刚度矩阵
在忽略屈服变形能的情形下，伺服电动机单元的弹性势能为
Ｎ５１ ＝

１
２ ∫

ｌ

０
Ｅ５ Ｉ５（ｘ） 

２Ｗ５（ｘ，ｔ）
ｘ[ ]２

２

ｄｘ ＋ １２ ∫
ｌ

０
Ｇ５Ｊ５（ｘ） Ｖ５（ｘ，ｔ）[ ]ｘ

２

ｄｘ

　 （２１７）
式中：Ｅ５ 为伺服电动机轴材料的弹性模量；Ｇ５ 为伺服电动机轴材料的剪切弹性模
量；Ｉ５（ｘ）为伺服电动机轴抗弯截面惯性矩分布函数；Ｊ５（ｘ）为伺服电动机轴极惯性矩
分布函数。

对于伺服电动机，相位控制时两项电压均保持不变，仅改变两者之间的相位差θ
来控制转速，所以除θ ＝ ９０°外，电动机都在不对称运行状态下工作，即电动机是在椭
圆形磁场下工作，则定子绕组正序和负序旋转磁势的幅值［７７］分别为

Ｆ＋ｓ１ ＝ Ｆｍｃｏｓ
９０° － θ
２

Ｆ－ｓ１ ＝ Ｆｍｓｉｎ
９０° － θ{
２

（２１８）

式中：Ｆｍ ＝ ０． ９ ＷＫｗｐｓ Ｉ，其中，Ｉ为激磁电流最大值，Ｗ为伺服电动机激磁绕组匝数，Ｋｗ
为伺服电动机激磁绕组系数，ｐｓ为电动机极对数。相应转子的正序和负序磁势幅值
分别为

Ｆ＋ｒ１ ＝
ｍ２
ｍ１

ｘｍ
（ｒ′２ ／ ｓ）２ ＋ （ｘ′２）槡 ２

Ｆｍｃｏｓ
９０° － θ
２

Ｆ－ｒ１ ＝
ｍ２
ｍ１

ｘｍ
［ｒ′２ ／（２ － ｓ）］２ ＋ （ｘ′２）槡 ２

Ｆｍｓｉｎ
９０° － θ










２

（２１９）

式中：ｍ１，ｍ２分别为定子和转子的相数；ｘｍ为激磁电抗；ｒ′２和ｘ′２分别为转子绕组的电
阻归算值和等效自感电抗的归算值。电动机转子对于正向旋转磁场的转差率为ｓ，
对于反向旋转磁场的转差率为２ － ｓ。

进行幅值控制时，保持两相电压的相位差为９０°，通过改变控制电压的大小改变
电动机的转速，此时，定子绕组正序和负序旋转磁势的幅值［７７］分别为

Ｆ＋ｓ２ ＝
１
２ （１ ＋ ａｅ）Ｆｍ

Ｆ－ｓ２ ＝
１
２ （１ － ａｅ）Ｆ

{
ｍ

（２２０）

式中：ａｅ ＝ ＵｋＵｋｎ为伺服电动机有效信号系数，其中，Ｕｋ为实际控制电压，Ｕｋｎ为额定控制
电压。相应转子的正序和负序磁势幅值分别为
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Ｆ＋ｒ２ ＝
１
２
ｍ２
ｍ１

ｘｍ
（ｒ′２ ／ ｓ）２ ＋ （ｘ′２）槡 ２

（１ ＋ ａｅ）Ｆｍ

Ｆ－ｒ２ ＝
１
２
ｍ２
ｍ１

ｘｍ
［ｒ′２ ／（２ － ｓ）］２ ＋ （ｘ′２）槡 ２

（１ － ａｅ）Ｆ










ｍ

（２２１）

　 　 图２５所示为伺服电动机转子有偏心时的气隙示意图。图中：点Ｏ为定子内圆
几何中心；点Ｏ１为转子轴颈外圆几何中心；点Ｏ２为振动偏心转子轴颈外圆中心；点
Ｏ３为转子外圆几何中心，且Ｏ３的坐标为（ｘ，ｙ）；δ为气隙长度；ｅ１ 为气隙偏心，同时
考虑转子的静偏心ｅ０１ ＝ ｅ２１１ ＋ ｅ

２
１槡 ２和转动偏心ε０１，则ｅ１ ＝ ｘ２ ＋ ｙ槡 ２，且
ｘ ＝ Ｕ１ ＋ ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１
ｙ ＝ Ｕ２ ＋ ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ

{
１

（２２２）

式中：Ｕ１，Ｕ２ 分别为振动偏心在ｘ轴和ｙ轴方向上的分量，则振动偏心为ｅ０ ＝
Ｕ２１ ＋ Ｕ槡 ２

２；β１ ＝（１ － ｓ１）ωｓ ｔ为伺服电动机转子相对定子的转角，其中ωｓ为伺服电动
机的同步转速，ｓｓ为伺服电动机转动滑差率。

图２５　 伺服电动机转子有偏心时的气隙示意
由机电分析动力学可知，伺服电动机气隙磁场能［５８］为
Ｎ５２ ＝

Ｒｓ ｌｓ
２ ∫

２π

０
Λ０１∑

∞

ｎ ＝ ０
εｎｃｏｓｎ（α － β１）［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）

＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２ｄ（ｐα） （２２３）
式中：Ｒｓ为伺服电动机定子内圆半径；ｌｓ为转子的有效长度；Λｓ ＝ μ０σ，为伺服电动机
均匀气隙磁导，其中，μ０为空气磁导率，σ ＝ ｋμｓδｓ，δｓ为均匀气隙长度，ｋμｓ为饱和度，ｋμ
＝ １ ＋

δＦｅ
ｋ１ｓδｓ
，ｋ１ｓ为平均气隙的计算气隙系数，δＦｅ为铁磁材料当量气隙；ε ＝ ｅ１ｋμｓδｓ为有效

相对偏心；ωｓ为电动机的同步转速，且ωｓ ＝ ２πｆｐｓ ，ｆ为供电电源频率，ｐｓ为合成磁场磁
极对数；φｓ１是转子正序电流滞后于定子正序电流的相位角；φｓ２为转子逆序电流滞后
于定子逆序电流的相位角；Ｆ ＋ ｓ，Ｆ － ｓ，Ｆ ＋ ｒ，Ｆ － ｒ分别为伺服电动机定子和转子绕组正、
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负序旋转时磁势的幅值，在进行伺服电动机相位控制时分别为Ｆ ＋ ｓ１，Ｆ － ｓ１，Ｆ ＋ ｒ１，Ｆ － ｒ１，
进行幅值控制时分别为Ｆ ＋ ｓ２，Ｆ － ｓ２，Ｆ ＋ ｒ２，Ｆ － ｒ２。

式（２２３）中：ｎ ＝ ０的分量最大，占主导作用；ｎ≠０的各项都是因气隙偏心引起
的，而且各项分量所占的比重不同，由于ε１，因而随着ｎ的增大，该分量数值迅速
减小。一般情况下，取前面两项就可以保证其分析精度，这里取其前三项（即ｎ ＝ ０，
１，２）进行研究。
Ｎ５２ ＝

Ｒｓ ｌｓΛｓ
２ ∫

２π

０
（１ ＋ ｘ

２ ＋ ｙ２

２σ２ｓ
）＋ ｘ
σｓ
ｃｏｓα ＋ ｙσｓ

ｓｉｎα ＋ ｘ
２ － ｙ２

２σ２ｓ
ｃｏｓ２α ＋ ｘｙ

σ２ｓ
ｓｉｎ２[ ]{ α

·［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）
＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２｝ｄ（ｐｓα） （２２４）

将式（２２２）代入式（２２４），得
Ｎ５２ ＝

Ｒｓ ｌｓΛｓ
２ ∫

２π

０
１ ＋
（Ｕ１ ＋ ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）２ ＋ （Ｕ２ ＋ ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）２

２σ２
[ ]{(

ｓ

　 ＋
Ｕ１ ＋ ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１

σｓ
ｃｏｓα ＋

Ｕ２ ＋ ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１
σｓ

ｓｉｎα

　 ＋
（Ｕ１ ＋ ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）２ － （Ｕ２ ＋ ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）２

２σ２ｓ
ｃｏｓ２α

　 ＋ （Ｕ１ ＋ ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）（Ｕ２ ＋ ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）
σ２ｓ

ｓｉｎ２ }α
　 ·Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα[ ）
　 ＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２）ｄ（ｐαα）（２２５）

伺服电动机单元的总势能Ｎ５由弹性势能Ｎ５１和伺服电动机气隙磁场能Ｎ５２组成，即
Ｎ５ ＝ Ｎ５１ ＋ Ｎ５２ （２２６）

　 　 将式（２１７）、式（２２５）代入式（２２６）并整理得
Ｎ５ ＝

１
２ ｕ

Ｔ
５（ｋ５１ ＋ ｋ５２）ｕ５ ＋ ｅＴ５（ｋ５１ ＋ ｋ５２）ｕ５ ＋ １２ ｅ

Ｔ
５（ｋ５１ ＋ ｋ５２）ｅ５

＋ （ｅ５ ＋ ｕ５）ｋ０５ ＋ ｐｓＲｓＬｓΛｓ２ ∫
２π

０
［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）

＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２ｄα （２２７）
式中：ｕ１为伺服电动机单元广义坐标向量；ｅ１为与伺服电动机转子静偏心和转动偏心有
关的向量，ｅ１ ＝［ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１ 　 ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１ 　 ０　 ０］Ｔ；ｋ５１为与伺服电动机转子材料参
数有关的电动机单元的刚度矩阵；ｋ５２为与伺服电动机转子电磁参数有关的电动机单元
的刚度矩阵；ｋ０５为与伺服电动机转子静偏心、振动偏心和转动偏心有关的四阶向量，且
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（ｋ５１）１１ ＝ ∫
ｌ

０
Ｅ５ Ｉ５（ｘ） 

２χ１（ｘ）
ｘ

[ ]２

２

ｄｘ （２２８）

（ｋ５１）１２ ＝ （ｋ５１）２１ ＝ ∫
ｌ

０
Ｅ５ Ｉ５（ｘ）

χ１（ｘ）
ｘ

χ２（ｘ）
ｘ

ｄｘ （２２９）

（ｋ５１）２２ ＝ ∫
ｌ

０
ＥｓＩｓ（ｘ） 

２χ２（ｘ）
ｘ

[ ]２

２

ｄｘ （２３０）

（ｋ５１）ｋｐ ＝ ∫
ｌ

０
ＧｓＪｓ（ｘ）

χ ｋ（ｘ）
ｘ

·χ ｐ（ｘ）
ｘ

ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４） （２３１）

（ｋ５２）１１ ＝ ｐｓＲｓ ｌｓΛｓ４σ２ｓ ∫
２π

０
｛（１ ＋ ｃｏｓ２α）［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）

＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］}２ ｄα （２３２）
（ｋ５２）１２ ＝ （ｋ５２）２１ ＝ ｐｓＲｓ ｌｓΛｓ４σ２ｓ ∫

２π

０
｛ｓｉｎ２α［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）

＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２｝ｄα （２３３）

（ｋ５２）２２ ＝ ｐｓＲｓ ｌｓΛｓ４σ２ｓ ∫
２π

０
｛（１ － ｃｏｓ２α）［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）

＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２｝ｄα （２３４）
（ｋ５２）ｋｐ ＝ ０　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４） （２３５）

（ｋ５１）１３ ＝ （ｋ５１）１４ ＝ （ｋ５１）２３ ＝ （ｋ５１）２４ ＝ （ｋ５１）３１ ＝ （ｋ５１）３２ ＝ （ｋ５１）４１ ＝ （ｋ５１）４２
＝ （ｋ５２）１３ ＝ （ｋ５２）１４ ＝ （ｋ５２）２３ ＝ （ｋ５２）２４ ＝ （ｋ５２）３１ ＝ （ｋ５２）３２
＝ （ｋ５２）４１ ＝ （ｋ５２）４２ ＝ ０ （２３６）
（ｋ０５）１ ＝ ｐｓＲｓ ｌｓΛｓ２σｓ ∫

２π

０｛ｃｏｓα［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）
＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２｝ｄα （２３７）

（ｋ０５）２ ＝ ｐｓＲｓ ｌｓΛｓ２σｓ ∫
２π

０｛ｓｉｎα［Ｆ＋ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα）＋ Ｆ－ｓｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα）
＋ Ｆ＋ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ － ｐｓα － φｓ１）＋ Ｆ－ｒｃｏｓ（ωｓ ｔ ＋ ｐｓα － φｓ２）］２｝ｄα （２３８）

（ｋ０５）３ ＝ （ｋ０５）４ ＝ ０ （２３９）
２． １． ３　 直流电动机单元
直流电动机具有良好的调速特性，较高的启、制动转矩和过载能力，应用较为广

泛。对于含直流电动机的机构系统，在系统动力学分析中，建立以电动机横振、扭振
８１
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为节点位移的直流电动机单元。在研究直流电动机轴上任一点的绝对加速度时，忽
略哥氏加速度和牵连加速度中的刚体运动与弹性变形运动的耦合项；在应变能计算
中忽略剪切变形的影响以及横向位移对拉压应变能的影响；伺服电动机转子的长径
比较小，将其视为刚体。

同伺服电动机单元的分析方法，可得直流电动机单元的动能为
ＴＥ６ ＝

１
２ ∫

ｌ

０
ｍ６（ｘ）［Ｗ　·６（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＋ １２ ∫

ｌ

０
Ｊ６（ｘ）［Ｖ　·６（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＝ １２ ｕ

　·Ｔ
６ｍ６ ｕ

　·
６

（２４０）
式中：ｍ６（ｘ）为直流电动机轴的质量分布函数；Ｊ６（ｘ）为电动机轴的转动惯量分布函
数；Ｗ６（ｘ，ｔ），Ｖ６（ｘ，ｔ）分别为电动机轴的轴线上任一点的横向位移和弹性扭角。

由电机学知识可知，直流电动机负载运行后，气隙磁势Ｆδ等于励磁磁势Ｆ ｆ和电
枢磁势Ｆａ之和［７７，７８］。直流电动机每一极上的励磁磁势和电枢磁势的幅值分别为

Ｆ ｆｍ ＝ ＮｆＩｆ （２４１）
Ｆａｍ ＝

Ｓ
２ｐＮｙ ｉａ （２４２）

式中：Ｎｆ为每一磁极上励磁绕组的总匝数；Ｉｆ为直流励磁电流；Ｓ为电枢表面的总元
件（导体）数；ｐ为电动机极对数；Ｎｙ为元件的匝数；ｉａ为元件电流。

由机电分析动力学可知，振动偏心时，直流电动机气隙磁场能［５８］为
Ｎ６２ ＝

Ｒｄ ｌｄ
２ ∫

２π

０
Λｄ∑

∞

ｎ ＝ ０
εｎｃｏｓｎ（α － β１）［Ｆ ｆｍ ＋ Ｆａｍ］２ｄα （２４３）

式中：Ｒｄ为直流电动机定子内圆半径；ｌｄ为转子的有效长度；Λｄ为直流电动机均匀气
隙磁导，Λｄ ＝ μ０σｄ，其中，μ０为空气磁导率，σｄ ＝ ｋμδｄ，δｄ为均匀气隙长度，ｋμ为饱和度，

ｋμｄ ＝ １ ＋
δＦｅｄ
ｋ１ｄδｄ

，ｋ１ｄ为平均气隙的计算气隙系数，δＦｅｄ为铁磁材料当量气隙；ε为有效相

对偏心，ε ＝ ｅ１ｋμｄδｄ。
采用与伺服电动机单元相同的分析方法，可求得直流电动机单元的总势能为
Ｎ６ ＝

１
２ ｕ

Ｔ
６（ｋ６１ ＋ ｋ６２）ｕ６ ＋ ｅＴ６（ｋ６１ ＋ ｋ６２）ｕ６

＋ １２ ｅ
Ｔ
６（ｋ６１ ＋ ｋ６２）ｅ６ ＋ （ｅ６ ＋ ｕ６）ｋ０６ ＋ ＲｄＬｄΛｄπ（Ｆ ｆｍ ＋ Ｆａｍ）２ （２４４）

式中：ｕ６为直流电动机单元广义坐标向量；ｅ６为与直流电动机转子静偏心和转动偏
心有关的向量；ｋ６１为与直流电动机转子材料参数有关的电动机单元的刚度矩阵；ｋ６２
为与直流电动机转子电磁参数有关的电动机单元的刚度矩阵；ｋ０６为与直流电动机转
子静偏心、振动偏心和转动偏心有关的四阶向量，且
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（ｋ６１）１１ ＝ ∫
ｌ

０
Ｅ６ Ｉ６（ｘ） 

２χ１（ｘ）
ｘ

[ ]２

２

ｄｘ （２４５）

（ｋ６１）１２ ＝ （ｋ６１）２１ ＝ ∫
ｌ

０
Ｅ６ Ｉ６（ｘ）

χ１（ｘ）
ｘ

χ２（ｘ）
ｘ

ｄｘ （２４６）

（ｋ６１）２２ ＝ ∫
ｌ

０
Ｅ６ Ｉ６（ｘ） 

２χ２（ｘ）
ｘ

[ ]２

２

ｄｘ （２４７）

（ｋ６１）ｋｐ ＝ ∫
ｌ

０
Ｇ６Ｊ６（ｘ）

χ ｋ（ｘ）
ｘ

·χ ｐ（ｘ）
ｘ

ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４） （２４８）

（ｋ６２）１１ ＝ πＲｄ ｌｄΛｄ２σ２ｄ
（Ｆ ｆｍ ＋ Ｆａｍ）２ （２４９）

（ｋ６２）１２ ＝ （ｋ６２）２１ ＝ Ｒｄ ｌｄΛｄ２σ２ｄ
（Ｆ ｆｍ ＋ Ｆａｍ）２ （２５０）

（ｋ６２）２２ ＝ πＲｄ ｌｄΛｄ２σ２ｄ
（Ｆ ｆｍ ＋ Ｆａｍ）２ （２５１）

（ｋ６２）ｋｐ ＝ ０　 （ｋ，ｐ ＝ ３，４） （２５２）
（ｋ６１）１３ ＝ （ｋ６１）１４ ＝ （ｋ６１）２３ ＝ （ｋ６１）２４ ＝ （ｋ６１）３１ ＝ （ｋ６１）３２ ＝ （ｋ６１）４１

＝ （ｋ６１）４２ ＝ （ｋ６２）１３ ＝ （ｋ６２）１４ ＝ （ｋ６２）２３ ＝ （ｋ６２）２４
＝ （ｋ６２）３１ ＝ （ｋ６２）３２ ＝ （ｋ６２）４１ ＝ （ｋ６２）４２ ＝ ０ （２５３）

（ｋ０６）１ ＝ （ｋ０６）２ ＝ （ｋ０６）３ ＝ （ｋ０６）４ ＝ ０ （２５４）
其中Ｅ６为直流电动机轴材料的弹性模量，Ｇ６为直流电动机轴材料的剪切弹性模量，
Ｉ６（ｘ）为直流电动机轴抗弯截面惯性矩分布函数，Ｊ６（ｘ）为直流电动机轴极惯性矩分
布函数。
２． １． ４　 电动机单元的运动微分方程
将拉格朗日方程用于电动机单元时可写为

ｄ
ｄｔ
ＴＥ１
 ｕ
　·( )
１

－
ＴＥ１
ｕ１

＋
Ｎ１
ｕ１

＝ ｆ１ ＋ ｑ１ （２５５）

式中：ｆ１为外加载荷的广义力列阵；ｑ１为与该单元相连接的其他单元给予该单元的作
用力列阵。

将电动机动能表达式和势能表达式代入式（２５５），并采用黏滞阻尼理论计入阻
尼的影响，得到电动机单元的运动微分方程为

ｍ１ü１ ＋ ｃ１ ｕ
　·
１ ＋ （ｋ１ ＋ ｋ０１）ｕ１ ＝ ｆ１ ＋ ｑ１ － ｍ１ü１ｒ － （ｋ１ ＋ ｋ０１）Ｅ０ （２５６）

式中：ｃ１为该电动机单元的阻尼矩阵；ü１ｒ为该电动机单元的刚体加速度列阵。

２． ２　 金属材料梁单元

０２
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２． ２． １　 位移模式
连杆机构中的构件一般为细长件，适宜用梁单元进行有限元模拟。金属材料梁

单元简图如图２６所示。

图２６　 金属材料梁单元简图
图２６所示的金属材料梁单元中性层中轴线上任一点的弹性横向位移Ｗ２（ｘ，ｔ）

和弹性纵向位移Ｖ２（ｘ，ｔ）可分别表示为
Ｗ２（ｘ，ｔ）＝ ∑

ｉ
ｉ（ｘ）ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ ６，７，８，１０，１１，１２）

Ｖ２（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｊ
 ｊ（ｘ）ｕｊ（ｔ）　 （ｊ ＝ ５，９{ ）

（２５７）

式中：５（ｘ），６（ｘ），…，１２（ｘ）为型函数；ｘ为梁单元局部坐标系中的坐标；ｕ５，ｕ９分
别为节点Ａ、Ｂ处的纵向位移；ｕ６，ｕ１０分别为节点Ａ，Ｂ处的横向位移；ｕ７，ｕ１１分别为节
点Ａ、Ｂ处轴线的弹性转角；ｕ８，ｕ１２分别为节点处轴线的曲率；也就是说，梁单元的广义
坐标向量可表示为

ｕ２ ＝ ［ｕ５ 　 ｕ６ 　 …　 ｕ１２］Ｔ
　 　 由文献［１６］可知，平面弹性连杆机构的梁单元，其型函数可以选取与弹性运动
频率无关的简单位置多项式来模拟，且其轴向和横向位移函数分别取为位置的线性
式和五次多项式［１６］，即型函数可表示为

５（ｘ）＝ １ － ｅ２
６（ｘ）＝ １ － １０ｅ３２ ＋ １５ｅ４２ － ６ｅ５２
７（ｘ）＝ ｌ２（ｅ２ － ６ｅ３２ ＋ ８ｅ４２ － ３ｅ５２）

８（ｘ）＝ ｌ
２
２（ｅ２２ － ３ｅ３２ ＋ ３ｅ４２ － ｅ５２）

２

９（ｘ）＝ ｅ２
１０（ｘ）＝ １０ｅ３２ － １５ｅ４２ ＋ ６ｅ５２
１１（ｘ）＝ ｌ２（－ ４ｅ３２ ＋ ７ｅ４２ － ３ｅ５２）

１２（ｘ）＝ ｌ
２
２（ｅ３２ － ２ｅ４２ ＋ ｅ５２）

２

式中：ｅ２ ＝ ｘｌ２，ｌ２为梁单元长度。
１２
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２． ２． ２　 梁单元动能
在简化方法中，考虑梁单元动能时假定每个截面处的质量都集中在轴线上，且忽

略截面转动的动能，则梁单元的动能表达式可写为
ＴＥ２ ＝

１
２ ∫

ｌ２

０
ｍ２（ｘ）·［Ｗ

·
２ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＋ １２ ∫

ｌ２

０
ｍ２（ｘ）·［Ｖ

·
２ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ （２５８）

式中：ｌ２为梁单元长度；ｍ２（ｘ）为梁单元的质量分布函数，对于等截面梁单元，
ｍ２（ｘ）＝ ρ２Ａ２，ρ２为梁单元材料密度，Ａ２ 为梁单元横截面积；Ｗ

·
２ａ（ｘ，ｔ）为梁单元任意

截面ｘ处的横向绝对速度；Ｖ·２ａ（ｘ，ｔ）为梁单元任意截面ｘ处的轴向绝对速度。
将式（２５７）及相关型函数代入式（２５８）中，得

ＴＥ２ ＝
１
２ ｕ
　·Ｔ
２ａ ｍ２ ｕ

　·
２ａ （２５９）

式中：ｕ　·２ａ为梁单元节点的绝对速度向量；ｍ２为梁单元的质量矩阵，且
（ｍ２）ｉｊ ＝ ρ２Ａ２∫

ｌ２

０
ｉ（ｘ） ｊ（ｘ）ｄｘ　 （ｉ，ｊ ＝ ６，７，…，１２）

（ｍ２）ｋｐ ＝ ρ２Ａ２∫
ｌ２

０
ｋ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ ５，９）

２． ２． ３　 梁单元势能
为引入梁的几何非线性问题，除考虑弯曲变形能和由于梁的纵向位移而产生的

拉压变形能外，还考虑由于梁的横向位移而产生的附加拉压变形能，此时梁单元的应
变能可表示为

Ｎ２ ＝
１
２ ∫ΩεＴ２σ２ｄΩ （２６０）

式中：Ω为单元体积；ε２、σ２分别为梁单元在局部坐标系中的应变和应力向量，
ε２ ＝ ［ε２ ｘ　—　 ε２ ｙ　—　 ε２ ｚ　—　 γ２ ｙ　—ｚ　—　 γ２ ｚ　—ｘ　—　 γ２ ｘ　—ｙ　—］Ｔ
σ２ ＝ ［σ２ ｘ　—　 σ２ ｙ　—　 σ２ ｚ　—　 τ２ ｙ　—ｚ　—　 τ２ ｚ　—ｘ　—　 τ２ ｘ　—ｙ　—］{ Ｔ

（２６１）

且
ε２ ｘ　—＝ Ｖ′２ ＋

１
２ （Ｗ′２）

２

γ２ ｘ　—ｚ　—＝ Ｗ′２
ε２ ｙ　—＝ ε２ ｚ　—＝ γ２ ｘ　—ｙ　—＝ γ２ ｙ　—ｚ　—＝ ０

式中：Ｖ′２为由于梁发生纵向位移而产生的拉压应变，且Ｖ′２是Ｖ２ 对ｘ的一阶偏导数；
１
２ （Ｗ′２）

２为由于梁的横向位移而产生的附加拉压应变，且Ｗ′２是Ｗ２ 对ｘ的一阶偏
导数。

２２
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将式（２６１）及相关型函数代入式（２６０），得
Ｎ２ ＝

１
２ ｕ

Ｔ
２ ｋ２ｕ２ ＋

１
２ ∫

ｌ２

０
Ｅ２Ａ２ Ｖ′２ ＋

１
２ （Ｗ′２）[ ]２ （Ｗ′２）２ｄｘ （２６２）

式中：
ｋ２ｐ ＝ ∫

ｌ２

０
Ｅ２Ａ２ｇ

Ｔ
２ｐ ｇ２ ｋ２ａｄｘ　 （ｐ ＝ １，２，…，８）

（ｇ２ｋｌ）（ｋ－４）（ｌ －４） ＝ （ｇ２ｋｌ）（ｌ －４）（ｋ－４） ＝ １
（ｋ２ｋｌ）ｉｊ ＝ （ｋ２ｋｌ）ｊｉ ＝ ∫

ｌ２

０
Ｅ２Ａ２′ｋ′ｌ′（ｉ ＋４）′（ｊ ＋４）ｄｘ　 （ｉ、ｊ ＝ ２，３，…，８）

其余各项为零。
２． ２． ４　 梁单元的运动微分方程
将拉格朗日方程用于三维编织复合材料梁单元时可写为

ｄ
ｄｔ（
ＴＥ２
 ｕ
　·
２

）－ ＴＥ２
ｕ２

＋
Ｎ２
ｕ２

＝ ｆ２ ＋ ｑ２ （２６３）

式中：ｆ２为外加载荷的广义力列阵；ｑ２为与该单元相连接的其他单元给予该单元的作
用力列阵。

将动能表达式（２５９）和势能表达式（２６２）代入式（２６３）中，并采用黏滞阻尼理
论计入阻尼的影响，得到金属材料梁单元的运动微分方程：
ｍ２ü２ ＋ ｃ２ ｕ

　·
２ ＋ ｋ２ｕ２ ＝ ｆ２ ＋ ｑ２ － ｍ２ü２ｒ ＋ ε ∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ２ ｇ２ｐ ｋ２ｐｕ２ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ２ ｋ２ｐｕ２ ｇ２( ｐ

＋ １２∑ｋ ∑ｌ ｕ
Ｔ
２ ｇ２ｋｌｕ２ ｋ２ｋｌｕ２ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ｇ２ｋｌｕ２ｕ

Ｔ
２ ｋ２ｋｌｕ )２

（２６４）
式中：ｃ２为该梁单元的阻尼矩阵；ü２ｒ为该梁单元的刚度加速度列阵；ε表示一小量。

２． ３　 三维编织复合材料梁单元

纤维增强复合材料是由增强纤维和基体组成的复合材料，纤维一般为碳纤维、硼
纤维等，基体一般为聚合物、金属等。三维编织复合材料三维四向形式［７９］的基本纤
维结构如图２７所示，分析中可采用图２８所示的几何单胞［８０］，其中四束编织纱处
于单胞的对角线方向，在单胞中心Ｏ点相交。各编织纱均与ｘ轴成α角（称为编织
角），在Ｏｙｚ平面内的投影与ｙ轴成β角。图２８中所画为第一向编织纱的α与β
角。采用层合板类推法分析此种材料的刚度和阻尼特性可知，该材料可视为由四个
单向纤维复合材料部分叠合形成，其刚度由各部分刚度按体积分数叠加。

３２
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图２７　 三维编织复合材料的三维四向纤维结构 图２８　 几何单胞

２． ３． １　 单元位移模式
对于图２９所示的三维编织复合材料梁单元，其中性层中轴线上任一点的弹性

图２９　 三维编织复合材料梁单元
横向位移Ｗ３（ｘ，ｔ）和弹性纵向位移Ｖ３（ｘ，ｔ）可分别表示为［１６］

Ｗ３（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｉ
ｉ（ｘ）ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ １４，１５，…，２０）

Ｖ３（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｊ
 ｊ（ｘ）ｕｊ（ｔ）　 （ｊ ＝ １３，１７{ ）

（２６５）

式中：１３（ｘ），１４（ｘ），…，２０（ｘ）为型函数；ｘ为梁单元局部坐标系中的坐标；ｕ１３，ｕ１７
为节点处的纵向位移，ｕ１４，ｕ１８为节点处的横向位移，ｕ１５，ｕ１９为节点处轴线的弹性转
角，ｕ１６，ｕ２０为节点处轴线的曲率，即该梁单元的广义坐标向量为

ｕ３ ＝ ［ｕ１３ 　 ｕ１４ 　 …　 ｕ２０］Ｔ
　 　 三维编织复合材料梁单元型函数可以选取与弹性运动频率无关的简单位置多项
式来模拟，且其轴向和横向位移函数分别取为位置的线性式和五次多项式，即型函数
可表示为

１３（ｘ）＝ １ － ｅ３
１４（ｘ）＝ １ － １０ｅ３３ ＋ １５ｅ４３ － ６ｅ５３
１５（ｘ）＝ ｌ３（ｅ３ － ６ｅ３３ ＋ ８ｅ４３ － ３ｅ５３）

１６（ｘ）＝ ｌ
２
３（ｅ２３ － ３ｅ３３ ＋ ３ｅ４３ － ５ｅ５３）

２

１７（ｘ）＝ ｅ３
４２
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１８（ｘ）＝ １０ｅ３３ － １５ｅ４３ ＋ ６ｅ５３
１９（ｘ）＝ ｌ３（－ ４ｅ３３ ＋ ７ｅ４３ － ３ｅ５３）

２０（ｘ）＝ ｌ
２
３（ｅ３３ － ２ｅ４３ ＋ ｅ５３）

２

式中：ｅ３ ＝ ｘｌ３；ｌ３为梁单元的长度。

２． ３． ２　 单元动能
在简化方法中考虑梁单元动能时，假定每个截面处的质量都集中在轴线上，且忽

略截面转动的动能，则梁单元的动能表达式可写为
ＴＥ３ ＝

１
２ ∫

ｌ３

０
ｍ３（ｘ）·［Ｗ

·
３ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＋ １２ ∫

ｌ３

０
ｍ３（ｘ）·［Ｖ

·
３ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ （２６６）

式中：ｌ３为梁单元长度；ｍ３（ｘ）为梁单元的质量分布函数，对于等截面梁单元，ｍ３（ｘ）
＝ ρ３Ａ３，ρ３为梁单元材料的平均密度，且ρ３ ＝ ρ３ｆｖ３ｆ ＋ ρ３ｍ ｖ３ｍ，ρ３ｆ，ρ３ｍ分别为纤维和基体
的密度，ｖ３ｆ，ｖ３ｍ分别为纤维和基体的体积百分比，Ａ３ 为梁单元的横截面积；Ｗ

·
３ａ（ｘ，ｔ）

为梁单元任意截面处的横向绝对速度；Ｖ·３ａ（ｘ，ｔ）为梁单元任意截面处的轴向绝对
速度。

将式（２６５）及相关型函数代入式（２６６）中，有
ＴＥ３ ＝

１
２ ｕ
　·Ｔ
３ａ ｍ３ ｕ

　·
３ａ （２６７）

式中：ｕ　·３ａ为梁单元节点处的绝对速度向量；ｍ３为梁单元的质量矩阵，且
（ｍ３）ｉｊ ＝ ρ３Ａ３∫

ｌ３

０
ｉ（ｘ） ｊ（ｘ）ｄｘ　 （ｉ，ｊ ＝ １４，１５，…，２０）

（ｍ３）ｋｐ ＝ ρ３Ａ３∫
ｌ３

０
ｋ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ １３，１７）

２． ３． ３　 单元势能
为引入梁的几何非线性问题，除考虑弯曲变形能和由于梁的纵向位移而产生的

拉压变形能外，还考虑由于梁的横向位移而产生的附加拉压变形能，此时梁单元的应
变能可表示为

Ｎ３ ＝
１
２ ∫ΩεＴ３σ３ｄΩ （２６８）

式中：Ω为单元体积；ε３，σ３分别为梁单元在局部坐标系中的应变和应力向量，
ε３ ＝ ｛ε３ｘ 　 ε３ｙ 　 ε３ｚ 　 γ３ ｙ　—ｚ　—　 γ３ ｚ　—ｘ　—　 γ３ ｘ　—ｙ　—｝Ｔ
σ３ ＝ ｛σ３ｘ 　 σ３ｙ 　 σ３ｚ 　 τ３ ｙ　—ｚ　—　 τ３ ｚ　—ｘ　—　 τ３ ｘ　—ｙ　—｝{ Ｔ

（２６９）

且
５２
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ε３ ｘ　—＝ Ｖ′３ ＋
１
２ （Ｗ′３）

２

γ３ ｘ　—ｚ　—＝ Ｗ′３
ε３ ｙ　—＝ ε３ ｚ　—＝ γ３ ｘ　—ｙ　—＝ γ３ ｙ　—ｚ　—＝

{
０

（２７０）

式中：ｘ，ｙ，ｚ分别为梁单元局部坐标系中的坐标；Ｖ′３为由于梁的纵向位移而产生的拉
压应变，且Ｖ′３是Ｖ３对ｘ的一阶偏导数；１２ （Ｗ′３）

２为由于梁的横向位移而产生的附加
拉压应变，且Ｗ′３是Ｗ３对ｘ的一阶偏导数。

梁单元中第ｊ部分的应变能表示为
Ｎ３ｊ ＝

１
２ ∫Ωｊε

Ｔ
３ｊσ３ｊｄΩｊ （２７１）

式中：Ωｊ为四分之一单元体积；ε３ｊ，σ３ｊ为第ｊ部分在其正轴坐标系Ｏｘ′ｙ′ｚ′中的应变和
应力向量，

ε３ｊ ＝ ［ε３ｘ′ 　 ε３ｙ′ 　 ε３ｚ′ 　 γ３ｙ′ｚ′ 　 γ３ｚ′ｘ′ 　 γ３ｘ′ｙ′］Ｔ
σ３ｊ ＝ ［σ３ｘ′ 　 σ３ｙ′ 　 σ３ｚ′ 　 τ３ｙ′ｚ′ 　 τ３ｚ′ｘ′ 　 τ３ｘ′ｙ′］{ Ｔ

（２７２）

　 　 三维编织复合材料每一部分均可视为横观各向同性的，所以第ｊ部分在其正轴
坐标系中的本构关系为

σ３ｊ ＝ Ｃ３ｊε３ｊ （２７３）

Ｃ３ｊ ＝

Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３ ０ ０ ０

Ｃ１２ Ｃ２２ Ｃ２３ ０ ０ ０

Ｃ１３ Ｃ２３ Ｃ３３ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｃ４４ ０ ０

０ ０ ０ ０ Ｃ５５ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｃ６６Ｃ





















６６

（２７４）

式中：
Ｃ１１ ＝ （１ － μ２３μ２３）Ｅ１１ ／ Ｋ，　 Ｃ１２ ＝ （１ ＋ μ２３）μ２１Ｅ１１ ／ Ｋ

Ｃ２２ ＝ Ｃ３３ ＝ （１ － μ２１μ１２）Ｅ２２ ／ Ｋ，　 Ｃ２３ ＝ （μ２３ ＋ μ１２μ２１）Ｅ２２ ／ Ｋ
Ｃ４４ ＝ Ｇ２３，　 Ｃ５５ ＝ Ｇ１３，　 Ｃ６６ ＝ Ｇ１２，　 Ｋ ＝ １ － ２μ１２μ２１（１ ＋ μ２３）－ μ２３μ２３

以上诸式中，弹性常数Ｅｉｊ、Ｇｉｊ和μｉｊ需根据纤维和基体的弹性常数、纤维体积比及复合
材料的细观结构参数按复合材料细观力学计算［８１］。

第ｊ部分在梁单元局部坐标系Ｏｘｙｚ中的应变可由弹性力学的应变转变关系求得
ε３ｊ ＝ Ｌ３ｊε３ （２７５）

式中：应变转换矩阵Ｌ３ｊ由梁单元局部坐标系Ｏｘｙｚ和第ｊ部分的正轴坐标系Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′
之间的方向余弦决定。

将式（２６５）、式（２７０）及相关型函数代入式（２７２），经整理，得到应变与节点位
６２
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移的关系式为
ε３ ＝ Ｓ３ｕ３ ＋

１
２ ｕ

Ｔ
３ ｋ３ａｕ３Ｓ０３ （２７６）

式中
Ｓ３ ＝ ［Ｓ３１ 　 Ｓ３２ 　 Ｓ３３ 　 Ｓ３４ 　 Ｓ３５ 　 Ｓ３６］Ｔ

Ｓ３１ ＝ ［′１３（ｘ）　 ０　 ０　 ０　 ′１７（ｘ）　 ０　 ０　 ０］Ｔ
Ｓ３５ ＝ ［０　 ′１４（ｘ）　 ′１５（ｘ）　 ′１６（ｘ）　 ０　 ′１８（ｘ）　 ′１９（ｘ）　 ′２０（ｘ）］Ｔ

Ｓ３２ ＝ Ｓ３３ ＝ Ｓ３４ ＝ Ｓ３６ ＝ ［０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０］Ｔ
Ｓ０３ ＝ ［１　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０］Ｔ

（ｋ３ａ）ｉｊ ＝ ′（ｉ ＋１２）′（ｊ ＋１２）　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，４，６，７，８）
（Ｓ０３）ｋｐ ＝ （Ｓ０３）ｐｋ ＝ ０　 （ｋ ＝ １，５；ｐ ＝ １，２，３，４，５，６，７，８）

　 　 将式（２７３）、式（２７４）、式（２７５）、式（２７６）代入式（２７１），经整理得第ｊ部分的
应变能为

Ｎ３ｊ ＝
１
２ ｕ

Ｔ
３ ｋ３ｊｕ３ ＋

１
４ ∫Ωｊｕ

Ｔ
３Ｓ
Ｔ
３ｊＬ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊｕ

Ｔ
３ ｋ３ａｕ３Ｓ０３ｄΩｊ

＋ １４ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０３ｕ

Ｔ
３ ｋ

Ｔ
３ａｕ３Ｌ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊＳ３ｊｕ３ｄΩｊ

＋ １８ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０３ｕ

Ｔ
３ ｋ

Ｔ
３ａｕ３Ｌ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊｕ

Ｔ
３ ｋ３ａｕ３Ｓ０３ｄΩｊ （２７７）

这里
ｋ３ｊ ＝

１
２ ∫ΩｊＳ

Ｔ
３Ｌ
Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊＳ３ｄΩｊ

　 　 由于单元势能为四个单向纤维部分的势能之和，因而单元势能可表示为
Ｎ３ ＝∑

４

ｊ ＝ １
Ｎ３ｊ ＝

１
２ ｕ

Ｔ
３ ｋ３ｕ３ ＋∑

４

ｊ ＝ １
（１４ ∫Ωｊｕ

Ｔ
３Ｓ
Ｔ
３ｊＬ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊｕ

Ｔ
３ｋ
Ｔ
３ａｕ３Ｓ０３ｄΩｊ

＋ １４ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０３ｕ

Ｔ
３ ｋ

Ｔ
３ａｕ３Ｌ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊＳ３ｊｕ３ｄΩｊ

＋ １２ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０３ｕ

Ｔ
３ ｋ

Ｔ
３ａｕ３Ｌ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊｕ

Ｔ
３ｋ
Ｔ
３ａｕ３Ｓ０３ｄΩｊ） （２７８）

其中单元刚度矩阵为
ｋ３ ＝ ｋ３１ ＋ ｋ３２ ＋ ｋ３３ ＋ ｋ３４ （２７９）

２． ３． ４　 单元阻尼模型
根据定义，比阻尼容量（ＳＤＣ）ψ［８２］可表示为

ψ ＝ ΔＷＷｍ
（２８０）

式中：ΔＷ为任一个应力周期内的耗散能量；Ｗｍ为此周期内的最大应变能。
７２
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三维编织复合材料梁单元可视为由复合材料部分叠合而成，各部分的单位能量
耗散应分为六个分量，即

ΔＷｊ ＝ ΔＷ１ ＋ ΔＷ２ ＋ ΔＷ３ ＋ ΔＷ４ ＋ ΔＷ５ ＋ ΔＷ６ （２８１）
根据比阻尼容量的定义，式（２８１）中的每一项可表示为

ΔＷｉ ＝
１
２ ψｉεｉσｉ （２８２）

式中：ψ１为０°单向梁弯曲时的比阻尼容量；ψ２，ψ３ 为９０°单向梁弯曲时的比阻尼容
量，φ２ ＝ φ３；ψ４为横向剪切比阻尼容量；ψ５，ψ６ 是纵向剪切比阻尼容量，ψ５ ＝ ψ６。这
些ψｉ值由实验确定或根据有关资料选取。

考虑式（２８２），梁单元第ｊ部分的耗散能量可写为
ΔＷｊ ＝

１
２ ∫ΩεＴ３ｊψσ３ｊｄΩ （２８３）

式中：ψ为阻尼矩阵，且
ψ ＝ ｄｉａｇ ［ψ１ 　 ψ２ 　 ψ３ 　 ψ４ 　 ψ５ 　 ψ６］ （２８４）

令Ｑ ｊ ＝ ＳＴ３ＬＴｊ ψＨ ｊＬ ｊＳ３，则式（２８３）可写为
ΔＷｊ ＝

１
２ ∫ΩｕＴＱ ｊｕｄΩ ＝

１
２ ｕ

ＴＫｄｊｕ （２８５）
式中：

Ｋｄｊ ＝ ∫
Ω
Ｑ ｊｄΩ

　 　 因此，梁单元的总耗散能量为
ΔＷ ＝ ∑

４

ｊ ＝ １
ΔＷｊ ＝

１
２ ｕ

ＴＫｄｊｕ （２８６）
　 　 这样，根据式（２８０）即可求出三维编织复合材料梁单元的比阻尼容量。对于小
阻尼线性系统，其各阶模态的阻尼率ξｒ为

ξｒ ＝
ψｒ
４π

（２８７）

２． ３． ５　 梁单元的运动微分方程
拉格朗日方程用于三维编织复合材料梁单元时可写为

ｄ
ｄｔ
ＴＥ３
ｕ·( )
３

－
ＴＥ３
ｕ３

＋
Ｎ３
ｕ３

＝ ｆ３ ＋ ｑ３ （２８８）

式中：ｆ３为外加载荷的广义力列阵；ｑ３为与该单元相连接的其他单元给予该单元的作
用力列阵。

将动能表达式（２６７）和势能表达式（２７８）代入式（２８８）中，并采用黏滞阻尼理
论计入阻尼的影响，得到三维编织复合材料梁单元的运动微分方程为

８２
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ｍ３ü３ ＋ ｃ３ ｕ
　·
３ ＋ ｋ３ｕ３ ＝ ｆ３ ＋ ｑ３ － ｍ３ü３ｒ ＋ ε ∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ３ ｇ３ｐｋ３ｐｕ３ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ３ｋ３ｐｕ３ｐ ｇ３( ｐ

　 ＋ １２∑ｋ ∑ｌ ｕ
Ｔ
３ｇ３ｋｌｕ３ｋ３ｋｌｕ３ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ｇ３ｋｌｕ３ｕ

Ｔ
３ｋ３ｋｌｕ )３ （２８９）

式中：ｃ３为该梁单元的阻尼矩阵；ü３ｒ为该梁单元的刚度加速度列阵；ｐ ＝ １，２，…，８，ｋ，ｌ
＝ １４，１５，…，２０，且ｌ≥ｋ；ε表示一小量；ｋ３ｐ，ｋ３ｋｌ，ｇ３ｋｌ皆为８ × ８阶矩阵；ｇ３，ｇ３ｐ皆为八阶
向量。且有

ｇ３ ＝ Ｓ
Ｔ
３ｊＬ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊＳ０３ 　 （ｊ ＝ ２，３，…，８）
（ｇ３ｐ）ｐ ＝ １　

（ｋ３ａ）ｉｊ ＝ ′ｉ＋１２′ｊ＋１２ 　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，…，８）
ｋ３ｐ ＝ ∑

４

ｊ ＝ １
∫
Ωｊ
ｇＴ３ｐ ｇ３ ｋ３ａｄΩｊ 　 （ｐ ＝ １，２，…，８；ｊ ＝ ２，３，…，８）
（ｇ３ｋｌ）（ｋ－１２）（ｌ －１２） ＝ （ｇ３ｋｌ）（ｌ －１２）（ｋ－１２） ＝ １

（ｋ３ｋｌ）ｍｎ ＝ （ｋ３ｋｌ）ｎｍ ＝ ∑
４

ｊ ＝ １
∫
Ωｊ
ＳＴ０３Ｌ

Ｔ
３ｊＣ３ｊＬ３ｊＳ０３′ｋ′ｌ′ｍ＋１２′ｎ＋１２ｄΩｊ 　 （ｍ，ｎ ＝ ２，３，…，８）

其余各项为零。

２． ４　 对称叠层复合材料梁单元

在工程实际中应用的纤维增强复合材料大部分是以层合板的形式出现的，材料
形态多是由复合材料片黏结得到的层状的板、壳等。而对称叠层复合材料是在复合
材料层合板中广泛应用的一类，它的几何特性和材料特性关于中性面对称。对称叠
层复合材料结构如图２１０所示。

图２１０　 对称叠层复合材料（［± ４５°］３ｓ）

２． ４． １　 位移模式
对于图２１１所示的对称叠层复合材料梁单元，其中性层轴线上任一点的横向位

移Ｗ４（ｘ，ｔ）和纵向位移Ｖ４（ｘ，ｔ）可分别表示为

９２
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Ｗ４（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｉ
ｉ（ｘ）ｕｉ（ｔ）　 （ｉ ＝ ２２，２３，…，２８）

Ｖ４（ｘ，ｔ）＝ ∑
ｊ
 ｊ（ｘ）ｕｊ（ｔ）　 （ｊ ＝ ２１，２５{ ）

（２９０）

式中：２１（ｘ），２２（ｘ），…，２８（ｘ）为型函数；ｘ为梁单元局部坐标系中的坐标；ｕ２１，ｕ２５
为节点处的纵向位移，ｕ２２，ｕ２６为节点处的横向位移，ｕ２３，ｕ２７为节点处轴线的弹性转
角，ｕ２４，ｕ２８为节点处轴线的曲率，即该梁单元的广义坐标向量为

ｕ４ ＝ ［ｕ２１ 　 ｕ２２ 　 …　 ｕ２８］Ｔ

图２１１　 对称叠层复合材料梁单元
　 　 对称叠层复合材料梁单元型函数可以选取与弹性运动频率无关的简单位置多项
式来模拟，且其轴向和横向位移函数分别取为位置的线性式和五次多项式，即型函数
可表示为

２１（ｘ）＝ １ － ｅ４
２２（ｘ）＝ １ － １０ｅ３４ ＋ １５ｅ４４ － ６ｅ５４
２３（ｘ）＝ ｌ４（ｅ４ － ６ｅ３４ ＋ ８ｅ４４ － ３ｅ５４）

２４（ｘ）＝ ｌ
２
４（ｅ２４ － ３ｅ３４ ＋ ３ｅ４４ － ５ｅ５４）

２

２５（ｘ）＝ ｅ４
２６（ｘ）＝ １０ｅ３４ － １５ｅ４４ ＋ ６ｅ５４
２７（ｘ）＝ ｌ４（－ ４ｅ３４ ＋ ７ｅ４４ － ３ｅ５４）

２８（ｘ）＝ ｌ
２
４（ｅ３４ － ２ｅ４４ ＋ ｅ５４）

２

式中：ｅ４ ＝ ｘｌ４；ｌ４为梁单元的长度。

２． ４． ２　 单元动能
在简化方法中，考虑梁单元动能时假定每个截面处的质量都集中在轴线上，且忽

略截面转动的动能，则梁单元的动能表达式可写为
ＴＥ４ ＝

１
２ ∫

ｌ４

０
ｍ４（ｘ）·［Ｗ　·４ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ ＋ １２ ∫

ｌ４

０
ｍ４（ｘ）·［Ｖ

·
４ａ（ｘ，ｔ）］２ｄｘ （２９１）

式中：ｌ４为梁单元长度；ｍ４（ｘ）为梁单元的质量分布函数，对于等截面梁单元，
０３
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ｍ４（ｘ）＝ ρ４Ａ４，ρ４为梁单元材料的平均密度，且ρ４ ＝ ∑
ｌ

ｋ ＝ １
ρ（ｋ）４
ｔ（ｋ）
ｈ ，其中ρ

（ｋ）
４ 为第ｋ层

材料的平均密度，且ρ４ ＝ ρ４ｆ ｖ４ｆ ＋ ρ４ｍ ｖ４ｍ，ρ４ｆ、ρ４ｍ分别为第ｋ层纤维和基体的密度，ｖ４ｆ、
ｖ４ｍ分别为第ｋ层纤维和基体的体积百分比，ｌ为层数，ｔ为单层厚度，ｈ为每层的厚度，
Ａ４为梁单元横截面积；Ｗ

·
４ａ（ｘ，ｔ）为梁单元任意截面处的横向绝对速度；Ｖ

·
４ａ（ｘ，ｔ）为梁

单元任意截面处的轴向绝对速度。
将式（２９０）及相关型函数代入式（２９１）中有

ＴＥ４ ＝
１
２ ｕ
　·Ｔ
４ａ ｍ４ ｕ

　·
４ａ （２９２）

式中：ｕ　·４ａ为梁单元节点的绝对速度向量；ｍ４为梁单元的质量矩阵，且
（ｍ４）ｉｊ ＝ ρ４Ａ４∫

ｌ３

０
ｉ（ｘ） ｊ（ｘ）ｄｘ　 （ｉ，ｊ ＝ ２２，２３，…，２８）

（ｍ４）ｋｐ ＝ ρ４Ａ４∫
ｌ３

０
ｋ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ　 （ｋ，ｐ ＝ ２１，２５）

２． ４． ３　 单元势能
为引入梁的几何非线性问题，除考虑弯曲变形能和由于梁的纵向位移而产生的

拉压变形能外，还考虑由于梁的横向位移而产生的附加拉压变形能，此时梁单元的应
变能可表示为

Ｎ４ ＝
１
２ ∫ΩεＴ４σ４ｄΩ （２９３）

式中：Ω为单元体积；ε４，σ４分别为梁单元在局部坐标系中的应变和应力向量。
ε４ ＝ ｛ε４ ｘ　—　 ε４ ｙ　—　 ε４ ｚ　—　 γ４ ｙ　—ｚ　—　 γ４ ｚ　—ｘ　—　 γ４ ｘ　—ｙ　—｝Ｔ
σ４ ＝ ｛σ４ ｘ　—　 σ４ ｙ　—　 σ４ ｚ　—　 τ４ ｙ　—ｚ　—　 τ４ ｚ　—ｘ　—　 τ４ ｘ　—ｙ　—｝{ Ｔ

（２９４）

且
ε４ ｘ　—＝ Ｖ′４ ＋

１
２ （Ｗ′４）

２

γ４ ｘ　—ｚ　—＝ Ｗ′４
ε４ ｙ　—＝ ε４ ｚ　—＝ γ４ ｘ　—ｙ　—＝ γ４ ｙ　—ｚ　—＝ ０

式中：Ｖ′４为由于梁的纵向位移而产生的拉压应变，且Ｖ′４是Ｖ４ 对ｘ的一阶偏导数；
１
２ （Ｗ′４）

２为由于梁的横向位移而产生的附加拉压应变，且Ｗ′４是Ｗ４ 对ｘ的一阶偏
导数。

梁单元中第ｊ层的应变能表示为
Ｗ４ｊ ＝

１
２ ∫ΩεＴ４ｊσ４ｊｄΩｊ （２９５）

式中：Ωｊ为第ｊ层的体积；ε４ｊ，σ４ｊ为第ｊ层在单层材料主轴方向的应变和应力向量，且
１３
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ε４ｊ ＝ ［ε１ 　 ε２ 　 ε３］Ｔ
σ４ｊ ＝ ［σ１ 　 σ２ 　 σ３］{ Ｔ

（２９６）

　 　 对称叠层复合材料梁单元中每一层都可看成是正交各向异性的单层，在平面应
力状态下，第ｊ层在其材料主轴方向的本构关系为

σ４ｊ ＝ Ｃ４ｊε４ｊ （２９７）
式中：Ｃ４ｊ为弹性矩阵，且

Ｃ４ｊ ＝
Ｑ１１ Ｑ１２ ０

Ｑ１２ Ｑ２２ ０

０ ０ Ｑ











６６

（２９８）

其中，Ｑ１１ ＝ Ｅ１
１ － ν１２ν２１

，Ｑ１２ ＝ Ｅ１ν１２
１ － ν１２ν２１

，Ｑ２２ ＝ Ｅ２
１ － ν１２ν２１

，Ｑ６６ ＝ Ｇ１２，这里Ｅ１，Ｅ２ 分别是单
向板沿纤维方向和垂直于纤维方向上的弹性模量，Ｇ１２是单向板在平面内的剪切模
量，ν１２，ν２１分别是主（轴向）泊松比和次泊松比。

图２１２　 梁单元坐标系与纤维坐标系的转换关系
图２１２为对称叠层复合材料梁单元坐标系与纤维坐标系的转换关系示意图，

Ｏｘｙ为梁单元坐标系，Ｏ１２为第ｋ层纤维坐标系，１轴沿纤维方向（材料主轴），２轴垂
直于纤维方向。θ为ｘ轴与１轴的夹角（纤维铺设角），第ｊ层纤维应变分量在梁单元
坐标系与纤维坐标系之间的转换关系为

ε４ｊ ＝ Ｌ４ｊε４ （２９９）
式中：

Ｌ４ｊ ＝
ｍ２ ｎ２ ｍｎ
ｎ２ ｍ２ － ｍｎ
－ ２ｍｎ ２ｍｎ ｍ２ － ｎ









２

（２１００）

其中ｍ ＝ ｃｏｓθ０，ｎ ＝ ｓｉｎθ０，θ０为ｘ轴和１轴的夹角。
将式（２１００）及相关型函数代入式（２９４）得应变与节点位移的关系式为

ε４ ＝ Ｓ４ｕ４ ＋
１
２ ｕ

Ｔ
４ ｋ４ａｕ４Ｓ０４ （２１０１）

式中：
Ｓ４ ＝ ［Ｓ４１ 　 Ｓ４２ 　 Ｓ４３］Ｔ

２３
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Ｓ４１ ＝ ［′２１（ｘ）　 ０　 ０　 ０　 ′２５（ｘ）　 ０　 ０　 ０］Ｔ
Ｓ４２ ＝ ［０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０］Ｔ

Ｓ４３ ＝ ［０　 ′２２（ｘ）　 ′２３（ｘ）　 ′２４（ｘ）　 ０　 ′２６（ｘ）　 ′２７（ｘ）　 ′２８（ｘ）］Ｔ
Ｓ０４ ＝ ［１　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０］Ｔ
（ｋ４ａ）ｉｊ ＝ ′ｉ＋２０′ｊ＋２０ 　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，…，８）

（Ｓ０４）ｋｐ ＝ （Ｓ０４）ｐｋ ＝ ０　 （ｋ ＝ １，５；ｐ ＝ １，２，…，８）
　 　 将式（２９７）至式（２１００）代入式（２９３），经整理得第ｊ层的应变能为

Ｎ４ｊ ＝
１
２ ｕ

Ｔ
４ ｋ４ｊｕ３ ＋

１
４ ∫
Ωｊ

ｕＴ４Ｓ
Ｔ
４ｊＬ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊｕ

Ｔ
４ ｋ４ａｕ４Ｓ０４ｄΩｊ

＋ １４ ∫
Ωｊ

ＳＴ０４ｕ
Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｌ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｊｕ４ｄΩｊ

＋ １８ ∫
Ωｊ

ＳＴ０４ｕ
Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｌ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊｕ

Ｔ
４ ｋ４ａｕ４Ｓ０４ｄΩｊ （２１０２）

这里
ｋ４ｊ ＝

１
２ ∫ΩｊＳ

Ｔ
４Ｌ
Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｄΩｊ

单元势能之和为
Ｎ４ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
Ｎ４ｊ ＝

１
２ ｕ

Ｔ
４ ｋ４ｕ４ ＋∑

ｌ

ｊ ＝ １

１
４ ∫Ωｊｕ

Ｔ
４Ｓ
Ｔ
４ｊＬ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊｕ

Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｓ０４ｄΩ( ｊ

＋ １４ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０４ｕ

Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｌ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｊｕ４ｄΩｊ

＋ １２ ∫ΩｊＳ
Ｔ
０４ｕ

Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｌ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊｕ

Ｔ
４ｋ
Ｔ
４ａｕ４Ｓ０４ｄΩ )ｊ （２１０３）

其中单元刚度矩阵为
ｋ４ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
ｋ４ｊ （２１０４）

２． ４． ４　 单元阻尼模型
这里，材料的阻尼用损耗因子来表达。定义材料的阻尼损耗因子为［８２］

Ψ ＝ ΔＷ２πＷ
（２１０５）

式中：ΔＷ为任一个应力周期内的耗散能量；Ｗ为此周期内的最大应变能。
根据Ａｄａｍｓ Ｒ． Ｄ．和Ｂａｃｏｎ Ｄ． Ｇ． Ｃ．提出的复合材料层合板的阻尼单元模

型［８３］，复合材料层合板的每一层每单位面积单元的耗散能量δ（ΔＷ）可分解为与直
接应变ε１，ε２和γ１２有关的三个分量，即

δ（ΔＷ）ｊ ＝ δ（ΔＷ１）＋ δ（ΔＷ２）＋ δ（ΔＷ１２） （２１０６）
３３
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式中：ΔＷ１为由纵向正应变ε１ 引起的耗散能；ΔＷ２ 为由横向正应变ε２ 引起的耗散
能；ΔＷ１２为由切应变γ１２引起的耗散能。

根据阻尼损耗因子的定义，考虑切应变γ１２引起的耗散能，则式（２１０６）可表示为
δ（ΔＷ）ｊ ＝ πψ１ε１σ１ ＋ πψ２ε２σ２ ＋ πψ１２γ１２τ１２ ＋ πψ１３γ１３τ１３ （２１０７）

根据式（２８８）、式（２１０７），叠层复合材料梁单元第ｋ层耗散能可表示为
ΔＷｊ ＝ π∫

Ω
εＴｊ ψｊσｊｄΩ （２１０８）

式中：ψｊ ＝ ｄｉａｇ［ψ１ 　 ψ２ 　 ψ１３ 　 ψ１２］；ψ１ 为轴向阻尼损耗因子，ψ２ 为横向阻尼损耗因
子，ψ１２为横向截面内的剪切损耗因子，ψ１３为纵向截面内的剪切损耗因子。

将式（２９１）、式（２９３）代入式（２１０８），整理得
ΔＷｊ ＝ π∫

Ω
ｕＴ４Ｓ

Ｔ
４Ｌ
Ｔ
４ｊψｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｕ４ｄΩ

叠层复合材料梁单元的总耗散能为
ΔＷ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
π∫
Ω
ｕＴ４Ｓ

Ｔ
４Ｌ
Ｔ
４ｊψｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｕ４ｄΩ （２１０９）

式中：ψｊ为第ｊ层的阻尼损耗因子矩阵；Ω为单元的第ｊ层体积。
单元在大小为ｆ ＝ ｐｓｉｎ ωｔ的激振力激励下，其稳态响应可表示为［８４］

ｘ ＝ ｕ４ ｓｉｎ （ω ｔ － α） （２１１０）
　 　 假定弹性材料产生应变时，体内的黏滞阻尼力与速度的一次方成正比，则该阻尼
力表示为

ｆｃ ＝ ｃ４ ｘ
　· （２１１１）

式中：ｃ４是单元的阻尼矩阵。
单元的等效阻尼力在一个周期内所做的功为

Ｗｄ ＝ ∫
Ｔ

０
ｆｃ
Ｔ

ｄｘ （２１１２）
将式（２１１０）、式（２１１１）代入式（２１１２）得

Ｗｄ ＝ ｕ
　·Ｔ
４ω
２∫
Ｔ

０
ｃｏｓ２（ω ｔ － α）ｃＴ４ ｄｔ ｕ　·４ ＝ πω ｕ　·Ｔ４ ｃＴ４ ｕ　·４ （２１１３）

式中：ω为激振力的频率。
根据等效黏滞阻尼力在一个振动周期内所做的功和单元在振动周期内的耗散能

相等的原则［８４］，由式（２１０９）和式（２１１３）可求得单元阻尼矩阵为
ｃ４
Ｔ ＝ １

ω∑
ｌ

ｊ ＝ １
∫
Ω
ＳＴ４Ｌ

Ｔ
４ｊψｊＣ４ｊＬ４ｊＳ４ｄΩ （２１１４）

显然，式（２１１４）为对称矩阵，即ｃＴ４ ＝ ｃ４。
２． ４． ５　 梁单元的运动微分方程
将拉格朗日方程用于对称叠层复合材料梁单元时可写为

４３
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ｄ
ｄｔ
Ｔ４
 ｕ
　·( )
４

－
Ｔ４
 ｕ４

＋
Ｎ４
 ｕ４

＝ ｆ４ ＋ ｑ４ （２１１５）

式中：ｆ４为外加载荷的广义力列阵；ｑ４为与该单元相连接的其他单元给予该单元的作
用力列阵。

将动能表达式（２９２）和势能表达式（２１０３）代入式（２１１５）中，并采用黏滞阻尼
理论计入阻尼的影响，得到对称叠层复合材料梁单元的运动微分方程为
ｍ４ ü４ ＋ｃ４ ｕ

　·
４ ＋ ｋ４ｕ４ ＝ ｆ４ ＋ ｑ４ － ｍ４ ü４ｒ ＋ ε ∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ４ ｇ４ｐ ｋ４ｐｕ４ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ｕＴ４ ｋ４ｐｕ４ ｇ４( ｐ

＋ １２∑ｋ ∑ｌ ｕ
Ｔ
４ ｇ４ｋｌｕ４ｋ４ｋｌｕ４ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ｇ４ｋｌｕ４ｕ

Ｔ
４ ｋ４ｋｌｕ )４

（２１１６）
式中：ü４ｒ为该梁单元的刚度加速度列阵；ｐ ＝ １，２，…，８，ｋ，ｌ ＝ ２２，２３，…，２８，且ｌ≥ｋ；ε
表示一小量；ｋ４ａ，ｋ４ｐ，ｋ４ｋｌ，ｇ４ｋｌ皆为８ × ８阶矩阵；ｇ４，ｇ４ｐ皆为８阶向量，且有

ｇ４ ＝ Ｓ
Ｔ
４ｊＬ

Ｔ
４ｊＣ４ｊＬ４ｊＳ０４ 　 （ｊ ＝ ２，３，…，８）
（ｇ４ｐ）ｐ ＝ １

（ｋ４ａ）ｉｊ ＝ ′ｉ＋２０′ｊ＋２０ 　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，…，８）
ｋ４ｐ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
∫
Ωｊ
ｇＴ４ｐ ｇ４ ｋ４ａｄΩｊ 　 （ｐ ＝ １，２，…，８；ｊ ＝ ２，３，…，８）

（ｇ４ｋｌ）（ｋ－２０）（ｌ －２０） ＝ （ｇ４ｋｌ）（ｌ －２０）（ｋ－２０） ＝ １　 （ｋ，ｌ ＝ ２２，２３，…，２８）
（ｋ４ｋｌ）ｍｎ ＝ （ｋ４ｋｌ）ｎｍ ＝ ∑

ｌ

ｊ ＝ １
∫
Ωｊ
ＳＴ０４Ｌ

Ｔ
４Ｃ４ｊＬ４ｊＳ０４′ｋ′ｌ′ｍ＋２０′ｎ＋２０ｄΩｊ 　 （ｍ，ｎ ＝ ２，３，…，８）

其余各项为零。

２． ５　 连杆机构振动方程

运动弹性动力学（ＫＥＤ）分析中采用“瞬时结构假定”，即将运动的连杆机构的形
状和所受载荷瞬时“冻结”起来，从而借用结构分析的方法分析。应用有限单元法建
立弹性连杆机构振动方程的一般过程是：首先，根据研究目的和机构的特点，将连杆
机构划分为若干单元，当需要考虑驱动电动机的机电耦合作用时，即进行“完全动力
学分析”时，要考虑相应的电动机单元；然后，对各单元进行分析和建模，通过协调矩
阵把局部坐标转为系统广义坐标；最后，进行叠加，组合系统模型。本节分别以金属
材料构件、三维编织复合材料构件、对称叠层复合材料构件的弹性四连杆机构、电动
机弹性四连杆机构系统和混合驱动五杆机构系统为例，介绍建立振动方程的方法和
过程。
２． ５． １　 弹性四连杆机构的振动方程
以图２１３所示的弹性四杆机构为研究对象。这里：当曲柄、连杆、摇杆均为金属
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材料构件时，则该四连杆机构为金属材料四杆机构；当曲柄、连杆、摇杆均为三维编织
复合材料构件时，则该四杆机构为三维编织复合材料四杆机构；当曲柄、连杆、摇杆均
为对称叠层复合材料构件时，则该四杆机构为对称叠层复合材料四杆机构。当然，四
杆机构也可由不同材料的杆件组成。对于各种材料的杆件，其单元分析的方法分别
见前面各节的相应介绍。对于各种形式的弹性四连杆机构，均可按下面的方法建立
其动力学模型。
２． ５． １． １　 连杆机构各构件单元数的确定
首先，将弹性四连杆机构的各个构件划分为一定数目的梁单元，使力学模型转化

为离散模型。由于单元的类型和单元数目的多少直接影响着计算精度，一般来说，单
元划分越细，节点设置越多，计算结果越精确，但计算耗时也就越多。所以在划分单
元时必须兼顾计算精度与计算量，在满足精度要求下，尽可能减少单元数目。对于平
面弹性连杆机构的梁单元，其型函数可以选取与弹性运动频率无关的简单位置多项
式来模拟，并且其轴向和横向位移函数分别取为位置的线性式和五次多项式比较合
适［１６］。不计频率影响所带来的位形和曲率误差则可通过限制无量纲参数λ

λ ＝ Ｉｅ
ρＡω２Ｎ( )ＥＪ

１

( )４ 的取值范围［λｍｉｎ，λｍａｘ］来加以控制，通常取λｍｉｎ ＝ １． ５，λｍａｘ ＝ ２． ５。
对于定长梁单元，为保证计算曲率和弯曲应力产生的误差小于１％，可使单元长度满
足下式：

λｍｉｎ
ＥＪ
ρＡω２( )

Ｎ

１
４
≤ Ｉｅ ≤ λｍａｘ

ＥＪ
ρＡω２( )

Ｎ

１
４ （２１１７）

式中：Ｉｅ为定长梁单元长度；ＥＪ为抗弯刚度；ρ为材料密度；Ａ为单元横截面面积；ωＮ
为主动件角速度ω的Ｎ倍圆频率（ωＮ ＝ Ｎω），Ｎ为应考虑的高次谐波次数，一般可取
１０ ～ １５。

为保证简单而不失一般性，这里在对弹性四连杆机构进行有限元分析时，将曲柄
作为一个单元，将摇杆和连杆分为两个单元。
２． ５． １． ２　 连杆机构有限元分析
图２１３所示为弹性四连杆机构有限元分析示意。图中，４，５，…，９为节点编号，

其中节点６为连杆的中点，节点８为摇杆的中点；②，③，…，⑥为单元编号；（２），
（３），（４）为构件编号；Ｕ７，Ｕ８，Ｕ１１，Ｕ１２，Ｕ１５，Ｕ１６，Ｕ１９，Ｕ２０为弹性位移，Ｕ５，Ｕ９，Ｕ１０，
Ｕ１３，Ｕ１７，Ｕ１８，Ｕ２１，Ｕ２３表示弹性转角，Ｕ６，Ｕ１４，Ｕ２２，Ｕ２４表示曲率。则该四杆机构系统
采用系统编号的广义坐标向量可表示为

Ｕ ＝ ［Ｕ５ 　 Ｕ６ 　 …　 Ｕ２４］Ｔ
２． ５． １． ３　 坐标转换矩阵的确定
由于连杆和摇杆是随着曲柄的转动而运动的，为研究方便，需要采用两种坐标

系，即单元坐标系和系统坐标系。如图２１４所示，坐标系原点为点Ｏ，与梁单元中心
线始终平行的坐标系称为单元坐标系，也称局部坐标系，它随梁单元一起运动，因此
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图２１３　 四连杆机构有限元分析示意
（２）—曲柄；（３）—连杆；（４）—摇杆

也称运动坐标系，规定ｘ轴的正方向为正，把ｘ轴逆时针转过９０°后所指的方向为ｙ
轴的正方向，转角取逆时针方向为正。利用单元坐标来分析单元节点变形和节点力
间的关系比较方便。但对于弹性连杆机构，虽然节点采用了附属于每个单元的局部
坐标系，对不同方向的梁单元导出的基本方程具有统一形式，但由于各单元位置不
同，各单元坐标不统一，不便于研究整体结构，所以需要采用统一的系统坐标系。采
用统一的系统坐标系也是为了能够由梁单元运动方程“组装”出系统的运动方程，这
种“组装”并不是把单元坐标系下的单元方程简单地叠加，而是必须把单元方程式转
换到一个固定的整体坐标系中，即必须将方程转化到静止的整体坐标系（如图２１４
中的坐标系ＯＸＹ，亦称总体坐标系）中。下面说明坐标转换的关系。

图２１４　 单元坐标系和系统坐标系
假设广义坐标列阵ｕ ＝［ｕ１ 　 ｕ２ 　 ｕ３ 　 ｕ４］Ｔ是定义在与刚体梁单元平行的局部

坐标系Ｏｙｚ上的，其中ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４分别为任意一点Ｍ相对于坐标Ｏｙｚ的轴向、横向
位移、转角和曲率。假设一广义坐标列阵ｕ在整体坐标下的坐标列阵为Ｕｅ ＝［Ｕｅ１ 　
Ｕｅ２ 　 Ｕ

ｅ
３ 　 Ｕ

ｅ
４］Ｔ，它是Ｍ点相对于总体坐标系ＯＹＺ的轴向、横向位移、转角和曲率（见

图２１４，两曲率坐标未标出）。
由图２１４可知，在任意点Ｍ处的两组坐标有
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Ｕｅ１ ＝ ｕ１Ｃ － ｕ２Ｓ

Ｕｅ２ ＝ ｕ１Ｓ ＋ ｕ２Ｃ

Ｕｅ３ ＝ ｕ３
Ｕｅ４ ＝ ｕ










４

（２１１８）

式中：Ｓ ＝ ｓｉｎ θ，Ｃ ＝ ｃｏｓ θ。
进行反求，可解得

ｕ１ ＝ Ｕ
ｅ
１Ｃ ＋ Ｕ

ｅ
２Ｓ

ｕ２ ＝ － Ｕ
ｅ
１Ｓ ＋ Ｕ

ｅ
２Ｃ

ｕ３ ＝ Ｕ
ｅ
３

ｕ４ ＝ Ｕ
ｅ










４

（２１１９）

写成矩阵形式，有
ｕ１
ｕ２
ｕ３
ｕ













４

＝

Ｃ Ｓ ０ ０
－ Ｓ Ｃ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

Ｕｅ１
Ｕｅ２
Ｕｅ３
Ｕｅ














４

（２１２０）

可简写为
ｕ　—＝ Ｒ　—Ｕ　—ｅ （２１２１）

式中：ｕ　—＝［ｕ１ 　 ｕ２ 　 ｕ３ 　 ｕ４］Ｔ；Ｕ　—ｅ ＝［Ｕｅ１ 　 Ｕｅ２ 　 Ｕｅ３ 　 Ｕｅ４］Ｔ；Ｒ为坐标转换矩阵，且

Ｒ　—＝

Ｃ Ｓ ０ ０
－ Ｓ Ｃ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

（２１２２）

同样也可以把式（２１１８）写成矩阵形式，即
Ｕｅ１
Ｕｅ２
Ｕｅ３
Ｕｅ













４

＝

Ｃ － Ｓ ０ ０
Ｓ Ｃ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

ｕ１
ｕ２
ｕ３
ｕ














４

（２１２３）

或
Ｕ　—ｅ ＝ Ｒ　—Ｔｕ　— （２１２４）

显然矩阵Ｒ是一正交矩阵，ＲＴＲ ＝ Ｉ，Ｉ为单位矩阵。
上面分析了单元坐标和系统坐标之间的关系。因为一个梁单元有两个节点坐

标，同样可设另一个节点的局部坐标为 ＝［ｕ５ 　 ｕ６ 　 ｕ７ 　 ｕ８］Ｔ，系统的广义坐标为
ｅ ＝［Ｕｅ５ 　 Ｕｅ６ 　 Ｕｅ７ 　 Ｕｅ８］Ｔ，同理可知Ｒ ＝ Ｒ　∧。所以梁单元的单元坐标和系统坐标之间
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的关系为
ｕ ＝ ＲＵｅ （２１２５）

式中：ｕ ＝［ｕ１ 　 ｕ２ 　 …　 ｕ８］Ｔ
Ｕｅ ＝［Ｕｅ１ 　 Ｕｅ２ 　 …　 Ｕｅ８］Ｔ

Ｒ ＝

Ｃ Ｓ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－ Ｓ Ｃ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ Ｓ ０ ０
０ ０ ０ ０ － Ｓ Ｃ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０























０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１２６）

　 　 若图２１３所示四连杆机构中的曲柄、连杆和摇杆与ｙ轴之间的夹角分别为θ１，
θ２和θ３，Ｒｉ表示第ｉ个单元的转换矩阵，由式（２１１８）、式（２１２６）可得四连杆机构各
单元的转换矩阵为

Ｒｉ ＝

Ｃｉ Ｓｉ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ Ｓｉ Ｃｉ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃｉ Ｓｉ ０ ０

０ ０ ０ ０ － Ｓｉ Ｃｉ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

























０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１２７）

式中：Ｓ２ ＝ ｓｉｎθ１；Ｃ２ ＝ ｃｏｓθ１；Ｓ３ ＝ Ｓ４ ＝ ｓｉｎθ２；Ｃ３ ＝ Ｃ４ ＝ ｃｏｓθ２；Ｓ５ ＝ Ｓ６ ＝ ｓｉｎθ３；Ｃ５ ＝
Ｃ６ ＝ ｃｏｓθ３。
２． ５． １． ４　 坐标协调矩阵的确定
为了进行系统分析，可用一个整数矩阵———模型组成矩阵Ｉｕ来表示局部编号与

系统编号的对应关系，即

Ｉｕ ＝

０ ０ ５ ６ ７ ８ ９ ０
７ ８ １０ ０ １１ １２ １３ １４
１１ １２ １３ １４ １５ １６ １７ ０
１５ １６ １８ ０ １９ ２０ ２１ ２２
１９ ２０ ２１ ２２ ０ ０ ２３













２４

（２１２８）

这里，矩阵Ｉｕ是一个５ × ８矩阵，其行数表示单元的总数，列数表示单元广义坐标个
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数。其含义为：第ｉ行的８个数字即为第ｉ个单元的局部编号１ ～ ８相对应的系统编
号。若系统编号为零，表示未设此广义坐标，即该坐标值为零，如Ｕｅ３ ＝
［Ｕ１１ Ｕ１２ Ｕ１３ Ｕ１４ Ｕ１５ Ｕ１６ Ｕ１７ ０］Ｔ，则第ｉ个单元的局部编号１ ～ ８相对应
的系统编号的坐标协调矩阵Ｂｉ可分别表示为

Ｂ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０


































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（２１２９）
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Ｂ３ ＝

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０


































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（２１３０）

Ｂ４ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０













































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（２１３１）

Ｂ５ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０


































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

（２１３２）
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Ｂ６ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ００
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ００
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ００
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ００
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ００
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０


































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １１

（２１３３）
２． ５． １． ５　 连杆机构振动方程
设第ｉ个单元坐标与整体坐标间的转换矩阵为Ｒｉ，第ｉ个单元局部编号与系统

编号间的坐标协调矩阵为Ｂｉ，则四杆机构各单元（单元②、③、④、⑤、⑥）中的第ｉ个
单元以整体编号的系统坐标为未知量的单元运动微分方程可表示为

Ｍｅｉ ＋ Ｃ
ｅ
ｉ Ｕ
　·
＋ ＫｅｉＵ

＝ Ｆｅｉ ＋ Ｑ
ｅ
ｉ － Ｍ

ｅ
ｉｒ ＋ ε（∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｉｐＫμｉｐＵ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｉｐＵＧｉｐ

　 ＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｕ
ＴＧｉｋｌＵＫμｉｋｌＵ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ＧｉｋｌＵＵ

ＴＫμｉｋｌＵ） （２１３４）
式中：
　 　 　 　 　 　 　 　 Ｍｅｉ ＝ Ｂ

Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｍ ｊＲｉＢｉ，　 Ｃｅｉ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｃ ｊＲｉＢｉ

Ｋｅｉ ＝ Ｂ
Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｋ ｊＲｉＢｉ，　 Ｆｅｉ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｆ ｊ

Ｑｅｉ ＝ Ｂ
Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｑ ｊ，　 Ｇｉｐ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｇ ｊｐ

Ｋμｉｐ ＝ Ｂ
Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｋ ｊｐＲｉＢｉ，　 Ｇｉｋｌ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｇ ｊｋｌＲｉＢｉ
Ｋμｉｋｌ ＝ Ｂ

Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｋ ｊｋｌＲｉＢｉ

其中，ｍ ｊ、ｋ ｊ、ｆ ｊ、ｑ ｊ、ｇ ｊｐ、ｋ ｊｐ、ｇ ｊｋｌ、ｋ ｊｋｌ分别为式（２６２）、式（２８９）、式（２１１６）中的矩阵或向
量，且ｊ ＝ ２，３，４，当第ｉ个单元材料为金属材料时取ｊ ＝ ２，当第ｉ个单元材料为三维编
织复合材料时取ｊ ＝ ３，当第ｉ个单元材料为对称叠层复合材料时取ｊ ＝ ４。

把所有单元以整体编号的系统坐标为未知量的单元运动微分方程叠加起来，得
到系统的运动微分方程为

　 Ｍ ＋ Ｃ Ｕ
　·
＋ （Ｋ ＋ Ｋ０１）Ｕ

　 ＝ Ｆ － Ｍｒ － （Ｋｅ１ ＋ Ｋｅ０１）Ｅ０
　 　 ＋ ε ∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｐＫμｐＵ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｐＵＧｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ Ｕ

ＴＧｋｌＵＫμｋｌ( Ｕ

　 　 ＋ １２∑ｋ ∑ｌ ＧｋｌＵＵ
ＴＫμｋｌ )Ｕ （２１３５）

式中：
２４
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Ｍ ＝ ∑
６

ｉ ＝ ２
Ｍｅｉ，　 Ｃ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｃｅｉ，　 Ｋ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｋｅｉ，　 Ｆ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｆｅｉ

Ｇｐ ＝ ∑
６

ｉ ＝ ２
Ｇｉｐ，　 Ｋμｐ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｋμｉｐ，　 Ｇｋｌ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｇｉｋｌ，　 Ｋμｋｌ ＝ ∑

６

ｉ ＝ ２
Ｋμｉｋｌ

　 　 值得注意的是，单元运动微分方程叠加起来后单元间的作用力Ｑｅｉ 相互抵消了。
同时由于在该弹性四连杆机构中还存在曲柄与连杆间轴承座的集中质量ｍ０１及连杆
与摇杆间轴承座的集中质量ｍ０２，因而在利用以上参数建立系统的动态方程时，应将
ｍ０１和ｍ０２叠加到系统质量矩阵Ｍ中去，即将集中质量ｍ０１叠加到（Ｍ）７，７和（Ｍ）８，８中，
将集中质量ｍ０２叠加到（Ｍ）１５，１５和（Ｍ）１６，１６中。
２． ５． ２　 电动机弹性四连杆机构系统振动方程
为了使分析方便，这里将电动机输出轴与连杆机构的曲柄按直接连接处理，系统

简图如图２１５所示。这里：当曲柄、连杆、摇杆均为金属材料构件时，则该系统为电
动机金属材料四连杆机构系统；当曲柄、连杆、摇杆均为三维编织复合材料构件时，
则该四连杆机构为电动机三维编织复合材料四连杆机构系统；当曲柄、连杆、摇杆均
为对称叠层复合材料构件时，则该四连杆机构为电动机对称叠层复合材料四连杆机
构系统；当构件中含有复合材料构件时，则该四连杆机构为电动机含复合材料构件
的四连杆机构系统。无论是哪一种形式的电动机弹性四连杆机构系统，均可按下面
的方法建立其动力学模型。

图２１５　 电动机弹性四连杆机构系统简图
ａ—三相交流电动机；ｂ—曲柄；ｃ—连杆；ｄ—摇杆

根据２． ５． ２节建立振动方程的步骤，为保证简便而不失一般性，在对该系统进行
有限元分析时，将电动机单元和曲柄各作为一个单元，将摇杆和连杆各分为两个单
元，以１，２…表示节点编号，以①，②…表示单元编号，以（１），（２）…表示构件编号，
Ｕ１，Ｕ２，Ｕ７，Ｕ８，Ｕ１１，Ｕ１２，Ｕ１５，Ｕ１６，Ｕ１９，Ｕ２０为弹性位移，Ｕ５，Ｕ９，Ｕ１０，Ｕ１３，Ｕ１７，Ｕ１８，Ｕ２１，Ｕ２３
为弹性转角，Ｕ３，Ｕ４为弹性扭角，Ｕ６，Ｕ１４，Ｕ２２，Ｕ２４为曲率。节点６为连杆的中点，节点
８为摇杆的中点，如图２１３、图２１６所示。

这样该四杆机构系统采用系统编号的广义坐标向量可表示为
Ｕ ＝ ［Ｕ１ Ｕ２ …Ｕ２４］Ｔ

３４
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图２１６　 电动机单元分析示意图
　 　 设第ｉ个单元坐标与整体坐标间的转换矩阵为Ｒｉ，第ｉ个单元局部编号与系统
编号间的坐标协调矩阵为Ｂｉ，则单元①（电动机单元）以整体编号的系统坐标为未知
量的单元运动微分方程为

Ｍｅ１ ＋ Ｃ
ｅ
１ Ｕ
　·
＋ （Ｋｅ１ ＋ Ｋｅ０１）Ｕ ＝ Ｆｅ１ ＋ Ｑｅ１ － Ｍｅ１ｒ － （Ｋｅ１ ＋ Ｋｅ０１）Ｅ０ （２１３６）

式中：Ｕ，，ｒ分别为系统在整体坐标系中的广义坐标向量、加速度向量和刚体加速
度向量，且

Ｍｅ１ ＝ Ｂ
Ｔ
１Ｒ
Ｔ
１ ｍ１Ｒ１Ｂ１，　 Ｃｅ１ ＝ ＢＴ１ＲＴ１ ｃ１Ｒ１Ｂ１，　 Ｋｅ１ ＝ ＢＴ１ＲＴ１ ｋ１Ｒ１Ｂ１

Ｋｅ０１ ＝ Ｂ
Ｔ
１Ｒ
Ｔ
１ ｋ０１Ｒ１Ｂ１，　 Ｆｅ１ ＝ ＢＴ１ＲＴ１ ｆ１，　 Ｑｅ１ ＝ ＢＴ１ＲＴ１ ｑ１，　 Ｅ０ ＝ Ｒ１Ｂ１ Ｅ０

　 　 四杆机构各单元（单元②、③、④、⑤、⑥）中的第ｉ个单元以整体编号的系统坐标
为未知量的单元运动微分方程可表示为
Ｍｅｉ ＋ Ｃ

ｅ
ｉ Ｕ
　·
＋ＫｅｉＵ ＝ Ｆ

ｅ
ｉ ＋ Ｑ

ｅ
ｉ － Ｍ

ｅ
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８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｉｐＫμｉｐＵ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｉｐＵＧｉｐ

＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｕ
ＴＧｉｋｌＵＫμｉｋｌＵ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ＧｉｋｌＵＵ

ＴＫμｉｋｌＵ）
（２１３７）

式中：
Ｍｅ１ ＝ Ｂ

Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｍ ｊＲｉＢｉ，　 Ｃｅｉ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｃ ｊＲｉＢｉ

Ｋｅｉ ＝ Ｂ
Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｋ ｊＲｉＢｉ，　 Ｆｅｉ ＝ ＢＴｉ ＲＴｉ ｆ ｊ

Ｑｅｉ ＝ Ｂ
Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
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ｉ Ｒ
Ｔ
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Ｋμｉｋｌ ＝ Ｂ

Ｔ
ｉ Ｒ
Ｔ
ｉ ｋ ｊｋｌＲｉＢｉ

其中，ｍ ｊ，ｋ ｊ，ｆ ｊ，ｑ ｊ，ｇ ｊｐ，ｋ ｊｐ，ｇ ｊｋｌ，ｋ ｊｋｌ分别为式（２６２）、式（２８９）、式（２１１６）中的矩阵和向
量，且ｊ ＝ ２，３，４，当第ｉ个单元材料为金属材料时取ｊ ＝ ２，当第ｉ个单元材料为三维编
织复合材料时取ｊ ＝ ３，当第ｉ个单元材料为对称叠层复合材料时取ｊ ＝ ４。

把所有单元以整体编号的系统坐标为未知量的单元运动微分方程叠加起来，得
到系统的运动微分方程为

Ｍ ＋ Ｃ Ｕ
　·
＋ （Ｋ ＋ Ｋ０１）Ｕ

＝ Ｆ － Ｍｒ － （Ｋｅ１ ＋ Ｋｅ０１）Ｅ０ ＋ ε（∑
８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｐＫμｐＵ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｐＵＧｐ
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　 ＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｕ
ＴＧｋｌＵＫμｋｌＵ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ ＧｋｌＵＵ

ＴＫμｋｌＵ） （２１３８）
式中：
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６
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６
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６
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　 　 值得注意的是，单元运动微分方程叠加起来后单元间的作用力Ｑｅｉ 相互抵消了。
同时由于在该弹性四连杆机构中还存在曲柄与连杆间轴承座的集中质量ｍ０１及连杆
与摇杆间轴承座的集中质量ｍ０２，因而在利用以上参数建立系统的动态方程时，应将
ｍ０１和ｍ０２叠加到系统质量矩阵Ｍ中去，即将集中质量ｍ０１叠加到（Ｍ）７，７和（Ｍ）８，８中，
将集中质量ｍ０２叠加到（Ｍ）１５，１５和（Ｍ）１６，１６中。

需要说明的是，由于阻尼是机构的重要的动力学特性之一，因而为了更准确地分
析机构系统的弹性动力学行为，在建模中计入阻尼的影响是必要的。引起能量耗散
的原因主要有以下几种：①材料的内摩擦作用（它使机械能量逐渐转化为热能消失
在周围的介质中），这是能量耗散的主要原因；②节点、支座连接间的摩擦阻力，主要
是由构件之间或构件与支座间的相对运动所产生的。此外，通过支座基础会散失一
部分能量；③周围介质对振动的阻尼力，使振动衰减的因素统称为阻尼力。机构系统
的阻尼力分布形式和特征很复杂，这里，三维编织复合材料构件的阻尼力可按２． ３． ４
节的方法确定，对称叠层复合材料构件的阻尼力可按２． ４． ４节的方法确定，金属材料
构件所受到的阻尼力的影响采用黏滞阻尼理论来近似地估计［８５］，即认为阻尼力与弹
性变形速度成正比，这里也是采用这一方法来计入阻尼影响的。

若在电动机单元中不考虑电动机转子的转动偏心，则系统运动微分方程为
Ｍ ＋ Ｃ Ｕ

　·
＋ （Ｋ ＋ Ｋ０１）Ｕ
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１
２∑ｋ ∑ｌ ＧｋｌＵＵ

ＴＫμｋｌＵ） （２１３９）
　 　 根据式（２１３９）的推导过程可知，Ｋ０１，（Ｋｅ１ ＋ Ｋｅ０１）Ｅ０ 是考虑电动机影响后引入
的，其中Ｋ０１和Ｋｅ０１不仅与系统的结构参数有关，而且还与电磁参数有关，为机电耦合
项；－Ｍｒ为系统的自激惯性力项，它不仅与系统的运动参数有关，而且还与系统的
结构参数和电磁参数有关（详见４． ２节），其中包含有机电耦合项；ε后面括号中的各
项都是考虑连杆机构构件的几何非线性后引入的，其中不仅包含系统广义坐标向量
Ｕ的平方项，也包含系统广义坐标向量Ｕ的立方项；Ｍ，Ｋ，Ｃ分别为系统动力学方程
的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵；Ｆ为作用于系统的外力向量。显然，该方程为非
线性机电耦合动力学方程。
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由于电磁参数对电动机轴的振动有着直接的影响，而电动机轴又与连杆机构直
接相连，因而其振动也直接影响连杆机构的动态特性；反之亦然。也就是说，电动机
弹性连杆机构系统存在着复杂的机电耦合关系，而式（２５６）则较好地体现了这种复
杂的机电耦合关系。
２． ５． ３　 混合驱动五杆机构系统动力学模型
混合驱动五杆机构中，一个输入运动由常速电动机实现，以提供主要的动力，另

外一个输入运动由可控电动机实现，以调节运动输出的机构，具有较好的输出柔性。
此类机构能够实现给定轨迹、速度和加速度，在数控设备、机器人及自动化生产线等
方面有很好的应用前景。而双可控电动机驱动五杆机构虽具有更好的输出柔性，但
也具有系统承载能力不很强、控制更复杂等不足。

以图２１７所示的含伺服电动机和三相交流电动机的混合驱动五杆机构系统
为研究对象，针对电动机转子偏心导致的不均匀气隙磁场，分析其实际运行状态的
机电耦合关系，建立以电动机横振、扭振为节点位移的电动机单元，应用有限单元
法建立含电动机电磁参数和弹性连杆机构结构参数的系统非线性机电耦合动力学
模型。

建立系统的整体坐标系，并且定义系统在整体坐标系中的弹性位移向量为ｕ。
设Ｒｉ为第ｉ个单元坐标与整体坐标间的转换矩阵，Ｂｉ为第ｉ个单元局部编号与系统
编号间的坐标协调矩阵。

为了不失一般性，将五杆机构两连杆分为两个单元，双曲柄分别当做一个单元。
以③，④，…，⑧为单元编号，Ｕ１１，Ｕ１２，Ｕ１５，Ｕ１６，Ｕ１９，Ｕ２０，Ｕ２３，Ｕ２４，Ｕ２７，Ｕ２８为弹性位移，
Ｕ９，Ｕ１３，Ｕ１４，Ｕ１７，Ｕ２１，Ｕ２２，Ｕ２５，Ｕ２９，Ｕ３０，Ｕ３１为弹性转角，Ｕ１０，Ｕ１８，Ｕ２６，Ｕ３２为曲率。伺服
电动机单元和三相交流电动机单元编号分别为①和②，如图２１８所示。
可得

图２１７　 混合驱动五杆机构系统简图
１—三相交流电动机；２—曲柄；３、４—连杆；５—曲柄；

６—伺服电动机（或直流电动机）；７—机架

图２１８　 机构计算分析示意
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Ｒ１ ＝ Ｒ２ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

（２１４０）

Ｒ３ ＝

ｃｏｓβ１ － ｓｉｎβ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ ｓｉｎβ１ ｃｏｓβ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃｏｓβ１ － ｓｉｎβ１ ０ ０

０ ０ ０ ０ － ｓｉｎβ１ ｃｏｓβ１ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０







































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１４１）

Ｒ４ ＝ Ｒ５ ＝

ｃｏｓβ２ － ｓｉｎβ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ ｓｉｎβ２ ｃｏｓβ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃｏｓβ２ － ｓｉｎβ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ － ｓｉｎβ２ ｃｏｓβ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０







































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１４２）

Ｒ６ ＝ Ｒ７ ＝

ｃｏｓβ３ － ｓｉｎβ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ ｓｉｎβ３ ｃｏｓβ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃｏｓβ３ － ｓｉｎβ３ ０ ０

０ ０ ０ ０ － ｓｉｎβ３ ｃｏｓβ３ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０







































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１４３）
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Ｒ８ ＝

ｃｏｓβ４ － ｓｉｎβ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ ｓｉｎβ４ ｃｏｓβ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｃｏｓβ４ － ｓｉｎβ４ ０ ０

０ ０ ０ ０ － ｓｉｎβ４ ｃｏｓβ４ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０







































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

（２１４４）

其中，β１和β４分别为连杆Ｌ１和Ｌ４与水平位置之间的夹角。
协调矩阵Ｂ１和Ｂ２是４ × ３２阶矩阵，Ｂ３，Ｂ４，…，Ｂ７和Ｂ８是８ × ２４阶矩阵，且

（Ｂ１）１１ ＝ （Ｂ１）２２ ＝ （Ｂ１）３３ ＝ （Ｂ１）４４ ＝ １
（Ｂ２）１５ ＝ （Ｂ２）２６ ＝ （Ｂ２）３７ ＝ （Ｂ２）４８ ＝ １
（Ｂ３）３，９ ＝ （Ｂ３）４，１０ ＝ （Ｂ３）５，１１ ＝ （Ｂ３）６，１２ ＝ （Ｂ３）７，１３ ＝ １
（Ｂ４）１，１１ ＝ （Ｂ４）２，１２ ＝ （Ｂ４）３，１４ ＝ （Ｂ４）５，１５ ＝ （Ｂ４）６，１６ ＝ （Ｂ４）７，１７ ＝ （Ｂ４）８，１８ ＝ １
（Ｂ５）１，１５ ＝ （Ｂ５）２，１６ ＝ （Ｂ５）３，１７ ＝ （Ｂ５）４，１８ ＝ （Ｂ５）５，１９ ＝ （Ｂ５）６，２０ ＝ （Ｂ５）７，２１ ＝ １
（Ｂ６）１，１９ ＝ （Ｂ６）２，２０ ＝ （Ｂ６）３，２１ ＝ （Ｂ６）３，２２ ＝ （Ｂ６）５，２３ ＝ （Ｂ６）６，２４ ＝ （Ｂ６）７，２５ ＝
（Ｂ６）８，２６ ＝ １
（Ｂ７）１，２３ ＝ （Ｂ７）２，２４ ＝ （Ｂ７）３，２５ ＝ （Ｂ７）４，２６ ＝ （Ｂ７）５，２７ ＝ （Ｂ７）６，２８ ＝ （Ｂ７）７，２９ ＝ １
（Ｂ８）１，２７ ＝ （Ｂ８）２，２８ ＝ （Ｂ８）３，３０ ＝ （Ｂ８）７，３１ ＝ （Ｂ８）８，３２ ＝ １
矩阵其余各元素均为零。

若采用线性黏性阻尼模型，此时阻尼率可通过实验利用分量分析法求得。由第
二类拉格朗日方程，有

ｄ
ｄｔ
Ｔ
 ｕ
　·( )
ｉ

－ Ｔ
ｕｉ
＋ Ｖ
ｕｉ
＝ Ｆ ＋ Ｑ （２１４５）

并将式（２３）、式（２９）、式（２１５）、式（２２７）、式（２５９）及式（２６２）代入上式，得到计
入系统阻尼影响时混合驱动五杆机构系统的动态方程为

Ｍü ＋ Ｃｕ·＋ （Ｋ ＋ Ｋ０）ｕ ＝ Ｆ － Ｍｕ̈ｒ － （Ｋｅ１１ ＋ Ｋｅ１２ ＋ Ｋｅ２１ ＋ Ｋｅ２２）ｅ － ｋ０
＋ ε（∑

８

ｎ ＝ １
ｕＴＧｎＫｎｕ ＋

１
２∑

８

ｎ ＝ １
ｕＴＫｎｕＧｎ

＋ １２∑ｇ ∑ｌ ｕ
ＴＧｇｌｕＫｇｌｕ ＋

１
２∑ｇ ∑ｌ Ｇｇｌｕｕ

ＴＫｇｌｕ）
（ｋ，ｌ ＝ ２，３，４，６，７，８）

（２１４６）
式中：Ｆ为外载荷广义力向量；üｒ为系统在整体坐标系中的刚体加速度列阵；ε为小
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参数；且
Ｍ ＝ ＢＴ１Ｒ

Ｔ
１ ｍ５Ｒ１Ｂ１ ＋ Ｂ

Ｔ
２Ｒ
Ｔ
２ ｍ１Ｒ２Ｂ２ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ｍ２ＲｉＢｉ

Ｋ ＝ Ｋｅ１１ ＋ Ｋ
ｅ
２１ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ｋ２ＲｉＢｉ

Ｋ０ ＝ Ｋ
ｅ
１２ ＋ Ｋ

ｅ
２２

Ｋｅ１１ ＝ Ｂ
Ｔ
１Ｒ
Ｔ
１ ｋ５１Ｒ１Ｂ１

Ｋｅ１２ ＝ Ｂ
Ｔ
１Ｒ
Ｔ
１ ｋ５２Ｒ１Ｂ１

Ｋｅ２１ ＝ Ｂ
Ｔ
２Ｒ
Ｔ
２ ｋ１１Ｒ２Ｂ２

Ｋｅ２２ ＝ Ｂ
Ｔ
２Ｒ
Ｔ
２ ｋ１２Ｒ２Ｂ２

ｅ ＝ ＢＴ１Ｒ
Ｔ
１ ｅ１ ＋ Ｂ

Ｔ
２Ｒ
Ｔ
２ ｅ２

ｅ１ ＝ ［ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１ 　 ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１ 　 ０　 ０］Ｔ
ｅ２ ＝ ［ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４ 　 ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４ 　 ０　 ０］Ｔ

ｋ０ ＝ Ｂ
Ｔ
１Ｒ
Ｔ
１ ｋ０５ ＋ Ｂ

Ｔ
２Ｒ
Ｔ
２ ｋ０１

Ｇｎ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ｇｎ，　 （ｇｎ）ｉ ＝ １　 （ｉ ＝ １，２，…，８）

Ｋｎ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ∫
Ｌ

０
ＥＡｇＴｎｇ ＫａｄｘＲｉＢｉ

ｇ ＝ － １Ｌ 　 ０　 ０　 ０　
１
Ｌ[ ]　 ０　 ０　 ０

Ｔ

（Ｋａ）ｉｊ ＝ γ′ｉγ′ｊ 　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，…，８）
Ｇｇｌ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ＧｇｌＲｉＢｉ

（Ｇｇｌ）ｇｌ ＝ （Ｇｇｌ）ｌｇ ＝ １　 （ｋ，ｌ ＝ ２，３，…，８）
Ｋｇｌ ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ ３
ＢＴｉ Ｒ

Ｔ
ｉ ＫｇｌＲｉＢｉ

（Ｋｇｌ）ｉｊ ＝ （Ｋｇｌ）ｊｉ ＝ ∫
Ｌ

０
ＥＡγ′ｇγ′ｌγ′ｉγ′ｊｄｘ　 （ｉ，ｊ ＝ ２，３，…，８）

其中，Ｎ为机构系统单元数量（本书取Ｎ ＝ ８），Ｋａ、Ｋｇｌ、Ｇｇｌ皆为８ × ８阶矩阵，ｇ、ｇｎ皆为
８阶向量，其余各项为零。同理，可得到由连杆机构及直流电动机和三相交流电动机
组成的机构系统动态方程。

系统动态模型不仅包含三相交流电动机的电磁参数，还包含机电系统中应用最
为广泛、电磁状态较为复杂的伺服电动机的电磁参数，因而此模型能比较真实地反映
此类机构系统的动态性能，具有较为普遍的使用意义。

由系统动态模型（式（２１２２））的推导过程可知：Ｋ０、Ｋｅ１２和Ｋｅ２２是与系统电磁参数
和电动机结构参数有关的刚度矩阵，Ｋ０和（Ｋｅ１２ ＋ Ｋｅ２２）ｅ是考虑电动机影响后引入的，
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为机电耦合项；－Ｍüｒ为系统的自激惯性力项，它不仅与系统的运动参数有关，还与
系统的结构参数和电磁参数有关（见第３章）；ε后面括号中的各项是考虑连杆机构
构件的几何非线性后引入的，其中不仅包含系统广义坐标向量ｕ的平方项，也包含ｕ
的立方项，有关因电磁参数引入的非线性项，将在第３章中描述。这样，所建系统的
动态模型即为多自由度非线性机电耦合动态力学方程。在此基础上，即可进一步研
究系统的非线性振动特性。
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第３章　 连杆机构系统非线性振动分析

在振动理论中，激励一般可以分为以下两类［８６］。
（１）作为系统运动微分方程的非齐次项出现的外激励。在外激励作用下系统的

振动为强迫振动或受迫振动。
（２）作为系统运动微分方程的变系数（即依赖于时间的系数）而出现的参数激

励。若参数激励仅仅是恢复力的线性部分，则称之为线性参数激励；若参数激励是恢
复力的非线性部分，则称之为非线性参数激励。在参数激励情况下系统的振动称为
参数振动。

随着研究的不断深入，国内外学者［８，２８４１，８７９５］在机构弹性动力学的研究领域已取
得许多重要成果。他们在研究中所考虑的系统所受到的激励都为外激励，如外载荷、
自激惯性力、副反力等，未见有关参数激励的报道。然而在高速轻型机电传动系统的
运行中时常出现一些人们未曾料及的现象，如驱动电动机的电磁谐波有时会引起被
驱动机构的强烈振动，在一定条件下系统将出现参数共振与强迫振动相耦合的振动
等，其根本原因在于人们对该类机构系统非线性动态特性的研究还不够全面和深入，
对系统机电耦合等深层次问题也没有作详细探讨。

第２章应用有限单元法建立了电动机弹性四连杆机构系统和混合驱动五杆机
构系统的耦合动力学方程，在该耦合动力学方程中显含广义坐标向量的平方项和立
方项，其中电磁参数激励和柔性构件的大几何变形这一非线性因素是产生平方非线
性振动特征的主要原因，柔性构件大几何变形的非线性因素是产生立方非线性振动
特征的主要原因。在第２章所建立的耦合动力学方程的基础上，本章主要介绍系统
在电磁参数激励下的参激振动机理及电磁参数激励和外激励联合作用下的参、强耦
合振动机理，并采用非线性分析的近似方法———多尺度法对电动机弹性四连杆机构
系统和混合驱动五杆机构系统在电磁参数激励和自激惯性力（或外力）共同作用下
的非线性振动进行深入分析。

３． １　 系统的自激惯性力分析

３． １． １　 连杆机构运动分析
３． １． １． １　 四连杆机构运动分析
在图３１所示的四连杆机构中，各构件的长度分别表示为Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ｌ４，各构件

的角位置分别表示为φ１，φ２，φ３，各构件的角速度分别表示为φ　·１，φ　·２，φ　·３，各构件的角
１５



图３１　 连杆机构示意
加速度分别表示为φ　··１，φ　··２，φ　··３。根据该机构的几何关系可得

φ２ ＝ ２ａｒｃｔａｎ
ａ ＋ ａ２ ＋ ｂ２ － ｃ槡 ２

ｂ － ｃ （３１）

φ３ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｄ ＋ ｄ２ ＋ ｅ２ － ｆ槡 ２

ｅ － ｆ （３２）

φ　·２ ＝
Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）
Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）φ

　·
１ （３３）

φ　·３ ＝
Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）φ

　·
１ （３４）

φ　··２ ＝
Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）
Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）φ

　··
１ －
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）
Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）φ

　·２
１ －
ｃｏｓ（φ２ － φ３）
ｓｉｎ（φ２ － φ３）φ

　·２
２ ＋

Ｌ３
Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）φ

　·２
３

（３５）
φ　··３ ＝

Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）φ

　··２
１ ＋
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）φ

　·２
１ ＋

Ｌ２
Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）φ

　·２
２ －
ｃｏｓ（φ３ － φ２）
ｓｉｎ（φ３ － φ２）φ

　·２
３

（３６）
式中：

ａ ＝ ２Ｌ１Ｌ２ ｓｉｎφ１
ｂ ＝ ２Ｌ２（Ｌ１ｃｏｓφ１ － Ｌ４）

ｃ ＝ Ｌ２１ ＋ Ｌ
２
２ ＋ Ｌ

２
４ － Ｌ

２
３ － ２Ｌ１Ｌ４ｃｏｓφ１

ｄ ＝ ２Ｌ１Ｌ３ ｓｉｎφ１
ｅ ＝ ２Ｌ３（Ｌ１ｃｏｓφ１ － Ｌ４）

ｆ ＝ Ｌ２２ － Ｌ
２
１ － Ｌ

２
３ － Ｌ

２
４ ＋ ２Ｌ１Ｌ４ｃｏｓφ１

３． １． １． ２　 五连杆机构运动分析
对于如图３２所示的五杆机构系统，可知

β　·２ ＝ β
　·
３ ＝ （１ － ｇ２）－

１
２（ｅβ　·１ ＋ ｆβ　·４） （３７）

β　··２ ＝ β
　··
３ ＝［ｇｅ２（１ － ｇ２）－

３
２ ＋ ｅ１（１ － ｇ２）－

１
２］β　·２１

＋ ［ｇｆ２（１ － ｇ２）－ ３２ ＋ ｆ２（１ － ｇ２）－
１
２］β　·２４

＋ ［２ｇｅｆ（１ － ｇ２）－ ３２ ＋ （ｅ２ ＋ ｆ１）（１ － ｇ２）－
１
２］β　·１β　·４

２５
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＋ ｅ（１ － ｇ２）－ １２ β　··１ ＋ ｆ（１ － ｇ２）－
１
２ β　··４ （３８）

图３２　 五杆机构示意
式中：

当ｔａｎ ｄ － ｂｃ － ａ≥０时，
β２ ＝ １８０° － （θ３ － θ１）
β３ ＝ θ１ ＋ θ

{
２

（３９）

　 　 当ｔａｎ ｄ － ｂｃ － ａ ＜ ０时，
β２ ＝ １８０° － （θ３ ＋ θ１）
β３ ＝ θ２ － θ

{
１

（３１０）

且
θ１ ＝ ｃｏｓ

－１ （ｃ － ａ）２ ＋ Ｌ２６ － （ｄ － ｂ）２
２Ｌ６（ｃ － ａ）

θ２ ＝ ｃｏｓ
－１ Ｌ

２
３ ＋ Ｌ

２
６ － Ｌ

２
２

２Ｌ３Ｌ６

θ３ ＝ ｃｏｓ
－１ Ｌ

２
２ ＋ Ｌ

２
６ ＋ Ｌ

２
３

２Ｌ２Ｌ













６

（３１１）

ｅ ＝
－ Ｌ１Ｌ５ ｓｉｎβ１ － ２Ｌ

２
１ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ１ ＋ Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎ（β１ ＋ β４）

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）

＋
［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］Ｌ１ ｓｉｎβ１

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２
（３１２）

ｅ１ ＝
－ Ｌ１Ｌ５ｃｏｓβ１ － ２Ｌ

２
１ｃｏｓ２β１ ＋ Ｌ１Ｌ４ｃｏｓ（β１ ＋ β４）

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）

＋
［－ Ｌ１Ｌ５ ｓｉｎβ１ － ２Ｌ２１ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ１ ＋ Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎ（β１ ＋ β４）］Ｌ１ ｓｉｎβ１

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

３５
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＋
［－ ２Ｌ５Ｌ１ ｓｉｎβ１ － ４Ｌ２１ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ１ ＋ ２Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎ（β１ ＋ β４）］Ｌ１ ｓｉｎβ１

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ｓｉｎβ１ － Ｌ４ｓｉｎβ４）２］Ｌ１ｃｏｓβ１

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
２Ｌ２１ｓｉｎ

２β１［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ －（Ｌ１ｓｉｎβ１ － Ｌ４ｓｉｎβ４）２］
（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）３ （３１３）

ｅ２ ＝
Ｌ１Ｌ４ｃｏｓ（β１ ＋ β４）

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）

－
［－ Ｌ１Ｌ５ ｓｉｎβ１ － ２Ｌ２１ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ１ ＋ Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎ（β１ ＋ β４）］Ｌ４ ｓｉｎβ４

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
２（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）Ｌ４ ｓｉｎβ４ － ２（Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ４

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

－
２Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎβ１ ｓｉｎβ４［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）３
（３１４）

ｆ ＝
Ｌ５Ｌ４ ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｃｏｓβ１ ｓｉｎβ４ － Ｌ

２
４ｃｏｓβ４ ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎβ１ ｓｉｎβ４ － Ｌ

２
４ ｓｉｎβ４ ｓｉｎβ４

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）

－
［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］Ｌ４ ｓｉｎβ４

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ （３１５）

ｆ１ ＝
Ｌ１Ｌ４（ｃｏｓβ１ ｓｉｎβ４ － ｓｉｎβ１ ｓｉｎβ４）
Ｌ２６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
（Ｌ５Ｌ４ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｃｏｓβ１ｓｉｎβ４ － Ｌ２４ｃｏｓβ４ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｓｉｎβ１ｓｉｎβ４ － Ｌ２４ｓｉｎ２β４）Ｌ１ｓｉｎβ１

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
［－ ２Ｌ５Ｌ１ ｓｉｎβ１ － ４Ｌ２１ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ１ ＋ ２Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎ（β１ ＋ β４）］Ｌ１ ｓｉｎβ１

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］Ｌ１ｃｏｓβ１

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

＋
２Ｌ２１ ｓｉｎ

２β１［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］
（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）３

（３１６）
ｆ２ ＝
Ｌ５Ｌ４ｃｏｓβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｃｏｓ（β１ － β４）－ Ｌ２４β４ｃｏｓ２β４ － ２Ｌ２４ ｓｉｎβ４ｃｏｓβ４

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）

－
（Ｌ５Ｌ４ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｃｏｓβ１ｓｉｎβ４ － Ｌ２４ｃｏｓβ４ｓｉｎβ４ ＋ Ｌ１Ｌ４ｓｉｎβ１ｓｉｎβ４ － Ｌ２４ｓｉｎ２β４）Ｌ４ｓｉｎβ４

Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

４５
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＋
２（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）Ｌ４ ｓｉｎβ４ － ２（Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎβ１ｃｏｓβ４

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２

－
２Ｌ１Ｌ４ ｓｉｎβ１ ｓｉｎβ４［（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２］

（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）３
（３１７）

ｇ ＝
（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４）２ ＋ Ｌ２６ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１ － Ｌ４ ｓｉｎβ４）２

２Ｌ６（Ｌ５ ＋ Ｌ１ｃｏｓβ１ － Ｌ４ｃｏｓβ４） （３１８）

３． １． ２　 连杆机构系统的刚体加速度
３． １． ２． １　 四连杆机构运动分析
以图２１５所示电动机弹性四连杆机构系统为研究对象，对应于该系统的广义

坐标向量，系统的刚体加速度向量可表示为
Ｕ
　··
ｒ ＝［０　 ０　 φ　··１ 　 φ　··１ 　 φ　··１ 　 ０　 Ｘ　··５ 　 Ｙ　··５ 　 φ　··１ 　 φ　··２ 　 Ｘ　··６ 　 Ｙ　··６
φ　··２ 　 ０　 Ｘ

　··
７ 　 Ｙ

　··
７ 　 φ

　··
２ 　 φ

　··
３ 　 Ｘ

　··
８ 　 Ｙ

　··
８ 　 φ

　··
３ 　 ０　 φ

　··
３ 　 ０］Ｔ （３１９）

式中：Ｘ　··ｉ、Ｙ　··ｉ分别为节点ｉ处沿ｘ、ｙ轴方向的加速度。
显然，系统刚体加速度Ｕ　··ｒ可表示为电动机转子瞬时角速度的平方φ　·２１和瞬时角

加速度φ　··１的函数［１６］，即
Ｕ
　··
ｒ ＝ Ｕω φ

　·２
１ ＋ Ｕε φ

　··
１ （３２０）

式中：Ｕω、Ｕε是与机构几何尺寸及位置有关的２４阶系数列阵。
通过对机构系统进行刚体运动分析，得

（Ｕω）７ ＝ － Ｌ１ｃｏｓφ１
（Ｕω）８ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎφ１

（Ｕω）１０ ＝ － Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）－
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）ｃｏｓ（φ２ － φ３）
Ｌ２２ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３） －
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
（Ｕω）１１ ＝ － Ｌ１ｃｏｓφ１ － Ｌ

２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）
２Ｌ２ ｓｉｎ

２（φ２ － φ３）ｃｏｓφ２

＋ １２ Ｌ [２ Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）＋
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）ｃｏｓ（φ２ － φ３）
Ｌ２２ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３）

＋
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２ ]） ｓｉｎφ２
（Ｕω）１２ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎφ１ － Ｌ

２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）
２Ｌ２ ｓｉｎ

２（φ２ － φ３）ｓｉｎφ２

－ １２ Ｌ [２ Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）＋
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）ｃｏｓ（φ２ － φ３）
Ｌ２２ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３）
５５
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＋
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２ ]） ｃｏｓφ２
（Ｕω）１３ ＝ － Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）－

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）ｃｏｓ（φ２ － φ３）
Ｌ２２ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３） －
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
（Ｕω）１５ ＝ － Ｌ

２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ

２（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３ －
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）
ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３

＋ Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

Ｌ２ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）＋

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２[ ]） ｓｉｎφ３

（Ｕω）１６ ＝ － Ｌ
２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ

２（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３ ＋
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）
ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３

－ Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

Ｌ２ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）＋

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２[ ]） ｃｏｓφ３

（Ｕω）１７ ＝ － Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）－
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）ｃｏｓ（φ２ － φ３）
Ｌ２２ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３） －
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
（Ｕω）１８ ＝ Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）－

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）－

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
Ｌ２３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
（Ｕω）１９ ＝ － Ｌ

２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
２Ｌ３ ｓｉｎ

２（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３ －
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）
２ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３

＋ Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

２Ｌ２ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）＋

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２[ ]） ｓｉｎφ３

（Ｕω）２０ ＝ － Ｌ
２
１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）
２Ｌ３ ｓｉｎ

２（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３ ＋
Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）
２ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３

－ Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

２Ｌ２ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）＋

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２[ ]） ｃｏｓφ３

（Ｕω）２１ ＝ Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）－
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ３）
Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ

３（φ２ － φ３）－
Ｌ２１ ｓｉｎ

２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
Ｌ２３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
（Ｕω）２３ ＝ Ｌ１ｃｏｓ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）－

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ３）

Ｌ２Ｌ３ ｓｉｎ
３（φ２ － φ３）－

Ｌ２１ ｓｉｎ
２（φ１ － φ２）ｃｏｓ（φ３ － φ２）
Ｌ２３ ｓｉｎ

３（φ３ － φ２）
Ｕω的其他各项为零。

通过对机构系统进行刚体运动分析，得
（Ｕε）３ ＝ （Ｕε）４ ＝ （Ｕε）５ ＝ １

（Ｕε）７ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎφ１
（Ｕε）８ ＝ Ｌ１ｃｏｓφ１
（Ｕε）９ ＝ １

（Ｕε）１０ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）
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（Ｕε）１１ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎφ１ － Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）２ｓｉｎ（φ２ － φ３）ｓｉｎφ２

（Ｕε）１２ ＝ Ｌ１ｃｏｓφ１ ＋ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）２ｓｉｎ（φ２ － φ３）ｃｏｓφ２

（Ｕε）１３ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）
（Ｕε）１５ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３

（Ｕε）１６ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３

（Ｕε）１７ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ３）Ｌ２ ｓｉｎ（φ２ － φ３）
（Ｕε）１８ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）

（Ｕε）１９ ＝ － Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）２ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｓｉｎφ３

（Ｕε）２０ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）２ｓｉｎ（φ３ － φ２）ｃｏｓφ３

（Ｕε）２１ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）
（Ｕε）２３ ＝ Ｌ１ ｓｉｎ（φ１ － φ２）Ｌ３ ｓｉｎ（φ３ － φ２）

Ｕε的其他各项为零。
３． １． ２． ２　 五连杆机构运动分析
系统动态方程中，刚体加速度列阵ｕ　··ｒ可通过其他的刚体运动分析得到，它的元

素与广义坐标ｕ的各元素相对应的刚体加速度或角速度有关。
对于图２１８所示混合驱动五杆机构系统，机构单元及两电动机单元对应的广义

坐标向量为ｕ，系统的刚体加速度向量可表示为
ｕ　··ｒ ＝［Ｘ　··２　 Ｙ　··２　 θ　··１　 θ　··１　 Ｘ　··６　 Ｙ　··６　 θ　··２　 θ　··２　 θ　··３　 ０　 Ｘ　··１０　 Ｙ　··１０　 θ　··３　 θ　··４　 Ｘ　··１１　 Ｙ　··１１

θ
　··
４　 ０　 Ｘ

　··
１２　 Ｙ

　··
１２　 θ

　··
４　 θ

　··
５　 Ｘ

　··
１３　 Ｙ

　··
１３　 θ

　··
５　 ０　 Ｘ

　··
１４　 Ｙ

　··
１４　 θ

　··
５　 θ

　··
６　 θ

　··
６　 ０］Ｔ
（３２１）

式中：Ｘ　··ｉ、Ｙ　··ｉ为第ｉ个节点沿ｘ、ｙ方向的刚体加速度；θ　··ｊ为第ｊ根杆的角加速度。并
假设

ｕ　··ｒ ＝［Ｕ　··ｒ１ 　 Ｕ　··ｒ２ 　 …　 Ｕ　··ｒ３２］Ｔ
其中，
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Ｕ
　··
ｒ１ ＝ ０，　 Ｕ　··ｒ２ ＝ ０，　 Ｕ　··ｒ３ ＝ β　··１，　 Ｕ　··ｒ４ ＝ β　··１，　 Ｕ　··ｒ５ ＝ ０

Ｕ
　··
ｒ６ ＝ ０，　 Ｕ　··ｒ７ ＝ β　··４，　 Ｕ　··ｒ８ ＝ β　··４，　 Ｕ　··ｒ９ ＝ β　··４，　 Ｕ　··ｒ１０ ＝ ０

Ｕ
　··
ｒ１１ ＝ － （Ｌ４ｃｏｓβ４）β　·２４ － （Ｌ４ ｓｉｎβ４）β　··４
Ｕ
　··
ｒ１２ ＝ （－ Ｌ４ ｓｉｎβ４）β　·２４ － （Ｌ４ｃｏｓβ４）β　··４

Ｕ
　··
ｒ１３ ＝ β

　··
４，　 Ｕ　··ｒ１４ ＝ β　··３

Ｕ
　··
ｒ１５ ＝ － Ｌ１β

　·２
１ｃｏｓβ１ －

１
２ Ｌ２β

　·２
２ｃｏｓβ２

Ｕ
　··
ｒ１６ － Ｌ１β

　·２
１ ｓｉｎβ１ －

１
２ Ｌ２β

　·２
２ ｓｉｎβ２

Ｕ
　··
ｒ１７ ＝ β

　··
３，　 Ｕ　··ｒ１８ ＝ ０

Ｕ
　··
ｒ１９ ＝ － Ｌ１β

　·２
１ｃｏｓβ１ － Ｌ２β

　·２
２ｃｏｓβ２

Ｕ
　··
ｒ２０ ＝ － Ｌ１β

　·２
１ ｓｉｎβ１ － Ｌ２β

　·２
２ ｓｉｎβ２

Ｕ
　··
ｒ２１ ＝ β

　··
３，　 Ｕ　··ｒ２２ ＝ β　··２

Ｕ
　··
ｒ２３ ＝ － Ｌ４β

　·２
４ｃｏｓβ４ －

１
２ Ｌ２β

　·２
３ｃｏｓβ３

Ｕ
　··
ｒ２４ ＝ － Ｌ４β

　·２
４ ｓｉｎβ４ －

１
２ Ｌ３β

　·２
３ ｓｉｎβ３

Ｕ
　··
ｒ２５ ＝ β

　··
２，　 Ｕ　··ｒ２６ ＝ ０

Ｕ
　··
ｒ２７ ＝ － （Ｌ１ｃｏｓβ１）β　·２１ － （Ｌ１ ｓｉｎβ１）β　··１
Ｕ
　··
ｒ２８ ＝ （－ Ｌ１ ｓｉｎβ１）β　·２１ － （Ｌ１ｃｏｓβ１）β　··１

Ｕ
　··
ｒ２９ ＝ β

　··
２，　 Ｕ　··ｒ３０ ＝ β　··１

Ｕ
　··
ｒ３１ ＝ β

　··
１，　 Ｕ　··ｒ３２ ＝ ０

　 　 由此可知，ｕ　··ｒ的元素与广义坐标ｕ的各元素相对应的刚体加速度或角速度有
关，可把ｕ　··ｒ表示为双电动机转子瞬时角速度的平方β　·２１、β　·２４，角速度的乘积β　·１β　·４和瞬
时角加速度β　··１、β　··１的函数，即

ｕ　··ｒ ＝ ｕω１β
　·２
１ ＋ ｕω２β

　·２
４ ＋ ｕω３β

　·
１β
　·
４ ＋ ｕε１ β

　··
１ ＋ ｕε２ β

　··
４

式中：ｕω１，ｕω２，ｕω３，ｕε１，ｕε２是与机构几何尺寸及位置有关的３２阶系数列阵，可以通过
对机构系统进行刚体运动分析得到。
３． １． ３　 系统的自激惯性力
３． １． ３． １　 四连杆机构系统的自激惯性力
为保证简便而不失一般性，这里分析电动机转子仅存在振动偏心的情况。由式
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（２７）可得电动机气隙磁场能为
Ｎ１２ ＝

Ｒ１Ｌ０１Λ０
２ ∫

２π {
０

１ ＋
ｕ２１ ＋ ｕ

２
２

２σ( )２
＋
ｕ１
σ
ｃｏｓα ＋

ｕ２
σ
ｓｉｎα ＋

ｕ２１ － ｕ
２
２

２σ２
ｃｏｓ２α ＋

ｕ１ｕ２
σ２
ｓｉｎ２[ ]α

·［Ｆ１ｍｃｏｓ（ω０ ｔ － α）＋ Ｆ２ｍｃｏｓ（φ１ ＋ ｓω０ ｔ － α － ）］}２ ｄα （３２２）
　 　 将式（３２２）中的节点位移ｕ１、ｕ２用广义坐标列阵Ｕ中相对应的位移来替换，则
电动机的气隙磁场能Ｎ１２可表示为
Ｎ１２ ＝

Ｒ１Ｌ０１Λ０
２ ∫

２π {
０

１ ＋
Ｕ２１ ＋ Ｕ

２
２

２σ( )２
＋
Ｕ１
σ
ｃｏｓα ＋

Ｕ２
σ
ｓｉｎα ＋

Ｕ２１ － Ｕ
２
２

２σ２
ｃｏｓ２α ＋

Ｕ１Ｕ２
σ２
ｓｉｎ２[ ]α

·［Ｆ１ｍｃｏｓ（ω０ ｔ － α）＋ Ｆ２ｍｃｏｓ（φ１ ＋ ｓω０ ｔ － α － ）］}２ ｄα （３２３）
式中：Ｕ１，Ｕ２分别为广义坐标列阵Ｕ的第一、二坐标，它表示电动机转子的弹性位移。

由电机学知识可知，电磁转矩Ｔｅ可表示为［９６］

Ｔｅ ＝
Ｎ１２
φ１

（３２４）
将式（３２３）代入式（３２４）中，整理得

Ｔｅ ＝
ｇ２１
Ｊ０
＋
ｇ２１
２σ２Ｊ０

（Ｕ２１ ＋ Ｕ２２）－ ｇ２２
４σ２Ｊ０

（Ｕ２１ － Ｕ２２）－ ｇ２３２σ２Ｕ１Ｕ[ ]２ ｓｉｎΩ０ ｔ
＋ ｇ２３
４σ２Ｊ０

（Ｕ２１ － Ｕ２２）＋ ｇ２２
２σ２Ｊ０

Ｕ１Ｕ[ ]２ ｃｏｓΩ０ ｔ （３２５）
式中：

ｇ２１ ＝ πＲ１Ｌ０１Λ０Ｆ１ｍＦ２ｍｓｉｎ
ｇ２２ ＝ πＲ１Ｌ０１Λ０（Ｆ１ｍＦ２ｍｃｏｓ ＋ Ｆ２２ｍｃｏｓ２）
ｇ２３ ＝ πＲ１Ｌ０１Λ０（Ｆ１ｍＦ２ｍｓｉｎ ＋ Ｆ２２ｍｓｉｎ２）

Ω０ ＝ ２ω０ （３２６）
　 　 转子铜耗转矩ＴＣｕ为［９６］

ＴＣｕ ＝ ｓＴｅ （３２７）
式中：ｓ为转差率。

根据材料力学知识，电动机负载转矩Ｔｒ可表示为［１６］

Ｔｒ ＝ Ｅ２ Ｉ２Ｕ６ （３２８）
式中：Ｅ２为曲柄材料的弹性模量；Ｉ２为曲柄根部的截面惯性矩；Ｕ６为广义坐标向量Ｕ
的第六坐标，它表示曲柄根部弹性变形的曲率。

这样，电动机转子作定轴转动的动力学方程可表示为
Ｊ０ φ
　··
１ ＝ Ｔｅ － ＴＣｕ － Ｔｒ － Ｔｒ０ （３２９）

式中：Ｊ０为电动机轴（含转子）的转动惯量；Ｔｒ０为电动机的空载制动转矩，相对于Ｔｒ而
言为一小量，可忽略。
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将式（３２５）、式（３２７）、式（３２８）代入式（３２９）中，并整理得
φ　··１ ＝

（１ － ｓ）ｇ２１
Ｊ０

－
Ｅ２ Ｉ２
Ｊ０
Ｕ６ ＋ {ε （１ － ｓ）ｇ２１２σ２Ｊ０

（Ｕ２１ ＋ Ｕ２２）＋ （１ － ｓ [） ｇ２３
４σ２Ｊ０

（Ｕ２１ － Ｕ２２）

＋
ｇ２２
２σ２Ｊ０

Ｕ１Ｕ ]２ ｃｏｓΩ０ ｔ － （１ － ｓ） ｇ２２
４σ２Ｊ０

（Ｕ２１ － Ｕ２２）－ ｇ２３２σ２Ｕ１Ｕ[ ]２ ｓｉｎΩ０ }ｔ
（３３０）

　 　 若将式（３３０）中含有弹性位移Ｕ１、Ｕ２、Ｕ６的项用系统广义坐标Ｕ表示，则式
（３３０）可表示为

φ　··１ ＝
（１ － ｓ）ｇ２１
Ｊ０

＋ ＵＴε１Ｕ ＋ Ｕ
ＴＫε１Ｕ ＋ Ｕ

ＴＫε２ＵｃｏｓΩ０ ｔ ＋ Ｕ
ＴＫε３ＵｓｉｎΩ０ ｔ （３３１）

式中：Ｋε１，Ｋε２，Ｋε３均为２４ × ２４阶矩阵，Ｕε１为２４阶向量，且
（Ｕε１）６ ＝ － Ｅ２ Ｉ２Ｊ０ ，　 （Ｋε１）１１ ＝ （Ｋε１）２２ ＝

（１ － ｓ）ｇ２１
２σ２Ｊ０

（Ｋε２）１１ ＝ （１ － ｓ）ｇ２３４σ２Ｊ０
，　 （Ｋε２）２２ ＝ － （１ － ｓ）ｇ２３４σ２Ｊ０

，　 （Ｋε２）２１ ＝ （Ｋε２）１２ ＝ （１ － ｓ）ｇ２２２σ２Ｊ０

（Ｋε３）１１ ＝ － （１ － ｓ）ｇ２３４σ２Ｊ０
，　 （Ｋε３）２２ ＝ （１ － ｓ）ｇ２３４σ２Ｊ０

，　 （Ｋε３）２１ ＝ （Ｋε３）１２ ＝ （１ － ｓ）ｇ２２２σ２Ｊ０
Ｋε１，Ｋε２，Ｋε３和Ｕε１的其余各项均为零。

系统的自激惯性力可表示为
Ｑ ＝ － ＭＵ

　··
ｒ （３３２）

将式（３２０）代入式（３３２）中，得到系统的自激惯性力为
Ｑ ＝ － ＭＵωφ

　·２
１ － ＭＵε φ

　··
１ （３３３）

　 　 考虑到系统稳定运转时电动机转子的瞬时角速度φ　·１为连杆机构系统位置的周
期函数，则－ＭＵω φ　·２１可展成如下形式的傅里叶级数：

－ ＭＵωφ
　·２
１ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋ （３３４）

式中：Ｎ为傅里叶级数的项数；ＦＤｋ为傅里叶级数的第ｋ阶简谐项列阵，且
（ＦＤｋ）ｉ ＝ ＱＤｋｉｃｏｓ（ｋΩ１ ｔ ＋ φｋｉ）

式中：Ω１为电动机转速；ＱＤｋｉ为幅值；φｋｉ为相应的相位角。
将式（３３１）、式（３３４）代入式（３３３），在小量前加上小项标志符号ε，整理得系

统的自激惯性力为
Ｑ ＝∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋ ＋ [ε － （１ － ｓ）ｇ２１Ｊ０

ＭＵε － ＭＵεＵ
Ｔ
ε１Ｕ － ＭＵεＵ

ＴＫε１Ｕ

－ ＭＵεＵ
ＴＫε２Ｕｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＭＵεＵＴＫε３Ｕｓｉｎ（Ω０ ｔ ]） （３３５）

　 　 由式（３３５）可知，系统的自激惯性力不仅与系统的转速有关，而且还与电磁参数
０６
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有关，不过，与电磁参数有关的部分相对整个惯性力而言为一小量。
３． １． ３． ２　 五连杆机构系统的自激惯性力
混合驱动五杆机构系统自激惯性力可表示为

Ｑ ＝ Ｆ１ ＋ Ｆ２ ＋ Ｆ３ － ε（Ｍｕε１ｋｅ１ｕ ＋ Ｍｕε１ｕＴｋｅ２ｕ ＋ λ１Ｍｕε１
＋ Ｍｕε２ｋε１ｕ ＋ Ｍｕε２ｕ

Ｔｋε２ｕ ＋ λ２Ｍｕε２） （３３６）
且

（Ｆ１）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ１ｋｉｃｏｓ（ｋν１ ｔ ＋ τ１ｋｉ）

（Ｆ２）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ２ｋｉｃｏｓ（ｋν２ ｔ ＋ τ２ｋｉ）

（Ｆ３）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ３ｋｉｃｏｓ（ｋν３ ｔ ＋ τ３ｋｉ











 ）

（３３７）

式中：ｍ为傅里叶级数的项数；ν１为机构系统的执行点Ｃ（见图３２）实现固定轨迹时
的伺服电动机转子的工作频率；ν２为三相交流电动机转子的转动频率；ν３为ν１和ν２的
最小公倍数；Ｆ１ｋｉ，Ｆ２ｋｉ，Ｆ３ｋｉ为幅值；τ１ｋｉ，τ２ｋｉ，τ３ｋｉ为相应的相位角。

λ１ ＝
ε０１ｅ１１
Ｊ５０
（－ ｇ１ ｓｉｎβ１ － ｇ２ ｓｉｎβ１ ＋ ｇ３ｃｏｓβ１）

＋
ε０１ｅ１２
Ｊ５０
（ｇ１ｃｏｓβ１ － ｇ２ｃｏｓβ１ － ｇ３ ｓｉｎβ１）＋ ε

２
０１

Ｊ５０
ｇ３ｃｏｓ２β１ － ｇ２ ｓｉｎ２β[ ]

１

＋
ｇ′１
Ｊ５０
＋
（ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）２

２Ｊ５０
（ｇ′１ ＋ ｇ′２）＋ （ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）

２

２Ｊ５０
（ｇ′１ － ｇ′２）

＋ １Ｊ５０
［－ ε０１（ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）ｓｉｎβ１ ＋ ε０１（ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）ｃｏｓβ１］ｇ３

＋ １Ｊ５０
（ｅ１１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）（ｅ１２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）ｇ′３ （３３８）

λ２ ＝
ε０２ｅ２１
Ｊ１０
（－ ｈ１ ｓｉｎβ４ － ｈ２ ｓｉｎβ４ ＋ ｈ３ｃｏｓβ４）

＋
ε０２ｅ２２
Ｊ１０
（ｈ１ｃｏｓβ４ － ｈ２ｃｏｓβ４ － ｈ３ ｓｉｎβ４）＋ ε

２
０２

Ｊ１０
［ｈ３ｃｏｓ（２β４）－ ｈ２ ｓｉｎ（２β４）］

＋
ｈ′１
Ｊ１０
＋
（ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４）２

２Ｊ１０
（ｈ′１ ＋ ｈ′２）＋ （ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４）

２

２Ｊ１０
（ｈ′１ － ｈ′２）

＋ １Ｊ１０
［－ ε０２（ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４）ｓｉｎβ４ ＋ ε０２（ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４）ｃｏｓβ４］ｈ３

＋ １Ｊ１０
（ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４）（ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４）ｈ′３ （３３９）

其中：当ｐ ＝ １时，
１６

　 第３章　 连杆机构系统非线性振动分析



ｇ１ ＝
πｐｓＲｓ ｌｓΛｓ
４σ２ｓ

｛Ｆ２＋ｓ ＋ Ｆ２－ｓ ＋ Ｆ２＋ｒ ＋ Ｆ２－ｒ ＋ ２Ｆ＋ｓＦ－ｓｃｏｓ（２ωｓ ｔ）＋ ２Ｆ＋ｓＦ＋ｒｃｏｓφｓ１
＋ ２Ｆ＋ｓＦ－ｒｃｏｓ［β１ ＋ （１ ＋ ｓｓ）ωｓ ｔ － φｓ２］＋ ２Ｆ－ｓＦ＋ｒｃｏｓ［β１ ＋ （１ ＋ ｓｓ）ωｓ ｔ － φｓ１］
＋ ２Ｆ－ｓＦ－ｒｃｏｓφｓ２ ＋ ２Ｆ＋ｒＦ－ｒｃｏｓ（２β１ ＋ ２ｓｓωｓ ｔ － φｓ１ － φｓ２）｝ （３４０）

ｇ２ ＝
πｐｓＲｓ ｌｓΛｓ {２

１
２ Ｆ

２
＋ｓｃｏｓ（２ωｓ ｔ）＋ １２ Ｆ

２
－ｓｃｏｓ（２ωｓ ｔ）

＋ １２ Ｆ
２
＋ｒｃｏｓ（２β１ ＋ ２ｓｓωｓ ｔ － ２φｓ１）＋ １２ Ｆ

２
－ｒｃｏｓ（２β１ ＋ ２ｓｓωｓ ｔ － ２φｓ２）

＋ Ｆ＋ｓＦ－ｓ ＋ Ｆ＋ｓＦ＋ｒｃｏｓ［β１ ＋ （１ ＋ ｓｓ）ωｓ ｔ － φｓ１］＋ Ｆ＋ｓＦ－ｒｃｏｓ（－ φｓ２）
＋ Ｆ－ｓＦ＋ｒｃｏｓ（－ φｓ１）＋ Ｆ－ｓＦ－ｒｃｏｓ［β１ ＋（１ ＋ ｓｓ）ωｓｔ － φｓ２］＋ Ｆ＋ｒＦ－ｒｃｏｓ（φｓ１ － φｓ２ }）

（３４１）
ｇ３ ＝

πｐｓＲｓ ｌｓΛｓ {２
１
２ Ｆ

２
＋ｓｓｉｎ（２ωｓ ｔ）－ １２ Ｆ

２
－ｓｓｉｎ（２ωｓ ｔ）

＋ １２ Ｆ
２
＋ｒ ｓｉｎ（２β１ ＋ ２ｓｓωｓ ｔ － ２φｓ１）－ １２ Ｆ

２
－ｒ ｓｉｎ（２β１ ＋ ２ｓｓωｓ ｔ － ２φｓ２）

＋ Ｆ＋ｓＦ＋ｒ ｓｉｎ［β１ ＋ （１ ＋ ｓｓ）ωｓ ｔ － φｓ１］－ Ｆ＋ｓＦ－ｒ ｓｉｎ（－ φｓ２）
－ Ｆ－ｓＦ＋ｒ ｓｉｎ（－ φｓ１）－ Ｆ－ｓＦ－ｒ ｓｉｎ［β１ ＋ （１ ＋ ｓｓ）ωｓ ｔ － φｓ２］－ Ｆ＋ｒＦ－ｒ ｓｉｎ（φｓ１ － φｓ２ }）

（３４２）
当ｐ≠１时，ｇ２ ＝ ｇ３ ＝ ０；
ｈ１ ＝

πＲ１ ｌ０１Λ０
２ ［Ｆ２１ｍ ＋ Ｆ２２ｍ ＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｃｏｓφ１］

ｈ２ ＝
πＲ０１ ｌ０１Λ０
４ ［Ｆ２１ｍｃｏｓ（２ω０ ｔ）＋ Ｆ２２ｍｃｏｓ（２ω０ ｔ － ２φ１）＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｃｏｓ（２ω０ ｔ － φ１）］

ｈ３ ＝
πＲ０１ ｌ０１Λ０
４ ［Ｆ２１ｍｓｉｎ（２ω０ ｔ）＋ Ｆ２２ｍｓｉｎ（２ω０ ｔ － ２φ１）＋ ２Ｆ１ｍＦ２ｍｓｉｎ（２ω０ ｔ － φ１











 ）］

３． ２　 系统的参激振动机理

３． ２． １　 四连杆机构系统的参激振动机理
将式（３３５）代入式（２１３９）中，整理得
ＭＵ
　··
＋ ＣＵ

　·
＋ （Ｋ ＋ Ｋ０１）Ｕ ＝ Ｆ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋ ＋ [ε － （１ － ｓ）ｇ２１Ｊ０

ＭＵε － ＭＵεＵ
Ｔ
ε１Ｕ

－ ＭＵεＵ
ＴＫε１Ｕ － ＭＵεＵ

ＴＫε２Ｕｃｏｓ （Ω０ ｔ）

２６

　 连杆机构弹性振动理论研究



－ ＭＵεＵ
ＴＫε３Ｕｓｉｎ （Ω０ ｔ）＋∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｐＫμｐＵ

＋ １２∑
８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｐＵＧｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ Ｕ

ＴＧｋｌＵＫμｋｌＵ

＋ １２∑ｋ ∑ｌ ＧｋｌＵＵ
ＴＫμｋｌ ]Ｕ （３４３）

　 　 根据式（２１３９）的推导过程可知，式（３４３）中的Ｋ０１为机电耦合矩阵，且可表示为
Ｋ０１ ＝ Ｋ１１ ＋ Ｋ１２ｃｏｓ （Ω０ ｔ）＋ Ｋ１３ ｓｉｎ （Ω０ ｔ） （３４４）

式中：Ｋ１１，Ｋ１２，Ｋ１３分别为与电磁参数相关的２４ × ２４阶矩阵，且
（Ｋ１１）１１ ＝ （Ｋ１１）２２ ＝ － ２ｇ１１

（Ｋ１２）１１ ＝ － ｇ１２，　 （Ｋ１２）１２ ＝ （Ｋ１２）２１ ＝ ｇ１３，　 （Ｋ１２）２２ ＝ ｇ１２
（Ｋ１３）１１ ＝ － ｇ１３，　 （Ｋ１３）１２ ＝ （Ｋ１３）２１ ＝ － ｇ１２，　 （Ｋ１３）２２ ＝ ｇ１３

其中，ｇ１１，ｇ１２，ｇ１３参见式（２９）。
将式（３４４）代入式（３４３）中，整理得
ＭＵ
　··
＋ ＫＵ ＝ Ｆ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋ ＋ [ε － （１ － ｓ）ｇ２１Ｊ０

ＭＵε － ＭＵεＵ
Ｔ
ε１Ｕ

－ ＭＵεＵ
ＴＫε１Ｕ － ＭＵεＵ

ＴＫε２Ｕｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＭＵεＵＴＫε３Ｕｓｉｎ（Ω０ ｔ）
－ Ｋ１１Ｕ － Ｋ１２Ｕｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ１３Ｕｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ ＣＵ　·

＋∑
８

ｐ ＝ １
ＵＴＧｐＫμｐＵ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ＵＴＫμｐＵＧｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ Ｕ

ＴＧｋｌＵＫμｋｌＵ

＋ １２∑ｋ ∑ｌ ＧｋｌＵＵ
ＴＫμｋｌ ]Ｕ （３４５）

　 　 由式（３４５）可得知，三相交流电动机弹性连杆机构系统为非线性参激振动系
统，该系统同时受到电磁参数激励和外激励的作用，其中外激励部分为

Ｆ２ ＝ Ｆ ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋ （３４６）

它是由外力和自激惯性力导致的。
电磁参数激励部分为

Ｆ１ ＝ － ＭＵεＵ
ＴＫε２Ｕｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＭＵεＵＴＫε３Ｕｓｉｎ（Ω０ ｔ）

－ Ｋ１２Ｕｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ１３Ｕｓｉｎ（Ω０ ｔ） （３４７）
　 　 由于式（３４７）中含有系统广义坐标列阵Ｕ的平方项，因而该电磁参数激励是非
线性的，在非线性电磁参数激励的作用下系统将出现参激振动现象。显然，根据式
（３４５）的推导过程可知，电磁参数激励是电动机转子振动偏心时不均匀气隙的气隙
磁场导致的。
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３． ２． ２　 五连杆机构系统的参激振动机理
对于混合驱动五杆机构系统，设

－ （Ｋｅ１１ ＋ Ｋｅ１２ ＋ Ｋｅ２１ ＋ Ｋｅ２２）ｅ － ｋ０ ＝ Ｆ４ ＋ Ｆ５ ＋ Ｆ６ ＋ Ｆ７ ＋ Ｆ８ （３４８）
由式（２８）至式（２３９）可知

Ｆ４ ＝ ［ａ１ 　 ａ２ 　 …　 ａｎ］Ｔ
Ｆ５ ＝ ［ｂ１ 　 ｂ２ 　 …　 ｂｎ］Ｔ
Ｆ６ ＝ ［ｃ１ 　 ｃ２ 　 …　 ｃｎ］Ｔ
Ｆ７ ＝ ［ｄ１ 　 ｄ２ 　 …　 ｄｎ］Ｔ
Ｆ８ ＝ ［ｆ１ 　 ｆ２ 　 …　 ｆｎ］













Ｔ

（３４９）

其中，Ｆ４，Ｆ５，…，Ｆ８为ｎ阶向量，且
ａ１ ＝ － ［（ｋ５１）１１ ＋ （ｋ１１）１１］（ｅ１１ ＋ ｅ２１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）－ （ｋ５１）１２（ｅ１２ ＋ ｅ２２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）
ａ２ ＝ － （ｋ５１）２１（ｅ１１ ＋ ｅ２１ ＋ ε０１ｃｏｓβ１）－ ［（ｋ５１）２２ ＋ （ｋ１１）２２］（ｅ１２ ＋ ｅ２２ ＋ ε０１ ｓｉｎβ１）

ｂ１ ＝ － ［（ｋ５２）１１ ＋ （ｋ１１）１１］ε０２ｃｏｓβ４ － （ｋ５２）１２ε０２ ｓｉｎβ４
ｂ２ ＝ － （ｋ５２）２１ε０２ｃｏｓβ４ － ［（ｋ５２）２２ ＋ （ｋ１１）２２］ε０２ ｓｉｎβ４

ｃ１ ＝ － （ｋ５２）１１ｅ１１ － （ｋ５２）１２ｅ１２ － （ｋ０５）１
ｃ２ ＝ － （ｋ５２）２１ｅ１１ － ［（ｋ５２）２２ ＋ （ｋ１２）２２］ｅ１２ ＋ （ｋ０５）２

ｄ１ ＝ － （ｋ１２）１１ｅ１１ － （ｋ１２）１２ｅ１２ － （ｋ０１）１
ｄ２ ＝ － （ｋ１２）２１ｅ１１ － （ｋ１２）２２ｅ１２ － （ｋ０１）２

ｆ１ ＝ － ［（ｋ５２）１１ ＋ （ｋ１２）１１］（ε０１ｃｏｓβ１ ＋ ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４）
－ ［（ｋ５２）１２ ＋ （ｋ１２）１２］（ε０１ ｓｉｎβ１ ＋ ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４）

ｆ２ ＝ － ［（ｋ５２）２１ ＋ （ｋ１２）２１］（ε０１ｃｏｓβ１ ＋ ｅ２１ ＋ ε０２ｃｏｓβ４）
－ ［（ｋ５２）２２ ＋ （ｋ１２）２２］（ε０１ ｓｉｎβ１ ＋ ｅ２２ ＋ ε０２ ｓｉｎβ４）

Ｆ４，Ｆ５，…，Ｆ８其他各元素为零。
可见Ｆ４，Ｆ５，…，Ｆ８为周期函数，则可分别将其展开成如下形式的傅里叶级数：

（Ｆ４）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ４ｋｉｃｏｓ（ｋν４ ｔ ＋ τ４ｋｉ）

（Ｆ５）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ５ｋｉｃｏｓ（ｋν５ ｔ ＋ τ５ｋｉ）

（Ｆ６）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ６ｋｉｃｏｓ（ｋν６ ｔ ＋ τ６ｋｉ）

（Ｆ７）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ７ｋｉｃｏｓ（ｋν７ ｔ ＋ τ７ｋｉ）

（Ｆ８）ｉ ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ８ｋｉｃｏｓ（ｋν８ ｔ ＋ τ８ｋｉ

















 ）

（３５０）
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式中：ν１，ν２，ν４，ν５，ν６为伺服电动机定子绕组旋转磁场转动频率，且ν１ ＝ ν４，ν２ ＝ ν５；
ν７为三相交流电动机定子绕组旋转磁场转动频率；ν８为ν１，ν２，ν６和ν７的最小公倍数；
Ｆ４ｋｉ，Ｆ５ｋｉ，…，Ｆ８ｋｉ为幅值，τ４ｋｉ，τ５ｋｉ，…，τ８ｋｉ为相应的相位角。

再假设机构系统受到单频周期外激励，为便于统一计算，将其表示为
（Ｆ０）ｉ ＝ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
Ｆ９ｋｉｃｏｓ（ｋｖ９ ｔ ＋ τ９ｋｉ） （３５１）

　 　 将式（３３７）、式（３４８）和式（３５０）代入式（２１４６）中，整理得
Ｍｕ　··＋ Ｃｕ　·＋ （Ｋ ＋ Ｋ０）ｕ ＝∑

９

ｆ ＝ １
Ｆｆ ＋ [ε － Ｍｕε１ｋｅ１ｕ － Ｍｕε１ｕＴｋｅ２ｕ － λ１Ｍｕε１ － Ｍｕε２ｋε１ｕ

－ Ｍｕε２ｕ
Ｔｋε２ｕ － λ２Ｍｕε２ ＋∑

８

ｎ ＝ １
ｕＴＧｎＫｎｕ ＋

１
２∑

８

ｎ ＝ １
ｕＴＫｎｕＧｎ

＋ １２∑ｇ ∑ｌ ｕ
ＴＧｇｌｕＫｇｌｕ ＋

１
２∑ｇ ∑ｌ Ｇｇｌｕｕ

ＴＫｇｌ ]ｕ
（ｇ，ｌ ＝ ２，３，…，８）　 　 （３５２）

　 　 从式（３５２）ε后括号中的各项可看出，系统动态方程具有除由连杆机构构件的
几何非线性引起的非线性项外，还含有由电磁参数引起的非线性项，在非线性电磁参
数激励的作用下系统将出现参激振动现象。

３． ３　 参激振动的耦合研究

３． ３． １　 四连杆机构系统参激振动的耦合
对式（３４５）作线性变换

Ｕ ＝ η

Ｕ
　·
＝ η　·

Ｕ
　··
＝ η　

{ ··
（３５３）

式中：为正则模态矩阵；η为相应的模态坐标列阵。
将式（３５３）代入式（３４５）中，并左乘Ｔ，整理得系统的动态方程为

η　··＋ Ｋ００η ＝ Ｆ０ ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ０Ｄｋ ＋ [ε － （１ － ｓ）ｇ２１Ｊ０

ＴＭＵε － 
ＴＭＵεＵ

Ｔ
ε１η

－ ＴＭＵεη
ＴＫ０ε１η － 

ＴＭＵεη
ＴＫ０ε２ηｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＴＭＵεηＴＫ０ε３ηｓｉｎ（Ω０ ｔ）

－ Ｋ０１１η － Ｋ０１２ηｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ０１３ηｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ Ｃ０η　·

＋∑
８

ｐ ＝ １
ηＴＧ０ｐＫ０μｐη ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ηＴＫ０μｐηＧ０ｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ η

ＴＧ０ｋｌηＫ０μｋｌη

＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｇ０ｋｌηη
ＴＫ０μｋｌ ]η （３５４）
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式中：
Ｋ００ ＝ 

ＴＫ，　 Ｃ０ ＝ ＴＣ，　 Ｋ０ε１ ＝ ＴＫε１
Ｋ０ε２ ＝ 

ＴＫε２，　 Ｋ０ε３ ＝ ＴＫε３，　 Ｋ０１１ ＝ ＴＫ１１
Ｋ０１２ ＝ 

ＴＫ１２，　 Ｋ０１３ ＝ ＴＫ１３，　 Ｋ０ｐ ＝ ＴＫｐ
Ｋ０ｋｌ ＝ 

ＴＫｋｌ，　 Ｇ０ｋｌ ＝ ＴＧｋｌ，　 Ｇ０ｐ ＝ ＴＧ０ｐ，　 Ｆ０Ｄｋ ＝ ＴＦＤｋ
　 　 由于Ｋ００与机构运动位置有关，因而Ｋ００可表示为

Ｋ００ ＝ Ｋ０ ＋ Ｋｔ （３５５）
式中：Ｋ０为Ｋ００在一个运动周期内的平均值，是常量矩阵；Ｋｔ为时变量矩阵。
　 　 将式（３５５）代入式（３５４）中，得
η　··＋ Ｋ０η ＝ Ｆ０ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ０Ｄｋ ＋ [ε － （１ － ｓ）ｇ２１Ｊ０

ＴＭＵε － 
ＴＭＵεＵ

Ｔ
ε１η

－ ＴＭＵεη
ＴＫ０ε１η － 

ＴＭＵεη
ＴＫ０ε２ηｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＴＭＵεηＴＫ０ε３ηｓｉｎ（Ω０ ｔ）

－ Ｋ０１１η － Ｋ０１２ηｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ０１３ηｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ Ｃ０η　·－ Ｋｔη
＋∑

８

ｐ ＝ １
ηＴＧ０ｐＫ０μｐη ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ηＴＫ０μｐηＧ０ｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ η

ＴＧ０ｋｌηＫ０μｋｌη

＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｇ０ｋｌηη
ＴＫ０μｋｌ ]η （３５６）

　 　 利用多尺度法，引入ｎ ＋ １个不同尺度的时间变量Ｔｍ作为独立的自变量，且
Ｔｍ ＝ ε

ｍｔ　 （ｍ ＝ ０，１，…，ｎ） （３５７）
则η可表示为这ｎ ＋ １个自变量Ｔｍ和ε的函数，即

η ＝ η０（Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔｎ）＋ εη１（Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔｎ）＋ ε２η２（Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔｎ）＋…
＋ εｎηｎ（Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔｎ） （３５８）

因而关于ｔ的导数可变成为关于Ｔｍ的偏导数的展开式，即
ｄ
ｄｔ ＝ Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ ε

２Ｄ２ ＋…
ｄ２

ｄｔ２
＝ Ｄ２０ ＋ ２εＤ０Ｄ１ ＋ ε

２（Ｄ２１ ＋ ２Ｄ０Ｄ２）＋{ …
（３５９）

式中：Ｄｒ ＝ Ｔｒ，ｒ ＝ １，２，…，ｎ，ｎ为系统的自由度数。
取η的近似一次解，得

η ＝ η０（Ｔ０，Ｔ１）＋ εη１（Ｔ０，Ｔ１） （３６０）
则η中各元素ηｒ可表示为

ηｒ ＝ ηｒ０ ＋ ηｒ１ （３６１）
　 　 将式（３５９）、式（３６０）代入式（３５６），并使ε同阶项的系数相等，得

ε０阶为
６６
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Ｄ２０η０ ＋ Ｋ０η０ ＝ Ｆ０ ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ０Ｄｋ （３６２）

　 　 ε１阶为
Ｄ２０η１ ＋ Ｋ０η１ ＝ －

（１ － ｓ）ｇ２１
Ｊ０

ＴＭＵε － 
ＴＭＵεＵ

Ｔ
ε１η０ － 

ＴＭＵεη
Ｔ
０Ｋ０ε１η０

－ ＴＭＵεη
Ｔ
０Ｋ０ε２η０ｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ ＴＭＵεηＴ０Ｋ０ε３η０ ｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ Ｋ０１１η０

－ Ｋ０１２η０ｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ０１３η０ ｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ ２Ｄ０ Ｄ１η０ ＋ １２ Ｃ０η( )０ － Ｋｔη０
＋∑

８

ｐ ＝ １
ηＴ０Ｇ０ｐＫ０μｐη０ ＋

１
２∑

８

ｐ ＝ １
ηＴ０Ｋ０μｐη０Ｇ０ｐ ＋

１
２∑ｋ ∑ｌ η

Ｔ
１Ｇ０ｋｌη０Ｋ０μｋｌη０

＋ １２∑ｋ ∑ｌ Ｇ０ｋｌη０η
Ｔ
０Ｋ０μｋｌη０ （３６３）

式（３６３）的一阶近似解可表示为
ηｒ０ ＝ Ａｒ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｒＴ０）＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂｒｋｅｘｐ（ｉｋΩ１Ｔ０）＋ Ｑｒｅｘｐ（ｉΩ２Ｔ０）＋ ｃｒ

（３６４）
式中：ωｒ为系统在一个运动周期内第ｒ阶固有频率的平均值；Ｎ为自激惯性力傅里叶
展开式所截取的项数；Ω２为Ｆ０的激励频率；ｃｒ为式（３４０）右侧前几项的共轭函数；此
外，还有

Ａｒ（Ｔ１）＝ １２ ａｒｅｘｐ ｉθｒ （３６５）
Ｂｒｋ ＝ Ｂ０ｒｋｅｘｐ ｉφｒｋ （３６６）

Ｑｒ ＝
Ｑ０ｒ

２（ω２ｒ － Ω２２）ｅｘｐ ｉγｒ （３６７）
其中，ｒ ＝ １，２，…，ｎ（ｎ为系统的自由度数），ａｒ和θｒ为待求量，Ｑ０ｒ，γｒ分别为Ｆ０中第ｒ
行元素的幅值和相角；且

Ｂ０ｒｋ ＝
Ｆ０Ｄｒｋ

２（ω２ｒ － ｋ２Ω２１） （３６８）
且Ｆ０Ｄｒｋ，φ０ｒｋ分别为Ｆ０Ｄｋ中第ｒ行元素的幅值和相角。

对于多自由度非线性系统，其一阶近似非线性系统标准方程的右侧各直接展开
表达式的频率成分，定义为频率因子。一个频率因子多次出现时，以出现一次
计算［９７］。

将式（３６４）代入式（３６３）即可得到系统的频率因子，系统的频率因子可分为以
下几类。

（１）包含电磁参数激励频率Ω０项的主共振频率因子，即
Ω０

７６
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　 　 （２）包含电磁参数激励频率Ω０项的组合共振频率因子，即
Ω０ ± ｋΩ１，Ω０ ± Ω２，Ω０ ± ωｉ，Ω０ ± Ω２ ± ｋΩ１，Ω０ ± ｋΩ１ ± ωｉ

Ω０ ± Ω２ ± ωｉ，Ω０ ± （ｋ ± ｐ）Ω１，Ω０ ± ２Ω２，Ω０ ± ２ωｉ，Ω０ ± ωｉ ± ω ｊ
　 　 （３）不包含电磁参数激励频率Ω０项的组合共振频率因子，即

Ω２ ± ｋΩ１，Ω２ ± ２ｋΩ１，２Ω２ ± ｋΩ１，Ω２ ± ｋΩ１ ± ωｉ，２ｋΩ１ ± ωｉ
２Ω２ ± ωｉ，ｋΩ１ ± ωｉ，Ω２ ± ωｉ，ｋΩ１ ± ωｉ ± ω ｊ，Ω２ ± ωｉ ± ω ｊ

　 　 （４）不包含电磁参数激励频率Ω０项的超谐共振频率因子，即
（ｋ ± ｐ）Ω１，２Ω２，（ｋ ± ｐ ± ｌ）Ω１，３Ω２

　 　 （５）内共振频率因子，即
２ωｉ，ωｉ ± ω ｊ，３ωｉ，ωｉ ± ２ω ｊ，ωｉ ± ω ｊ ± ωｍ

式中：ｉ，ｊ，ｍ为系统固有频率的阶数，ｉ，ｊ，ｍ ＝ １，２，…，２４（ｉ≠ｊ≠ｍ）；ｋ，ｐ，ｌ为系统自激
惯性力傅里叶级数的项数，ｋ，ｐ，ｌ ＝ １，２，…，Ｎ，其中，Ｎ为系统自激惯性力傅里叶级数
的最高截取项。

根据频率因子中所含频率成分的不同，可按如下方式定义：第（１）类频率因子定
义为参激振动频率因子，当该类频率因子与系统的某阶固有频率相等或近似相等时，
就会出现非线性参数激励下的共振现象；第（３）、（４）类频率因子定义为强迫振动频
率因子，当该类频率因子与系统的某阶固有频率相等或近似相等时，就会出现外激励
下的共振现象；第（５）类频率因子定义为内共振频率因子，当该类频率因子与系统的
某阶固有频率相等或近似相等时，就会激发系统的内共振现象；第（２）类频率因子中
同时包含电磁参数激励频率成分和外力激励频率成分的频率因子，定义为非线性参
激振动和强迫振动相耦合的频率因子，当该类频率因子与系统的某阶固有频率相等
或近似相等时，就会出现非线性参数激励与外激励相耦合的共振现象。若系统同时
出现非线性参数激励下的共振现象和外激励下的共振现象，则此时系统出现非线性
参数激励和外激励共同作用下的参、强共振现象。
３． ３． ２　 五连杆机构系统参激振动的耦合
对于混合驱动五杆机构系统，式（３５２）可简化为

η　··＋ ω２η ＝∑
９

ｆ ＝ １
Ｆ０ｆ ＋ [ε － Ｋ００η － ＴＭｕε１ｋｅ１η － ＴＭｕε１ＴηＴｋｅ２η － λ１Ｍ０ｕε１

－ ＴＭｕε２ｋε１η － 
ＴＭｕε２

ＴηＴｋε２η － λ２Ｍ０ｕε２ ＋∑
８

ｎ ＝ １
ηＴＧ０ｎＫ０ｎη

＋ １２∑
８

ｎ ＝１
ηＴＫ０ｎηＧ０ｎ ＋

１
２∑ｇ ∑ｌ η

ＴＧ０ｇｌηＫ０ｇｌη ＋
１
２∑ｇ ∑ｌ Ｇ０ｇｌηη

ＴＫ０ｇｌη － Ｃ０η
　 ]·

（ｇ，ｌ ＝ ２，３，…，８）　 　 （３６９）
式中：

８６
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ω２ ＝

ω２１ ０ … ０

０ ω２２ … ０

 
０ ０ …ω２













ｎ

，　 Ｃ０ ＝
２ζ１ω１ ０ … ０

０ ２ζ２ω２ 
 
０ ０ …２ζｎω












ｎ

Ｆ０ ＝ 
ＴＦ，　 ∑

８

ｆ ＝ １
Ｆ０ｆ ＝ ∑

８

ｆ ＝ １
ＴＦｆ

Ｋｅ０１１ ＋ Ｋ
ｅ
０１２ ＋ Ｋ

ｅ
０２１ ＋ Ｋ

ｅ
０２２ ＝ 

Ｔ（Ｋｅ１１ ＋ Ｋｅ１２ ＋ Ｋｅ２１ ＋ Ｋｅ２２）
ｋ００ ＝ 

Ｔｋ０，　 Ｋ００ ＝ ＴＫ０，　 Ｇ０ｎ ＝ ＴＧｎ，　 Ｍ０ ＝ ＴＭ
Ｋ０ｎ ＝ 

ＴＫｎ，　 Ｇ０ｇｌ ＝ ＴＧｇｌ，　 Ｋ０ｇｌ ＝ ＴＫｇｌ
且ζｎ、ωｎ分别为系统在一个运动周期内的第ｎ阶正则振型阻尼比和固有频率均值，ζｎ
可通过实验求得。

式（３６９）也可写成
η　··ｒ ＋ ω

２
ｒηｒ ＝∑

９

ｆ ＝ １
Ｆ０ｆｒ ＋ [ε － ２ζｒωｒη　·ｒ － ξＫ００η － ξＴＭｕε１ｋε１η

－ ξＴＭｕε１
ＴηＴｋｅ２η － λ１ξＭ０ｕε１ － ξ

ＴＭｕε２ｋε１η

－ ξＴＭｕε２
ＴηＴｋε２η － λ２ξＭ０ｕε２ ＋∑

８

ｎ ＝ １
ξηＴＧ０ｎＫ０ｎη ＋

１
２∑

８

ｎ ＝ １
ξηＴＫ０ｎηＧ０ｎ

＋ １２∑ｇ ∑ｌ ξη
ＴＧ０ｇｌηＫ０ｇｌη ＋

１
２∑ｇ ∑ｌ ξＧ０ｇｌηη

ＴＫ０ｇｌ ]η
（ｇ，ｌ ＝ ２，３，…，８；ｒ ＝ １，２，…，ｎ）　 　 （３７０）

式中：ξ为ｎ阶向量，且ξ的第ｒ个元素为１，其余各元素为零。可见，这是一个二阶
微分方程组，它由ｎ个方程组成，其中ｎ为系统的自由度数。可知，系统受到多频激
励共同的作用。

对式（３７０）进行简化得
η　··ｒ ＋ ω

２
ｒηｒ ＝∑

９

ｆ ＝ １
Ｆ０ｆｒ ＋ (ε － ２ζｒωｒη　·ｒ － λ１ξＭ０ｕε１ － λ２ξＭ０ｕε２

－∑
ｓ
αｓηｓ ＋∑

ｓ，ｔ
δｓｔηｓηｔ ＋∑

ｓ，ｔ，ｕ
ｖｓｔｕηｓηｔη )ｕ

（ｇ，ｌ ＝ ２，３，…，８；ｒ，ｓ，ｔ，ｕ ＝ １，２，…，ｎ） （３７１）
式中：

９６
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∑
ｓ
αｓηｓ ＝ ξＫ００η ＋ ξ

ＴＭｕε１ｋｅ１η ＋ ξ
ＴＭｕε２ｋε１η

∑
ｓ，ｔ
δ ｓｔηｓηｔ ＝ ∑

８

ｎ ＝ １
ξηＴＧ０ｎＫ０ｎη ＋

１
２∑

８

ｎ ＝ １
ξηＴＫ０ｎηＧ０ｎ ＋ ξ

ＴＭｕε１
ＴηＴｋｅ２η

＋ ξＴＭｕε２
ＴηＴｋε２η

∑
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕηｓηｔηｕ ＝

１
２∑ｇ ∑ｌ ξη

ＴＧ０ｇｌηＫ０ｇｌη ＋
１
２∑ｇ ∑ｌ ξＧ０ｇｌηη

ＴＫ０ｇｌ













 η

（３７２）

式中：αｓ、δｓｔ、νｓｔｕ分别为对应ηｓ、ηｓηｔ、ηｓηｔηｕ项的系数。
利用多尺度法分析可知，使ε同次幂的系数之和为零，得

Ｄ２０ηｒ０ ＋ ω
２
ｒ ηｒ０ ＝ ∑

９

ｆ ＝ １
Ｆ０ｆｒ （３７３）

Ｄ２０ηｒ１ ＋ ω
２
ｒ ηｒ１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ηｒ０ － ２ζｒωｒＤ０ηｒ０ － λ１ξＭ０ｕε１ － λ２ξＭ０ｕε２

－∑
ｓ
αｓηｓ０ ＋∑

ｓ，ｔ
δｓｔηｓ０ηｔ０ ＋∑

ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕηｓ０ηｔ０ηｕ０ （３７４）

先求方程（３７３）的解，得
ηｒ０ ＝ Ａｒ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｒＴ０）＋∑

９

ｆ ＝ １
∑
ｍ

ｋ ＝ １
［Λｆｒｋｅｘｐ（ｉｋνｆＴ０）］＋ ＣＣ （３７５）

式中：
Ａｒ ＝

１
２ ａｒｅｘｐ ｉθｒ （３７６）

Λｐｒｋ ＝ Γｐｒｋｅｘｐ ｉτｐｋｉ，　 （ｐ ＝ １，２，…，９） （３７７）
其中，Γｐｒｋ ＝ Ｆ０ｐｒｋ

２（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ），ａｒ和θｒ是待求量。
将式（３７５）代入式（３７４）可知，对于混合驱动五杆机构系统，可以同时存在多个

共振条件，也就是说，可以同时存在主共振、超谐共振、次谐共振和组合共振，等等。
这些共振频率组合为

ωｓ ≈ ωｔ ＋ ωｕ 　 （内共振）
ωｒ ≈ νｐ 　 （主共振）

ωｒ ≈
１
３ νｐ 　 （次谐共振）

ωｒ ≈
１
２ νｐ 　 （次谐共振）

ωｒ ≈ ｋνｐ 　 （ｋ≠ １）　 （超谐共振）
ωｒ ≈｜ ± ｊνｐ ± ｋνｑ ｜ 　 （组合共振）
ωｒ ≈｜ ± ２ｊνｐ ± ｋνｑ ｜ 　 （组合共振）

式中：ｐ ＝ １，２，…，９；ｑ ＝ １，２，…，９；ｊ ＝ １，２，…，ｍ；ｋ ＝ １，２，…，ｍ，并且，当ｐ ＝ ｑ时ｊ≠ｋ，
当ｊ ＝ ｋ时ｐ≠ｑ。可知，两自由度连杆机构是一个多频振动系统，系统共振特性不仅

０７
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与系统外激励有关，而且还与驱动控制电动机转子转动频率（Ω１和Ω２）和电动机定
子绕组旋转磁场的旋转频率（２ω０１和２ω０２）有关。对于多频激励，可以同时存在多于
一个的共振条件，这就是说，可以同时存在超谐波共振和次谐波共振，或者同时存在
超谐波共振和组合共振，等等，这时机构系统就产生多重共振，或者说联合共振。

３． ４　 共 振 分 析

３． ４． １　 电动机四连杆机构系统共振分析
对于连杆机构系统而言，由于高阶谐和分量的衰减作用，系统高阶振型的共振效

应不很明显，只剩下前几阶的共振效应，特别是当前几阶固有频率分布较稀疏时，第
一阶振型会占主要地位［１６］。为保证简单且不失一般性，这里在分析系统非线性特性
时仅考虑机构的前两阶振动模态。

若系统无外力作用，则有
Ｆ０ ＝ ０ （３７８）

将式（３７８）代入式（３６２），得
Ｄ２０η０ ＋ Ｋ０η０ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｆ０Ｄｋ （３７９）

式（３７９）的解可表示为
ηｒ０ ＝ Ａｒ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉωｒＴ０）＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂｒｋｅｘｐ（ｉｋΩ１Ｔ０）＋ ｃｒ （３８０）

式中：Ａｒ（Ｔ１），Ｂｒｋ，ｃｒ的含义参见式（３６４）。
３． ４． １． １　 主共振分析
主共振包括电磁参数激励下的主共振和外力作用下的主共振，电磁参数激励下

的主共振的频率因子为Ω０，外力Ｆ０ ＝ Ｈｃｏｓ（Ω２ ｔ）作用下的主共振频率因子为Ω２，其
中Ｈ为一小量，且Ｈ ＝ εｈ。

这里在不考虑外力的情况下对系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足主共振条
件Ω０≈ω２时的电磁参数激励下的主共振情况进行分析。

引进调谐参数σ１，σ２，使
Ω０ ＝ ω２ ＋ εσ１
ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ

{
２

（３８１）
将式（３８０）、式（３８１）分别代入式（３６３），得到消除前两阶长期项的条件：

３ｂ１１１１Ａ
２
１Ａ１ ＋ ２ｂ１１２２Ａ１Ａ２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（６ｂ１１１１Ａ１Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ１１２２Ａ１Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ１０１１Ａ１ － ｉｂ１０４１（Ｄ１Ａ１ ＋ ｂ１０５１Ａ１）　 　
　 ＋ ｂ１１２Ａ１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）－ Ｅ１０１Ａ１ｅｘｐ ｉ（σ１ ＋ σ２）Ｔ１ 　
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＝ ０ （３８２）
２ｂ２１１２Ａ１Ａ１Ａ２ ＋ ３ｂ２２２２Ａ

２
２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（２ｂ２１１２Ａ２Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ２２２２Ａ２Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ２０１２Ａ２ － ｉｂ２０４２（Ｄ１Ａ２ ＋ ｂ２０５１Ａ２）　

　 ＋ ｂ２１１Ａ
２
１ｅｘｐ（－ ｉσ２Ｔ１） [＋ ２Ｅ２０１１Ａ１Ａ１ ＋ ２Ｅ２０２２Ａ２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
２Ｅ２０１１Ｂ１ｋＢ１ｋ 　

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ２０１２（Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ Ｂ１ｋＢ２ｋ）＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
２Ｅ２０２２Ｂ２ｋＢ２ ]ｋ ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）　

＝ ０ （３８３）
式中：ｂ１０１１，ｂ１０４１，ｂ１０５１，ｂ２０１２，ｂ２０４２，ｂ２０５１，ｂｒｍｎ，ｂｒｍｎｆ（ｒ，ｍ，ｎ，ｆ ＝ １，２），Ｅ１０１，Ｅ２０１１，Ｅ２０１２，Ｅ２０２２
可通过式（３８３）中的矩阵或向量求得。

将式（３４１）、式（３４２）代入式（３４８）、式（３４９），整理得
３ｂ１１１１ａ

３
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ１ａ

２
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
［６ｂ１１１１ａ１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ２ｂ１１２２ａ１Ｂ２０２ｋ］－ ｂ１０１１ａ１
　 － ｉｂ１０４１（ａ′１ ＋ ｂ１０５１ａ１）＋ ｂ１０４１ａ１θ′１ ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ｅｘｐ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）
　 － Ｅ１０１ａ１ｅｘｐ｛－ ｉ［２θ１ － （σ１ ＋ σ２）Ｔ１］｝
＝ ０ （３８４）

　 ２ｂ２１１２ａ
２
１ａ２ ＋ ３ｂ２２２２ａ

３
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
［２ｂ２１１２ａ２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ６ｂ２２２２ａ２Ｂ２０２ｋ］
　 － ｂ２０１２ａ２ － ｉｂ２０４２（ａ′２ ＋ ｂ２０５１ａ２）＋ ｂ２０４２ａ２θ′２ ＋ ｂ２１１ａ２１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）］
　 ＋ ２（Ｅ２０１１ａ２１ ＋ Ｅ２０２２ａ２２）ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － σ１Ｔ１）］

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
２（Ｅ２０１１Ｂ２０１ｋ ＋ Ｅ２０２２Ｂ２０２ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － σ１Ｔ１）］

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ ＋ φ２ｋ）］

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － σ１Ｔ１ ＋ φ１ｋ － φ２ｋ）］

＝ ０ （３８５）
　 　 设

γ１ ＝ θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１
γ２ ＝ θ２ － σ１Ｔ

{
１

（３８６）
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　 　 将式（３８６）代入式（３８４）、式（３８５）中，分离式（３８４）、式（３８５）的实部和虚部，
并整理得

ａ′１ ＝ － ｂ１０５１ａ１ ＋
ｂ１１２
ｂ１０４１
ａ１ａ２ ｓｉｎγ１ ＋

Ｅ１０１
ｂ１０４１
ａ１ ｓｉｎ（γ２ － γ１）＝ ｆ１１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）

（３８７）
ａ′２ ＝

１
ｂ [
２０４２

－ ｂ２０５１ａ２ － ｂ２１１ａ
２
１ ｓｉｎγ１ － ２（Ｅ２０１１ａ２１ ＋ Ｅ２０２２ａ２２）ｓｉｎγ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １
２（Ｅ２０１１Ｂ２０１ｋ ＋ Ｅ２０２２Ｂ２０２ｋ）ｓｉｎγ２ －∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ ＋ φ２ｋ）

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ － φ２ｋ ]）

＝ ｆ１２（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３８８）
γ′１ ＝

ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ
２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２
－
ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１
ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 －
２（Ｅ２０１１ａ２１ ＋ Ｅ２０２２ａ２２）ｃｏｓγ２

ｂ２０４２ａ２
－
∑
Ｎ

ｋ ＝ １
２（Ｅ２０１１Ｂ２０１ｋ ＋ Ｅ２０２２Ｂ２０２ｋ）ｃｏｓγ２

ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ ＋ φ２ｋ）
ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ － φ２ｋ）
ｂ２０４２ａ２

　 ＋
２（３ｂ１１１１ａ２１ ＋ ２ｂ１１２２ａ２２ － ｂ１０１１）

ｂ１０４１

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １

４［４ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

　 ＋
２［ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１ － Ｅ１０１ｃｏｓ（γ２ － γ１）］

ｂ１０４１
＋ εσ２

＝ ｆ１３（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３８９）
γ′２ ＝

ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ
２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２
－
ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１
ｂ２０４２ａ２

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２
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　 －
２（Ｅ２０１１ａ２１ ＋ Ｅ２０２２ａ２２）ｃｏｓγ２

ｂ２０４２ａ２
－∑

Ｎ

ｋ ＝ １

２（Ｅ２０１１Ｂ２０１ｋ ＋ Ｅ２０２２Ｂ２０２ｋ）ｃｏｓγ２
ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ ＋ φ２ｋ）
ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

Ｅ２０１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ － φ２ｋ）
ｂ２０４２ａ２

－ εσ１

＝ ｆ１４（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３９０）
　 　 由稳态解条件ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０，得

ｆ１１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ１２（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ１３（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ１４（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝










０

（３９１）

　 　 利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，可以求得式（３９１）中的ａ１，ａ２，θ１，θ２。
将所求得的ａ１，ａ２，θ１，θ２代入式（３８１），得到含内共振的主共振的一阶近似解为

η１ ＝ ２ａ１ｃｏｓ（ω１Ｔ０ ＋ θ１）＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０１ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ１ｋ）

η２ ＝ ２ａ２ｃｏｓ（ω２Ｔ０ ＋ θ２）＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０２ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ２ｋ

{ ）
（３９２）

　 　 从以上分析可以看出，在一定条件下，系统在电磁参数激励下可产生主共振现
象，而且系统的主共振频域响应幅值还与电磁参数激励的幅值有关。
３． ４． １． ２　 次谐共振分析
次谐共振包括电磁参数激励下的次谐共振和外力作用下的次谐共振。当组合共

振频率因子Ω０ － ωｉ满足条件Ω０ － ωｉ≈ωｉ，即Ω０≈２ωｉ时，可认为此时系统存在电磁参
数激励下的１ ／ ２次谐共振；当组合共振频率因子Ω０ － ２ωｉ满足条件Ω０ － ２ωｉ≈ωｉ，即
Ω０≈３ωｉ时，可认为此时系统存在电磁参数激励下的１ ／ ３次谐共振；当组合共振频率
因子Ω２ － ωｉ满足条件Ω２ － ωｉ≈ωｉ，即Ω２≈２ωｉ时，可认为此时系统存在外力作用下的
１ ／ ２次谐共振；当组合共振频率因子Ω２ － ２ωｉ满足条件Ω２ － ２ωｉ≈ωｉ，即Ω０≈３ωｉ时，
可认为此时系统存在外力作用下的１ ／ ３次谐共振。

这里在不考虑外力的情况下对系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足次谐共振
条件Ω０ － ω２≈ω２时的电磁参数激励下的１ ／ ２次谐共振情况进行分析。

引进两个调谐参数σ１和σ２，使
Ω０ － ω２ ＝ ω２ ＋ εσ１
ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ

{
２

（３９３）

　 　 将式（３８０）、式（３９３）分别代入式（３６３），得到消除前两阶长期项的条件：
４７
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３ｂ１１１１Ａ
２
１Ａ１ ＋ ２ｂ１１２２Ａ１Ａ２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（６ｂ１１１１Ａ１Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ６ｂ１１２２Ａ１Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ１０１１Ａ１ － ｉｂ１０４１（Ｄ１Ａ１ ＋ ｂ１０５１Ａ１）＋ ｂ１１２Ａ１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ２Ｔ１）
＝ ０ （３９４）
２ｂ２１１２Ａ１Ａ１Ａ２ ＋ ３ｂ２２２２Ａ

２
２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（２ｂ２１１２Ａ２Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ２２２２Ａ２Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ２０１２Ａ２ － ｉｂ２０４２（Ｄ１Ａ２ ＋ ｂ２０５１Ａ２）
　 ＋ ｂ２１１Ａ

２
１ｅｘｐ（－ ｉσ２Ｔ１）－ Ｅ２０２Ａ２ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）

＝ ０ （３９５）
式中：ｂ１０１１，ｂ１０４１，ｂ１０５１，ｂ２０１２，ｂ２０４２，ｂ２０５１，ｂｒｍｎ，ｂｒｍｎｆ（ｒ，ｍ，ｎ，ｆ ＝ １，２）、Ｅ２０２可通过式（３６３）
中的矩阵或向量求得。

将式（３６５）、式（３６６）代入式（３９４）、式（３９５），整理得
３ｂ１１１１ａ

３
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ１ａ

２
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｛６ｂ１１１１ａ１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ［ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）］

　 ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ２ｂ１１２２ａ１Ｂ２０２ｋ｝
　 － ｂ１０１１ａ１ － ｉｂ１０４１（ａ′１ ＋ ｂ１０５１ａ１）＋ ｂ１０４１ａ１θ′１
　 ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ｅｘｐ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）
＝ ０ （３９６）
２ｂ２１１２ａ

２
１ａ２ ＋ ３ｂ２２２２ａ

３
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
［２ｂ２１１２ａ２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ６ｂ２２２２ａ２Ｂ２０２ｋ］
　 － ｂ２０１２ａ２ － ｉｂ２０４２（ａ′２ ＋ ｂ２０５１ａ２）＋ ｂ２０４２ａ２θ′２
　 ＋ ｂ２１１ａ

２
１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）］

　 － Ｅ２０２ａ２ｅｘｐ［－ ｉ（２θ２ － σ１Ｔ１）］
＝ ０ （３９７）

设
γ１ ＝ θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１
γ２ ＝ θ２ － σ１Ｔ

{
１

（３９８）

　 　 将式（３９８）代入式（３９６）、式（３９７）中，分离式（３９６）、式（３９７）的实部和虚部，
并整理得

ａ′１ ＝ － ｂ１０５１ａ１ ＋
ｂ１１２
ｂ１０４１
ａ１ａ２ ｓｉｎγ１ ＝ ｆ２１（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３９９）
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ａ′２ ＝ － ｂ２０５１ａ２ －
ｂ２１１
ｂ２０４２
ａ２１ ｓｉｎγ１ ＋

Ｅ２０２
ｂ２０４２
ａ２ ｓｉｎγ２ ＝ ｆ２２（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１００）

γ′１ ＝
ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ

２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 －
ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１ － Ｅ２０２ａ２ｃｏｓγ２

ｂ２０４２ａ２

　 ＋
２（３ｂ１１１１ａ２１ ＋ ２ｂ１１２２ａ２２ － ｂ１０１１ ＋ ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１）

ｂ１０４１

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １

４［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

＋ εσ２

＝ ｆ２３（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１０１）
γ′２ ＝

２（ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ２１ － ３ｂ２２２２ａ２２）
ｂ２０４２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

４［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 －
２（ｂ２１１ａ２１ｃｏｓγ１ － Ｅ２０２ａ２ｃｏｓγ２）

ｂ２０４２ａ２
－ εσ１

＝ ｆ２４（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１０２）
　 　 由稳态解条件ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０，得

ｆ２１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ２２（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ２３（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ２４（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝










０

（３１０３）

　 　 利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，可以求得式（３１０３）中的ａ１，ａ２，θ１，θ２。
将所求得的ａ１、ａ２、θ１、θ２代入式（３８０），得到含内共振的次谐共振的一阶近似

解为
η１ ＝ ２ａ１ｃｏｓ（ω１Ｔ０ ＋ θ１）＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０１ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ１ｋ）

η２ ＝ ２ａ２ｃｏｓ（ω２Ｔ０ ＋ θ２）＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０２ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ２ｋ{ ）

（３１０４）

　 　 从以上分析可以看出，在一定条件下，系统在电磁参数激励下可产生次谐共振现
象，而且系统的次谐共振频域响应幅值还与电磁参数激励的幅值有关。
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３． ４． １． ３　 超谐共振分析
超谐共振包括自激惯性力作用下的超谐共振分析和外力作用下的超谐共振分

析。当超谐共振频率因子（ｋ ± ｐ）Ω１或（ｋ ± ｐ ± ｌ）Ω１满足条件（ｋ ± ｐ）Ω１≈ωｉ或（ｋ ± ｐ
± ｌ）Ω１≈ωｉ（ｋ，ｐ，ｌ为正整数，ｉ ＝ １，２）时，系统存在自激惯性力作用下的超谐共振；当
超谐共振频率因子２Ω２或３Ω２满足条件２Ω２≈ωｉ或３Ω２≈ωｉ时，系统存在自激惯性力
作用下的超谐共振。

这里在不考虑外力的条件下对系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足超谐共振
条件ＬΩ１≈ω１时的超谐共振情况进行分析。

引进两个调谐参数σ１和σ２，使
ＬΩ１ ＝ ω１ ＋ εσ１
ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ

{
２

（３１０５）
　 　 将式（３８０）、式（３１０５）分别代入式（３６３），得到消除前二阶长期项的条件为
３ｂ１１１１Ａ

２
１Ａ１ ＋ ２ｂ１１２２Ａ１Ａ２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（６ｂ１１１１Ａ１Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ１１２２Ａ１Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ１０１１Ａ１ － ｉｂ１０４１（Ｄ１Ａ１ ＋ ｂ１０５１Ａ１）
　 ＋ ｂ１１２Ａ１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ２Ｔ１） {＋ ∑

Ｌ－１

ｋ ＝ １
［ｂ１１１Ｂ１ｋＢ１（Ｌ－ｋ） ＋ ｂ１１２Ｂ１ｋＢ２（Ｌ－ｋ） ＋ ｂ１１２Ｂ２ｋＢ１（Ｌ－ｋ）

　 ＋ ｂ１２２Ｂ２ｋＢ２（Ｌ－ｋ）］＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
［ｂ１１１１Ｂ１ｋＢ１ｐＢ１（Ｌ－ｋ－ｐ） ＋ ｂ１１１２Ｂ１ｋＢ１ｐＢ２（Ｌ－ｋ－ｐ）

　 ＋ ｂ１１２２Ｂ１ｋＢ２ｐＢ２（Ｌ－ｋ－ｐ） ＋ ｂ１２２２Ｂ２ｋＢ２ｐＢ２（Ｌ－ｋ－ｐ） }］ ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）
＝ ０ （３１０６）
２ｂ２１１２Ａ１Ａ１Ａ２ ＋ ３ｂ２２２２Ａ

２
２Ａ２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
（２ｂ２１１２Ａ２Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ 　 　 　 　 　 　

　 ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ２２２２Ａ２Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ２０１２Ａ２ － ｉｂ２０４２（Ｄ１Ａ２ ＋ ｂ２０５１Ａ２）
　 ＋ ｂ２１１Ａ

２
１ｅｘｐ（－ ｉσ２Ｔ１）

＝ ０ （３１０７）
式中：ｂ１０１１，ｂ１０４１，ｂ１０５１，ｂ２０１２，ｂ２０４２，ｂ２０５１，ｂｒｍｎ，ｂｒｍｎｆ（ｒ，ｍ，ｎ，ｆ ＝ １，２）可通过式（３６３）中的
矩阵或向量求得。

将式（３６５）、式（３６６）代入式（３１０６）、式（３１０７），整理得
３ｂ１１１１ａ

３
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ１ａ

２
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
［６ｂ１１１１ａ１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ２ｂ１１２２ａ１Ｂ２０２ｋ］
　 － ｂ１０１１ａ１ － ｉｂ１０４１（ａ′１ ＋ ｂ１０５１ａ１）＋ ｂ１０４１ａ１θ′１ ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ｅｘｐ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）
　 ＋∑

Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））］
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　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））］

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ２ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））］

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ２ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））］

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（Ｌ－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ１（Ｌ－ｋ－ｐ））］

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））］

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ１ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））］

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ１Ｔ１ － φ２ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））］

＝ ０ （３１０８）
２ｂ２１１２ａ

２
１ａ２ ＋ ３ｂ２２２２ａ

３
２ ＋∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｛２ｂ２１１２ａ２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ６ｂ２２２２ａ２Ｂ２０２ｋ｝
　 － ｂ２０１２ａ２ － ｉｂ２０４２（ａ′２ ＋ ｂ２０５１ａ２）＋ ｂ２０４２ａ２θ′２
　 ＋ ｂ２１１ａ

２
１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）］

＝ ０ （３１０９）
设

γ１ ＝ θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１
γ２ ＝ θ２ － σ１Ｔ

{
１

（３１１０）
　 　 将式（３１１０）代入式（３１０８）、式（３１０９）中，分离式（３１０８）、式（３１０９）的实部和
虚部，并整理得

ａ′１ ＝
１
ｂ [
１０４１

－ ｂ１０４１ｂ１０５１ａ１ ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ ｓｉｎγ１

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｓｉｎ（γ２ － φ２ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））
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　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １
ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｓｉｎ（γ２ － φ２ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（Ｌ－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ１（Ｌ－ｋ－ｐ））

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ － φ１ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １
ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ － φ２ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ） ]）

＝ ｆ３１（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１１１）
ａ′２ ＝ － ｂ２０５１ａ２ －

ｂ２１１
ｂ２０４２
ａ２１ ｓｉｎγ１ ＝ ｆ３２（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１１２）

γ′１ ＝
ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ

２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２
－
ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１
ｂ２０４２ａ２

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 ＋
２（３ｂ１１１１ａ２１ ＋ ２ｂ１１２２ａ２２ － ｂ１０１１ ＋ ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１）

ｂ１０４１

　 ＋∑
Ｎ

ｋ ＝ １

４［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

２［ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））］
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

２ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

２ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

２ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

２ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ１（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

２ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

９７

　 第３章　 连杆机构系统非线性振动分析



　 ＋∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

２ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

＋ εσ２

＝ ｆ３３（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１１３）
γ′２ ＝

ｂ１０１１ － ３ｂ１１１１ａ
２
１ － ２ｂ１１２２ａ

２
２ － ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１

ｂ１０４１

　 －∑
Ｎ

ｋ ＝ １

２［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

［ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））］
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ１（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－１

ｋ ＝ １

ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（Ｌ－ｋ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ２（Ｌ－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ１（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ１ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 －∑
Ｌ－２

ｋ ＝ １
∑
Ｌ－ｋ－１

ｐ ＝ １

ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（Ｌ－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ － φ２ｋ － φ２ｐ － φ２（Ｌ－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

－ εσ１

＝ ｆ３４（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１１４）
由稳态解条件ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０，得

ｆ３１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ３２（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ３３（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ３４（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝










０

（３１１５）

　 　 利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，可以求得式（３１１５）中的ａ１，ａ２，θ１，θ２。
将所求得的ａ１，ａ２，θ１，θ２代入式（３８０），得到含内共振的超谐共振一阶近似解为

η１ ＝ ２ａ１ｃｏｓ（ω１Ｔ０ ＋ θ１）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０１ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ１ｋ）

η２ ＝ ２ａ２ｃｏｓ（ω２Ｔ０ ＋ θ２）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０２ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ２ｋ{ ）

（３１１６）

０８
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３． ４． １． ４　 组合共振分析
组合共振包括：①电磁参数激励、自激惯性力和外力共同作用下的组合共振；

②电磁参数激励和自激惯性力共同作用下的组合共振；③电磁参数激励和外力共同
作用下的组合共振；④自激惯性力和外力共同作用下的组合共振；⑤电磁参数激励下
的组合共振；⑥自激惯性力作用下的组合共振；⑦外力作用下的组合共振。

当组合共振频率因子Ω０ ± Ω２ ± ｋΩ１≈ω ｊ时，系统存在电磁参数激励、自激惯性力
和外力共同作用下的组合共振；当组合共振频率因子Ω０ ± ｋΩ１≈ω ｊ或Ω０ ± ｋΩ１ ± ωｉ≈
ω ｊ或Ω０ ±（ｋ ± ｐ）Ω１≈ω ｊ时，系统存在电磁参数激励和自激惯性力共同作用下的组合
共振；当组合共振频率因子Ω０ ± Ω２≈ω ｊ或Ω０ ± Ω２ ± ωｉ≈ω ｊ或Ω０ ± ２Ω２≈ω ｊ时，系统
存在电磁参数激励和外力共同作用下的组合共振；当组合共振频率因子Ω２ ± ｋΩ１≈
ω ｊ或Ω２ ± ２ｋΩ１≈ω ｊ或２Ω２ ± ｋΩ１≈ω ｊ或Ω２ ± ｋΩ１ ± ωｉ≈ω ｊ时，系统存在自激惯性力和
外力共同作用下的组合共振；当组合共振频率因子Ω０ ± ωｉ≈ω ｊ或Ω０ ± ２ωｉ≈ω ｊ或Ω０
± ωｉ ± ω ｊ≈ω ｊ时，系统存在电磁参数激励下的组合共振；当组合共振频率因子ｋΩ１ ±
ωｉ≈ω ｊ或２ｋΩ１ ± ωｉ≈ω ｊ或ｋΩ１ ± ωｉ ± ω ｊ≈ω ｊ时，系统存在自激惯性力作用下的组合共
振；当组合共振频率因子Ω２ ± ωｉ≈ω ｊ或２Ω２ ± ωｉ≈ω ｊ或Ω２ ± ωｉ ± ω ｊ≈ω ｊ时，系统存在
自激惯性力作用下的组合共振（ｉ，ｊ ＝ １，２）。

这里在不考虑外力的条件下对系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足组合共振
条件Ω０ － ω１≈ω２时的组合共振情况进行分析。

引进两个调谐参数σ１和σ２，使
Ω０ － ω１ ＝ ω２ ＋ εσ１
ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ

{
２

（３１１７）

　 　 将式（３８０）、式（３１１９）分别代入式（３６３），得到消除前二阶长期项的条件为
３ｂ１１１１Ａ

２
１Ａ１ ＋ ２ｂ１１２２Ａ１Ａ２Ａ２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
（６ｂ１１１１Ａ１Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋ Ｂ２ｋ

　 ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ１１２２Ａ１Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ１０１１Ａ１ － ｉｂ１０４１（Ｄ１Ａ１ ＋ ｂ１０５１Ａ１）
　 ＋ ｂ１１２Ａ１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ２Ｔ１）
＝ ０ （３１１８）
２ｂ２１１２Ａ１Ａ１Ａ２ ＋ ３ｂ２２２２Ａ

２
２Ａ２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
（２ｂ２１１２Ａ２Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ２２２２Ａ２Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ２０１２Ａ２ － ｉｂ２０４２（Ｄ１Ａ２ ＋ ｂ２０５１Ａ２）
　 ＋ ｂ２１１Ａ

２
１ｅｘｐ（－ ｉσ２Ｔ１）－ Ｅ２０１Ａ１ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）

＝ ０ （３１１９）
式中：ｂ１０１１，ｂ１０４１，ｂ１０５１，ｂ２０１２，ｂ２０４２，ｂ２０５１，ｂｒｍｎ，ｂｒｍｎｆ（ｒ，ｍ，ｎ，ｆ ＝ １，２），Ｅ２０１可通过式（３６３）
中的矩阵或向量求得。

将式（３６５）、式（３６６）代入式（３１１８）、式（３１１９），整理得
１８
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３ｂ１１１１ａ
３
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ１ａ

２
２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
［６ｂ１１１１ａ１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ２ｂ１１２２ａ１Ｂ２０２ｋ］
　 － ｂ１０１１ａ１ － ｉｂ１０４１（ａ′１ ＋ ｂ１０５１ａ１）
　 ＋ ｂ１０４１ａ１θ′１ ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ｅｘｐ［ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）］
　 ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（３１２０）
２ｂ２１１２ａ

２
１ａ２ ＋ ３ｂ２２２２ａ

３
２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
［２ｂ２１１２ａ２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）

　 ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ６ｂ２２２２ａ２Ｂ２０２ｋ］
　 － ｂ２０１２ａ２ － ｉｂ２０４２（ａ′２ ＋ ｂ２０５１ａ２）＋ ｂ２０４２ａ２θ′２ ＋ ｂ２１１ａ２１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１）］
　 － Ｅ２０１ａ１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ ＋ θ１ － σ１Ｔ１）］
＝ ０ （３１２１）

　 　 设
γ１ ＝ θ２ － ２θ１ ＋ σ２Ｔ１
γ２ ＝ θ２ － σ１Ｔ

{
１

（３１２２）

　 　 将式（３１２２）代入式（３１２０）、式（３１２１）中，分离式（３１２０）、式（３１２１）的实部和
虚部，并整理得

ａ′１ ＝ － ｂ１０５１ａ１ ＋
ｂ１１２
ｂ１０４１
ａ１ａ２ ｓｉｎγ１ ＝ ｆ４１（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１２３）

ａ′２ ＝ － ｂ２０５１ａ２ －
ｂ２１１
ｂ２０４２
ａ２１ ｓｉｎγ１ ＋

Ｅ２０１
ｂ２０４２
ａ１ ｓｉｎγ２ ＝ ｆ４２（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１２４）

γ′１ ＝
ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ

２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２

　 －
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 ＋
Ｅ２０１ａ１ｃｏｓγ２ － ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１

ｂ２０４２ａ２
＋
２（３ｂ１１１１ａ２１ ＋ ２ｂ１１２２ａ２２ － ｂ１０１１ａ１ ＋ ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１）

ｂ１０４１

　 ＋
Ｎ

ｋ ＝ １

４［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

＋ εσ２

＝ ｆ４３（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１２５）
γ′２ ＝

ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ
２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２

　 －
Ｎ

ｋ ＝ １

２［ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ３ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

２８
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　 ＋
Ｅ２０１ａ１ｃｏｓγ２ － ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１

ｂ２０４２ａ２
－
３ｂ１１１１ａ

２
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ

２
２ － ｂ１０１１ａ１ ＋ ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１
ｂ１０４１

　 －
Ｎ

ｋ ＝ １

２［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

－ εσ１

＝ ｆ４４（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１２６）
　 　 由稳态解条件ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０，得

ｆ４１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ４２（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ４３（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ４４（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝










０

（３１２７）

　 　 利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，可以求得式（３１２８）中的ａ１，ａ２，θ１，θ２。
将所求得的ａ１，ａ２，θ１，θ２代入式（３８０），得到含内共振的组合共振一阶近似解为

η１ ＝ ２ａ１ｃｏｓ（ω１Ｔ０ ＋ θ１）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０１ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ１ｋ）

η２ ＝ ２ａ２ｃｏｓ（ω２Ｔ０ ＋ θ２）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０２ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ２ｋ{ ）

（３１２８）

３． ４． １． ５　 多重共振分析
多重共振包括：①电磁参数激励、自激惯性力和外力共同作用下的多重共振，此

时频率因子中既包含电磁参数激励频率，又包含自激惯性力的频率和外力的频率；
②电磁激励和自激惯性力共同作用下的多重共振，此时频率因子中既包含电磁参数
激励频率，又包含自激惯性力的频率；③电磁激励和外力共同作用下的多重共振，此
时频率因子中既包含电磁参数激励频率，又包含外力的频率；④自激惯性力和外力共
同作用下的多重共振，此时频率因子中既包含自激惯性力的频率，又包含外力的
频率。

这里在不考虑外力的条件下对系统存在内共振（ω２≈２ω１）且满足组合共振条件
Ω０ － Ω１ － ω１≈ω１和超谐共振条件８Ω１≈ω１时的多重共振情况进行分析。

引进三个调谐参数σ１，σ２和σ３，使
Ω０ － Ω１ － ω１ ＝ ω１ ＋ εσ１
８Ω１ ＝ ω１ ＋ εσ２
ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ

{
３

（３１２９）

将式（３８０）、式（３１２９）分别代入式（３６３），得到消除前二阶长期项的条件为
３ｂ１１１１Ａ

２
１Ａ１ ＋ ２ｂ１１２２Ａ１Ａ２Ａ２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
（６ｂ１１１１Ａ１Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋ Ｂ２ｋ

　 ＋ ２ｂ１１１２Ａ１Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ１１２２Ａ１Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ１０１１Ａ１ － ｉｂ１０４１（Ｄ１Ａ１ ＋ ｂ１０５１Ａ１）
　 ＋ ｂ１１２Ａ１Ａ２ｅｘｐ（ｉσ３Ｔ１）＋ （２Ｅ１０１１Ａ１Ｂ１１ ＋ Ｅ１０１２Ａ１Ｂ２１）ｅｘｐ（ｉσ１Ｔ１）

３８
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　 ＋ 
７

ｋ ＝ １
（ｂ１１１Ｂ１ｋＢ１（８－ｋ） ＋ ｂ１１２Ｂ１ｋＢ２（８－ｋ） ＋ ｂ１１２Ｂ２ｋＢ１（８－ｋ） ＋ ｂ１２２Ｂ２ｋＢ２（８－ｋ）[ ）

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
（ｂ１１１ｆＢ１ｋＢ１ｐＢ１（８－ｋ－ｐ） ＋ ｂ１１１２Ｂ１ｋＢ１ｐＢ２（８－ｋ－ｐ）

　 ＋ ｂ１１２２Ｂ１ｋＢ２ｐＢ２（８－ｋ－ｐ） ＋ ｂ１２２２Ｂ２ｋＢ２ｐＢ２（８－ｋ－ｐ） ]）ｅｘｐ（ｉσ２Ｔ１）
＝ ０ （３１３０）
２ｂ２１１２Ａ１Ａ１Ａ２ ＋ ３ｂ２２２２Ａ

２
２Ａ２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
（２ｂ２１１２Ａ２Ｂ１ｋＢ１ｋ ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ

　 ＋ ２ｂ２１２２Ａ２Ｂ１ｋＢ２ｋ ＋ ６ｂ２２２２Ａ２Ｂ２ｋＢ２ｋ）－ ｂ２０１２Ａ２ － ｉｂ２０４２（Ｄ１Ａ２ ＋ ｂ２０５１Ａ２）
　 ＋ ｂ２１１Ａ

２
１ｅｘｐ（－ ｉσ３Ｔ１）

＝ ０ （３１３１）
式中：ｂ１０１１，ｂ１０４１，ｂ１０５１，ｂ２０１２，ｂ２０４２，ｂ２０５１，ｂｒｍｎ，ｂｒｍｎｆ（ｒ，ｍ，ｎ，ｆ ＝ １，２），Ｅ１０１１，Ｅ１０１２可通过式
（３６３）中的矩阵或向量求得。

将式（３６５）、式（３６６）代入式（３１３０）、式（３１３１），整理得
３ｂ１１１１ａ

３
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ１ａ

２
２ ＋

Ｎ

ｋ ＝ １
｛６ｂ１１１１ａ１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ［ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）］

　 ＋ ２ｂ１１１２ａ１Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ［ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）］＋ ２ｂ１１２２ａ１Ｂ２０２ｋ｝
　 － ｂ１０１１ａ１ － ｉｂ１０４１（ａ′１ ＋ ｂ１０５１ａ１）＋ ｂ１０４１ａ１θ′１
　 ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ｅｘｐ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ３Ｔ１）
　 ＋ ２Ｅ１０１１ａ１Ｂ０１１ｅｘｐ［－ ｉ（２θ１ － σ１Ｔ１ ＋ φ１１）］
　 ＋ Ｅ１０１２ａ１Ｂ０２１ｅｘｐ［－ ｉ（２θ１ － σ１Ｔ１ ＋ φ２１）］
　 ＋

７

ｋ ＝ １
ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（８－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ１ｋ － φ１（８－ｋ））］

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（８－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ１ｋ － φ２（８－ｋ））］

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（８－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ２ｋ － φ１（８－ｋ））］

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（８－ｋ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ２ｋ － φ２（８－ｋ））］

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（８－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ１（８－ｋ－ｐ））］

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ１ｋ － φ１ｐ － φ２（８－ｋ－ｐ））］
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　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ１ｋ － φ２ｐ － φ２（８－ｋ－ｐ））］

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｅｘｐ［－ ｉ（θ１ － σ２Ｔ１ － φ２ｋ － φ２ｐ － φ２（８－ｋ－ｐ））］

＝ ０ （３１３２）
２ｂ２１１２ａ

２
１ａ２ ＋ ３ｂ２２２２ａ

３
２ ＋

Ｎ

ｋ ＝
[

１
２ｂ２１１２ａ２Ｂ

２
０１ｋ ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ１ｋ － φ２ｋ）　 　

　 ＋ ２ｂ２１２２ａ２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｅｘｐ ｉ（φ２ｋ － φ１ｋ）＋ ６ｂ２２２２ａ２Ｂ２０２ ]ｋ
　 － ｂ２０１２ａ２ － ｉｂ２０４２（ａ′２ ＋ ｂ２０５１ａ２）＋ ｂ２０４２ａ２θ′２ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　 ＋ ｂ２１１ａ

２
１ｅｘｐ［－ ｉ（θ２ － ２θ１ ＋ σ３Ｔ１）］

＝ ０ （３１３３）
　 　 设

γ１ ＝ θ２ － ２θ１ ＋ σ３Ｔ１
γ２ ＝ － （θ１ － σ２Ｔ１{ ） （３１３４）

　 　 将式（３１３６）代入式（３１３２）、式（３１３３）中，分离式（３１３２）、式（３１３３）的实部和
虚部，并整理得

ａ′１ ＝
１
ｂ {
１０４１

－ ｂ１０４１ｂ１０５１ａ１ ＋ ｂ１１２ａ１ａ２ ｓｉｎγ１

　 ＋ ２Ｅ１０１１ａ１Ｂ０１１ ｓｉｎ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ１１］
　 ＋ Ｅ１０１２ａ１Ｂ０２１ ｓｉｎ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ２１］
　 ＋

７

ｋ ＝ １
ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（８－ｋ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１（８－ｋ））

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（８－ｋ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２（８－ｋ））

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（８－ｋ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ１（８－ｋ））

　 ＋
７

ｋ ＝ １
ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（８－ｋ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２（８－ｋ））

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（８－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ１（８－ｋ－ｐ））

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
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　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １
ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｓｉｎ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ） }）

＝ ｆ１（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１３５）
ａ′２ ＝ － ｂ２０５１ａ２ －

ｂ２１１
ｂ２０４２
ａ２１ ｓｉｎγ１ ＝ ｆ２（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１３６）

γ′１ ＝
ｂ２０１２ － ２ｂ２１１２ａ

２
１ － ３ｂ２２２２ａ

２
２

ｂ２０４２

　 －
Ｎ

ｋ ＝ １

［２ｂ２１１２Ｂ２０１ｋ ＋ ４ｂ２１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ６ｂ２２２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ２０４２

　 －
ｂ２１１ａ

２
１ｃｏｓγ１
ｂ２０４２ａ２

＋
２（３ｂ１１１１ａ２１ ＋ ２ｂ１１２２ａ２２ － ｂ１０１１）

ｂ１０４１

　 ＋
Ｎ

ｋ ＝ １

４［３ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ］
ｂ１０４１

　 ＋
{２ ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１ ＋ ２Ｅ１０１１Ｂ０１１ｃｏｓ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ１１ }］

ｂ１０４１

　 ＋
２Ｅ１０１２Ｂ０２１ｃｏｓ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ２１］

ｂ１０４１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

２ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

２ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

２ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ１（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

２ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

２ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ１（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

２ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

２ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

２ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

＋ εσ３

＝ ｆ３（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１３７）
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γ′２ ＝
３ｂ１１１１ａ

２
１ ＋ ２ｂ１１２２ａ

２
２ － ｂ１０１１

ｂ１０４１

　 ＋
Ｎ

ｋ ＝ １

｛６ｂ１１１１Ｂ２０１ｋ ＋ ４ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０２ｋｃｏｓ（φ１ｋ － φ２ｋ）＋ ２ｂ１１２２Ｂ２０２ｋ｝
ｂ１０４１

　 ＋
｛ｂ１１２ａ２ｃｏｓγ１ ＋ ２Ｅ１０１１Ｂ０１１ｃｏｓ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ１１］｝

ｂ１０４１

　 ＋
Ｅ１０１２Ｂ０２１ｃｏｓ［２γ２ ＋ （σ１ － ２σ２）Ｔ１ － φ２１］

ｂ１０４１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

ｂ１１１Ｂ０１ｋＢ０１（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

ｂ１１２Ｂ０１ｋＢ０２（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

ｂ１１２Ｂ０２ｋＢ０１（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ１（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
７

ｋ ＝ １

ｂ１２２Ｂ０２ｋＢ０２（８－ｋ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２（８－ｋ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

ｂ１１１１Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０１（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ１（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

ｂ１１１２Ｂ０１ｋＢ０１ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ１ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

ｂ１１２２Ｂ０１ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ１ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

　 ＋
６

ｋ ＝ １

７－ｋ

ｐ ＝ １

ｂ１２２２Ｂ０２ｋＢ０２ｐＢ０２（８－ｋ－ｐ）ｃｏｓ（γ２ ＋ φ２ｋ ＋ φ２ｐ ＋ φ２（８－ｋ－ｐ））
ｂ１０４１ａ１

＋ εσ２

＝ ｆ４（ａ１，ａ２，γ１，γ２） （３１３８）
　 　 由稳态解条件ａ′１ ＝ ａ′２ ＝ γ′１ ＝ γ′２ ＝ ０可得

ｆ５１（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ５２（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ５３（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝ ０
ｆ５４（ａ１，ａ２，γ１，γ２）＝










０

（３１３９）

　 　 利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法，可以求得式（３１３９）中的ａ１，ａ２，θ１，θ２。
将所求得的ａ１，ａ２，θ１，θ２代入式（３８０），得到含内共振的多重共振一阶近似解为

７８

　 第３章　 连杆机构系统非线性振动分析



η１ ＝ ２ａ１ｃｏｓ（ω１Ｔ０ ＋ θ１）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０１ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ１ｋ）

η２ ＝ ２ａ２ｃｏｓ（ω２Ｔ０ ＋ θ２）＋
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ０２ｋｃｏｓ（ｋΩ１Ｔ０ ＋ φ２ｋ{ ）

（３１４０）

３． ４． ２　 混合驱动五杆机构系统共振分析
混合驱动五杆机构是由常速电动机和可控电动机共同驱动的，系统动力学模型

既含有机构系统的结构参数和材料参数，又含有两驱动电动机的电磁参数。并且，由
机构系统参激振动的耦合研究可知，机构系统的共振特性不仅与系统外激励有关，还
与两驱动电动机转子转动频率（Ω１和Ω２）和电动机定子绕组旋转磁场的旋转频率
（２ω０１和２ω０２）有关。在不同频率因子下，系统就会出现不同的共振现象，在此对混合
驱动五杆机构系统的各种非线性共振现象分别进行分析。
３． ４． ２． １　 主共振分析
这里对不含内共振的主共振进行分析，且不考虑电动机的静偏心（ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０）

和转动偏心（ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０），忽略外界对系统的干扰作用，即Ｆ ＝ ０。则由前面公式可
知Ｆ４ ＝ Ｆ５ ＝ Ｆ８ ＝ ０，系统自激惯性力项Ｆ１、Ｆ２和Ｆ３的频率成分分别为ν１（＝ Ω１）、ν２
（＝ Ω１）和ν３，电磁激励项Ｆ６和Ｆ７的频率成分分别为ν６（＝ ２ω０１）和ν７（＝ ２ω０２）。
１． 伺服电动机电磁激励作用下的主共振分析
伺服电动机在电磁激励作用下发生主共振时ν６≈ωｒ，引入解谐参数σ，使

ν６ ＝ ωｒ ＋ εσ （３１４１）
σ ＝ ０（１）

将式（３１４１）、式（３７６）代入式（３７５），则其解不出现长期项的条件为
　 ２ｉωｒＤ１Ａｒ ＋ ２ｉζｒω

２
ｒ Ａｒ ＋ αｒＡｒ ＋ ［（２ｉｋν６Ｄ１Λ６ｒ１ ＋ ２ｉｋζｒωｒν６Λ６ｒ１）＋

ｓ
αｓΛ６ｓ１］ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 　 －
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ［（Λ６ｓ１Λ６ｔ１Λ６ｕ１ ＋ Λ６ｓ１Λ６ｔ１Λ６ｕ１ ＋ Λ６ｓ１Λ６ｔ１Λ６ｕ１）ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 　 － 
ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ６ｕ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ６ｕ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ６ｔ( １

　 　 －
ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ６ｔ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ６ｓ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ６ｓ )１ ｅｘｐ（ｉσＴ１）］

　 　 －
ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛ( )ｐｕｋ

　 　 －
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｕｋ

　 　 －
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｔｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｔｋ

　 　 －
ｓ，ｔ
δｓｔ 

ｋ
Λ６ｓ（ｋ＋１）Λ６ｔｋ ＋

ｋ
Λ６ｔ（ｋ＋１）Λ６( )ｓｋ ｅｘｐ（ｉσＴ１[ ]） － ３νｒｒｒＡｒＡｒＡｒ
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　 　 －
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ 

ｊ ＝２
Λ６ｓｊΛ６ｔｊΛ６ｕ（２ｊ －１） ＋

ｊ ＝２
Λ６ｓｊΛ６ｕｊΛ６ｔ（２ｊ －１） ＋

ｊ ＝２
Λ６ｔｊΛ６ｕｊΛ６ｓ（２ｊ －１( )） ｅｘｐ（ｉσＴ１[ ]）

　 　 －
ｓ
３νｓｒｒ［ＡｒＡｒΛ６ｓ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］－

ｔ
３νｒｔｒ［ＡｒＡｒΛ６ｔ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］

　 　 －
ｕ
３νｒｒｕ［ＡｒＡｒΛ６ｕ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］

　 ＝ ０ （３１４２）
式中：αｒ，νｓｔｕ可通过式（３７２）在ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０和ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０时求得。

将式（３７６）和式（３７７）代入式（３１４２），整理得
ｉωｒａ　·ｒ － ωｒａｒθ

　·
ｒ ＋ ｉζｒω

２
ｒ ａｒ ＋ αｒａｒ －

３
８ νｒｒｒａ

３
ｒ

＋ （２ｉｋν６Ｄ１ ＋ ２ｉｋζｒωｒν６）Γ６ｒ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｒ）＋
ｓ
αｓΓ６ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ）

－
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ｛Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１［ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）］

＋ ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ － τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）＋ ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ － τ６１ｕ）
－ 

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ[ ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｔ）

－
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ）］

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ ] }）

－
ｔ，ｕ
νｒｔｕ

１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｔ ＋ τｐｋｕ[ ]）

－
ｓ，ｕ
νｓｒｕ

１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｕ[ ]）

－
ｓ，ｔ
νｓｔｒ
１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｔ[ ]）

－
ｓ，ｔ
δｓｔ 

ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｔｋｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｓ － τ６ｋｔ[ ）

＋
ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｓｋｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｔ － τ６ｋｓ ]）

－
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ 

ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －１）ｕ[ ）
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＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｓ ]）

－
ｓ

３
４ νｓｒｒ［ａ

２
ｒΓ６ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ）］－

ｔ

３
４ νｒｔｒ［ａ

２
ｒΓ６ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｔ）］

－
ｕ

３
４ νｒｒｕ［ａ

２
ｒΓ６ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｕ）］

＝ ０ （３１４３）
　 　 设

ψｒ ＝ σＴ１ － θｒ （３１４４）
　 　 将式（３１４４）代入式（３１４３）中，并将其实部与虚部分开，得
ａｒψ
　·
ｒ ＝σａｒ －

１
２ωｒ
αｒａｒ ＋

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ ＋ ２ｋζｒν６Γ６ｒ１ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｒ）－ １ωｒｓ αｓΓ６ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ｛Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１［ｃｏｓ（ψｒ － τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）＋ ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ － τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）
＋ ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ － τ６１ｕ）］
－ 

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ[ ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｔ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｔ）

－
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ ] }）

＋ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ δｓｔ ｋ Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｔｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｓ － τ６ｋｔ[ ）
＋

ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｓｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｔ － τ６ｋｓ ]）
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＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ ｊ ＝ ２ Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －１）ｕ[ ）
＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｓ ]）

＋ ３４ωｒｓ νｓｒｒ［ａ
２
ｒΓ６ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ）］＋ ３４ωｒｔ νｒｔｒ［ａ

２
ｒΓ６ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｔ）］

＋ ３４ωｒｕ νｒｒｕ［ａ
２
ｒΓ６ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｕ）］ （３１４５）

ａ　·ｒ ＝ － ζｒωｒａｒ － ２ｋζｒν６Γ６ｒ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｒ）－ １ωｒｓ αｓΓ６ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ｛Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１［ｓｉｎ（ψｒ － τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）＋ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ － τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）
＋ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ － τ６１ｕ）］
＋

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ６１ｓ }）

＋ １
ωｒｓ，ｔ δｓｔ ｋ Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｔｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｓ － τ６ｋｔ[ ）
＋

ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋１）Γ６ｓｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋１）ｔ － τ６ｋｓ ]）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ ｊ ＝ ２ Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －１）ｕ[ ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －１）ｓ ]）

＋ ３４ωｒｓ νｓｒｒ［ａ
２
ｒΓ６ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ）］＋ ３４ωｒｔ νｒｔｒ［ａ

２
ｒΓ６ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｔ）］
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＋ ３４ωｒｕ νｒｒｕ［ａ
２
ｒΓ６ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｕ）］ （３１４６）

　 　 发生伺服电动机电磁激励作用下的主共振时，系统作定常运动的条件为
ａ　·ｒ ＝ ψ

　·
ｒ ＝ ０ （３１４７）

　 　 可以利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法解出ａｒ和ψｒ。将所求得的ａｒ和ψｒ代入式（３７５），
得到不考虑内共振的伺服电动机电磁激励作用下的主共振一阶近似定常解为
ηｒ０ ＝ ａｒｃｏｓ（ωｒＴ０ － ψｒ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

ｐ
Ｆ０ｐｒｋ（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ）－１ｃｏｓ（ωｒＴ０ ＋ τｐｋｉ）＋ Ｏ（ε）

（３１４８）
式中：ν６ ＝ ωｒ ＋ εσ。
　 　 可知，对于两自由度可控连杆机构系统，当伺服电动机定子绕组旋转磁场的旋转
频率接近系统的固有频率时，系统会发生由伺服电动机电磁参数所激发的主共振，并
且主共振频域响应幅值与伺服电动机电磁参数激励的幅值有关。
２． 三相交流电动机电磁激励作用下的主共振分析
发生三相交流电动机电磁激励作用下的主共振时，ν７≈ωｒ，引入解谐参数σ，使

ν７ ＝ ωｒ ＋ εσ
σ ＝ ０（１） （３１４９）

将式（３１４９）代入式（３６７），则式（３６７）的解不出现长期项的条件为
２ｉωｒＤ１Ａｒ ＋ ２ｉζｒω

２
ｒ Ａｒ ＋ αｒＡｒ ＋ ［（２ｉｋν７Ｄ１Λ７ｒ１ ＋ ２ｉｋζｒωｒν７Λ７ｒ１）＋

ｓ
αｓΛ７ｓ１］ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 －
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ［（Λ７ｓ１Λ７ｔ１Λ７ｕ１ ＋ Λ７ｓ１Λ７ｔ１Λ７ｕ１ ＋ Λ７ｓ１Λ７ｔ１Λ７ｕ１）ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 － 
ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ７ｕ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ７ｕ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ７ｔ( １

　 －
ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ７ｔ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ７ｓ１ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ７ｓ )１ ｅｘｐ（ｉσＴ１）］

　 －
ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛ( )ｐｕｋ

　 －
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｕｋ

　 －
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｔｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｔｋ

　 －
ｓ，ｔ
δｓｔ 

ｋ
Λ７ｓ（ｋ＋１）Λ７ｔｋ ＋

ｋ
Λ７ｔ（ｋ＋１）Λ７( )ｓｋ ｅｘｐ（ｉσＴ１[ ]） － ３νｒｒｒＡｒＡｒＡｒ

　 －
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ 

ｊ ＝２
Λ７ｓｊΛ７ｔｊΛ７ｕ（２ｊ －１） ＋

ｊ ＝２
Λ７ｓｊΛ７ｕｊΛ７ｔ（２ｊ －１） ＋

ｊ ＝２
Λ７ｔｊΛ７ｕｊΛ７ｓ（２ｊ －１( )） ｅｘｐ（ｉσＴ１[ ]）

　 －
ｓ
３νｓｒｒ［ＡｒＡｒΛ７ｓ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］－

ｔ
３νｒｔｒ［ＡｒＡｒΛ７ｔ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］
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　 －
ｕ
３νｒｒｕ［ＡｒＡｒΛ７ｕ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）］

＝ ０ （３１５０）
式中：αｒ、νｓｔｕ可通过式（３７２）在ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０和ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０时求得。

将式（３７６）和式（３７７）代入式（３１５０），整理得到
ｉωｒａ　·ｒ － ωｒａｒθ

　·
ｒ ＋ ｉζｒω

２
ｒ ａｒ ＋ αｒａｒ －

３
８ νｒｒｒａ

３
ｒ

＋ （２ｉｋν７Ｄ１ ＋ ２ｉｋζｒωｒν７）Γ７ｒ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ ＋ τ７１ｒ － θｒ）＋
ｓ
αｓΓ７ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ ＋ τ７１ｓ － θｒ）

－
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ｛Γ７ｓ１Γ７ｔ１Γ７ｕ１［ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）

＋ ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７１ｓ － τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）＋ ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ － τ７１ｕ）］
－ 

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ[ ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｔ）

－
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ７ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ ]）｝

－
ｔ，ｕ
νｒｔｕ

１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｔ ＋ τｐｋｕ[ ]）

－
ｓ，ｕ
νｓｒｕ

１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｕ[ ]）

－
ｓ，ｔ
νｓｔｒ
１
２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ）＋ １２

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｔ[ ]）

－
ｓ，ｔ
δｓｔ 

ｋ
Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｔｋｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｓ － τ７ｋｔ[ ）

＋
ｋ
Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｓｋｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｔ － τ７ｋｓ ]）

－
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ 

ｊ ＝ ２
Γ７ｓｊΓ７ｔｊΓ７ｕ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｔ － τ７（２ｊ －１）ｕ[ ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｓｊΓ７ｕｊΓ７ｔ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｔｊΓ７ｕｊΓ７ｓ（２ｊ －１）ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７ｊｔ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｓ ]）
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－
ｓ

３
４ νｓｒｒ［ａ

２
ｒΓｐｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐ１ｓ）］－

ｔ

３
４ νｒｔｒ［ａ

２
ｒΓｐｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τｐ１ｔ）］

－
ｕ

３
４ νｒｒｕ［ａ

２
ｒΓ７ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ７１ｕ）］

＝ ０ （３１５１）
　 　 设

ψｒ ＝ σＴ１ － θｒ （３１５２）
将式（３１５２）代入式（３１５１）中，并将其实部与虚部分开，得
ａｒψ
　·
ｒ ＝σａｒ －

１
２ωｒ
αｒａｒ ＋

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ ＋ ２ｋζｒν７Γ７ｒ１ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｒ）－ １ωｒｓ αｓΓ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｓ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓ ｔ ｕ｛Γ７ｓ１Γ７ｔ１Γ７ｕ１［ｃｏｓ（ψｒ － τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）＋ ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｓ － τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）
＋ ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ － τ７１ｕ）］
－ 

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ[ ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｔ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ７ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ ] }）

＋ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ δｓｔ ｋ Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｔｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｓ － τ７ｋｔ[ ）

＋
ｋ
Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｓｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｔ － τ７ｋｓ ]）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ ｊ ＝ ２ Γ７ｓｊΓ７ｔｊΓ７ｕ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｔ － τ７（２ｊ －１）ｕ[ ）
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＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｓｊΓ７ｕｊΓ７ｔ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｔｊΓ７ｕｊΓ７ｓ（２ｊ －１）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７ｊｔ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｓ ]）

＋ ３４ωｒｓ ν [ｓｒｒ ａ
２
ｒΓ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｓ ]） ＋ ３４ωｒｔ ν [ｒｔｒ ａ

２
ｒΓ７ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｔ ]）

＋ ３４ωｒｕ ν [ｒｒｕ ａ
２
ｒΓ７ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｕ ]） （３１５３）

ａ　·ｒ ＝ － ζｒωｒａｒ － ２ｋζｒν７Γ７ｒ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ７１ｒ）－ １ωｒｓ αｓΓ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｓ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ｛Γ７ｓ１Γ７ｔ１Γ７ｕ１［ｓｉｎ（ψｒ － τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）＋ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｓ － τ７１ｔ ＋ τ７１ｕ）
＋ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｓ ＋ τ７１ｔ － τ７１ｕ）］
＋

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ７１ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ７ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ７１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ７ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ７１ｓ }）

＋ １
ωｒｓ，ｔ δｓｔ ｋ Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｔｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｓ － τ７ｋｔ[ ）
＋

ｋ
Γ７ｔ（ｋ＋１）Γ７ｓｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７（ｋ＋１）ｔ － τ７ｋｓ ]）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ ｊ ＝ ２ Γ７ｓｊΓ７ｔｊΓ７ｕ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｔ － τ７（２ｊ －１）ｕ[ ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｓｊΓ７ｕｊΓ７ｔ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７ｊｓ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ７ｔｊΓ７ｕｊΓ７ｓ（２ｊ －１）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７ｊｔ ＋ τ７ｊｕ － τ７（２ｊ －１）ｓ ]）

＋ ３４ωｒｓ νｓｒｒ［ａ
２
ｒΓ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｓ）］＋ ３４ωｒｔ νｒｔｒ［ａ

２
ｒΓ７ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｔ）］

＋ ３４ωｒｕ νｒｒｕ［ａ
２
ｒΓ７ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ７１ｕ）］ （３１５４）
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　 　 三相交流电动机在电磁激励作用下发生主共振时，系统作定常运动的条件为
ａ　·ｒ ＝ ψ

　·
ｒ ＝ ０ （３１５５）

　 　 可以利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法解出ａｒ和ψｒ。将所求得的ａｒ和ψｒ代入式（３７５），
得到三相交流电动机电磁激励作用下的主共振的一阶近似定常解为
ηｒ０ ＝ ａｒｃｏｓ（ωｒＴ０ － ψｒ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

ｐ
Ｆ０ｐｒｋ（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ）－１ｃｏｓ（ωｒＴ０ ＋ τｐｋｉ）＋ Ｏ（ε）

（３１５６）
式中：ν７ ＝ ωｒ ＋ εσ。

由上述可知，对于两自由度可控连杆机构系统，当三相交流电动机定子绕组旋转
磁场的旋转频率接近于系统的固有频率时，系统会发生由三相交流电动机电磁参数
所激发的主共振，并且主共振频域响应幅值与三相交流电动机电磁参数激励的幅值
有关。
３． ４． ２． ２　 次谐共振分析
由系统振动机理分析知，当ωｒ≈ １３ νｐ或ωｒ≈

１
２ νｐ时，系统将产生次谐共振现象，

系统的次谐共振包括两电动机电磁参数激励作用下的次谐共振、外力作用下的次谐
共振和自激惯性力作用下的次谐共振。这里对次谐共振因子ν２ ＝ Ω２ ＝ ３ωｒ时系统在
自激惯性力作用下的次谐共振进行分析。

这里不考虑电动机的静偏心（ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０）和转动偏心（ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０），并忽略外
界对系统的干扰作用，即外力Ｆ ＝ ０，且不考虑系统内共振，引入解谐参数σ，使

ν２ ＝ ３ωｒ － εσ，　 σ ＝ ０（１） （３１５７）
将式（３１５２）、式（３７５）代入式（３７６），则其解不出现长期项的条件为

－ （２ｉωｒＤ１Ａｒ ＋ ２ｉζｒω２ｒ Ａｒ）－ αｒＡｒ ＋ ３νｒｒｒＡｒＡｒＡｒ ＋
ｓ
νｓｒｒＡｒＡｒΛ２ｓ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 ＋
ｔ
νｒｔｒＡｒＡｒΛ２ｔ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）＋

ｕ
νｒｒｕＡｒＡｒΛ２ｕ１ｅｘｐ（ｉσＴ１）　 　 　 　 　 　

　 ＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛ( )ｐｕｋ

　 ＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｕｋ

　 ＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｔｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｔｋ

＝ ０ （３１５８）
式中：αｒ、νｓｔｕ可通过式（３７２）在ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０和ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０时求得。

将式（３７６）和式（３７７）代入式（３１５８），经整理得
（ｉωｒａ　·ｒ － ωｒａｒθｒ ＋ ｉζｒω２ｒ ａｒ）－ αｒ １２ ａｒ ＋

３
８ νｒｒｒａ

３
ｒ ＋
１
４ｓ νｓｒｒａ

２
ｒΓ２ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ ＋ θｒ － τ２１ｓ）
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　 ＋ １４ｔ νｒｔｒａ
２
ｒΓ２ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ ＋ θｒ － τ２１ｔ）＋ １４ｕ νｒｒｕａ

２
ｒΓ２ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ ＋ θｒ － τ２１ｕ）

　 ＋
ｔ，ｕ
１
２ ａｒνｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｔ ＋ τｐｋｕ{ }）

　 ＋
ｓ，ｕ
１
２ ａｒνｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ{ }）

　 ＋
ｓ，ｔ
１
２ ａｒνｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｔ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ{ }）

＝ ０ （３１５９）
　 　 设

ψｒ ＝ σＴ１ ＋ θｒ （３１６０）
将式（３１６０）代入式（３１６１）中，并将其实部与虚部分开，得

ａｒψ
　·
ｒ ＝ σａｒ ＋

１
２ωｒ
αｒａｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ －

１
４ωｒｓ νｓｒｒａ

２
ｒΓ２ｓ１ｃｏｓ（ψｒ － τ２１ｓ）

－ １４ωｒｔ νｒｔｒａ
２
ｒΓ２ｔ１ｃｏｓ（ψｒ － τ２１ｔ）－ １４ωｒｕ νｒｒｕａ

２
ｒΓ２ｕ１ｃｏｓ（ψｒ － τ２１ｕ）

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒνｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒνｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒνｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ） （３１６１）

ａ　·ｒ ＝ －
ζｒω

２
ｒ ａｒ
ωｒ

＋ １４ωｒｓ νｓｒｒａ
２
ｒΓ２ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ － τ２１ｓ）

＋ １４ωｒｔ νｒｔｒａ
２
ｒΓ２ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ － τ２１ｔ）＋ １４ωｒｕ νｒｒｕａ

２
ｒΓ２ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ － τ２１ｕ）　（３１６２）

　 　 在自激惯性力作用时所发生的次谐共振下，系统作定常运动的条件为
ａ　·ｒ ＝ ψ

　·
ｒ ＝ ０ （３１６３）

　 　 可以利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法解出ａｒ和ψｒ。将所求得的ａｒ和ψｒ代入式（３７５），
得到不考虑内共振的系统次谐共振因子ν２ ＝ ３ωｒ时，在自激惯性力作用下的次谐共振
一阶近似定常解为
ηｒ０ ＝ ａｒｃｏｓ（ωｒＴ０ － ψｒ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

ｐ
Ｆ０ｐｒｋ（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ）－１ｃｏｓ（ωｒＴ０ ＋ τｐｋｉ）＋ Ｏ（ε）

（３１６４）
式中：ν２ ＝ ３ωｒ － εσ。

由上述可知，对于两自由度可控连杆机构系统，当三相交流电动机转子转动频率
接近于三倍的系统固有频率时，系统会发生由自激惯性力所激发的次谐共振，并且次
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谐振频域响应幅值与系统自激惯性激励的幅值有关。
３． ４． ２． ３　 超谐共振分析
由系统振动机理分析知，系统超谐共振包括外力作用下的超谐共振、双电动机电

磁参数激励作用下的超谐共振和自激惯性力作用下的超谐共振。当超谐共振因子
３ν１ ＝ ３Ω１≈ωｒ或２ν１ ＝ ２Ω１≈ωｒ时，系统发生由伺服电动机转子转动引起的自激惯性
力作用下的超谐共振；当超谐共振因子３ν２ ＝ ３Ω２≈ωｒ或２ν２ ＝ ２Ω２≈ωｒ时，系统发生
由三相交流电动机转子转动引起的自激惯性力作用下的超谐共振；当超谐共振因子
３ν３≈ωｒ或２ν３≈ωｒ时，系统发生由伺服电动机转子转动和三相交流电动机转子转动
共同引起的在自激惯性力作用下的超谐共振；当超谐共振因子３ν６ ＝ ６ω０１≈ωｒ或２ν６
＝ ４Ω０１≈ωｒ时，系统发生由伺服电动机定子绕组旋转磁场旋转引起的伺服电动机电
磁参数激励作用下的超谐共振；当超谐共振因子３ν７ ＝ ６ω０２≈ωｒ或２ν７ ＝ ４Ω０２≈ωｒ时，
系统发生由三相交流电动机定子绕组旋转磁场旋转引起的三相交流电动机电磁参数
激励作用下的超谐共振。这里对超谐共振因子３ν６ ＝ ６ω０１≈ωｒ时，由伺服电动机定子
绕组旋转磁场旋转引起的伺服电动机电磁参数激励作用下的超谐共振现象进行
分析。

这里不考虑电动机的静偏心（ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０）和转动偏心（ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０），并忽略外
界对系统的干扰作用，即外力Ｆ ＝ ０，且不考虑系统内共振，引入解谐参数σ，使

ν６ ＝
１
３ ωｒ ＋ εσ （３１６５）

σ ＝ ０（１）
将式（３１６５）、式（３７５）代入式（３７４），则其解不出现长期项的条件为
－ （２ｉωｒＤ１Ａｒ ＋ ２ｉζｒω２ｒ Ａｒ）－ αｒＡｒ ＋ ３νｒｒｒＡｒＡｒＡｒ
　 ＋

ｓ，ｔ
δｓｔ［（Λ６ｓ１Λ６ｔ２ ＋ Λ６ｔ１Λ６ｓ２）ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）＋ （Λ６ｓ２Λ６ｔ１ ＋ Λ６ｔ２Λ６ｓ１）ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）

　 ＋ 
ｋ
Λ６ｓ（ｋ＋３）Λ６ｔｋ ＋

ｋ
Λ６ｔ（ｋ＋３）Λ６( )ｓｋ ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）］＋

ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ［Λ６ｓ１Λ６ｔ１Λ６ｕ１ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）

　 ＋ （Λ６ｓ３Λ６ｔ３Λ６ｕ３ ＋ Λ６ｓ３Λ６ｔ３Λ６ｕ３ ＋ Λ６ｓ３Λ６ｔ３Λ６ｕ３）ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）
　 ·

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ６ｕ３ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｔｊΛ６ｕ３ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ６ｔ( ３

　 ＋
ｐ

ｊ
ΛｐｓｊΛｐｕｊΛ６ｔ３ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ６ｓ３ ＋

ｐ

ｊ
ΛｐｔｊΛｐｕｊΛ６ｓ )３ ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）

　 ·
ｊ ＝ ２
Λ６ｓｊΛ６ｔｊΛ６ｕ（２ｊ －３） ＋

ｊ ＝ ２
Λ６ｓｊΛ６ｕｊΛ６ｔ（２ｊ －３） ＋

ｊ ＝ ２
Λ６ｔｊΛ６ｕｊΛ６ｓ（２ｊ －３( )） ｅｘｐ（ｉ３σＴ１ ]）

　 ＋
ｕ
ν [ｒｒｕ ２ＡｒＡｒΛ６ｕ３ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）＋ ＡｒＡｒΛ６ｕ３ｅｘｐ（－ ｉ３σＴ１ ]）

　 ＋
ｔ
ν [ｒｔｒ ２ＡｒＡｒΛ６ｔ３ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）＋ ＡｒＡｒΛ６ｔ３ｅｘｐ（－ ｉ３σＴ１ ]）

　 ＋
ｓ
ν [ｓｒｒ ２ＡｒＡｒΛ６ｓ３ｅｘｐ（ｉ３σＴ１）＋ ＡｒＡｒΛ６ｓ３ｅｘｐ（－ ｉ３σＴ１ ]）
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　 ＋
ｔ，ｕ
ν [ｒｔｕ ＡｒΛ６ｔ３Λ６ｕ３ｅｘｐ（６ｉσＴ１）＋ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛ( ) ]ｐｕｋ

　 ＋
ｓ，ｕ
ν [ｓｒｕ ＡｒΛ６ｓ３Λ６ｕ３ｅｘｐ（６ｉσＴ１）＋ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( ) ]ｐｕｋ

　 ＋
ｓ，ｔ
ν [ｓｔｒ ＡｒΛ６ｓ３Λ６ｔ３ｅｘｐ（６ｉσＴ１）＋ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｔｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( ) ]ｐｔｋ

　 ＋
ｔ，ｕ
ν [ｒｔｕ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｔ（６－ｋ）Λ６ｕｋ ＋ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｕ（６－ｋ）Λ６( )ｔｋ ｅｘｐ（ｉ６σＴ１ ]）

　 ＋
ｓ，ｕ
ν [ｓｒｕ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｓ（６－ｋ）Λ６ｕｋ ＋ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｕ（６－ｋ）Λ６( )ｓｋ ｅｘｐ（ｉ６σＴ１ ]）

　 ＋
ｓ，ｔ
ν [ｓｔｒ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｓ（６－ｋ）Λ６ｔｋ ＋ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ＡｒΛ６ｔ（６－ｋ）Λ６( )ｓｋ ｅｘｐ（ｉ６σＴ１ ]）

＝ ０ （３１６６）
式中：αｒ、νｓｔｕ可通过式（３７２）在ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０和ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０时求得。

将式（３１６５）和式（３１６６）代入式（３１６６），经整理得
－ （ｉωｒａ　·ｒ － ωｒａｒθ　·ｒ ＋ ｉζｒω２ｒ ａｒ）－ αｒ １２ ａｒ ＋

３
８ νｒｒｒａ

３
ｒ

＋
ｓ，ｔ
δｓｔ｛Γ６ｓ１Γ６ｔ２ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６２ｔ）＋ Γ６ｔ１Γ６ｓ２ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６２ｓ）

＋ Γ６ｓ２Γ６ｔ１ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ６１ｔ）＋ Γ６ｔ２Γ６ｓ１ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ６１ｓ）
＋

ｋ
Γ６ｓ（ｋ＋３）Γ６ｔｋｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｓ － τ６ｋｔ）

＋
ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋３）Γ６ｓｋｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｔ － τ６ｋｓ）｝

＋
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）

＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ － τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６３ｓ － τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ － τ６３ｕ）
＋

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６３ｔ）

＋
ｊ
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｓ － τ６ｊｕ ＋ τ６３ｔ）
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＋
ｊ
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ － τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｊ
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｔ － τ６ｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －３）ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －３）ｕ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －３）ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －３）ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｓ ]）

＋
ｕ
νｒｒｕ

１
２ ａ

２
ｒΓ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６３ｕ）＋ １４ ａ

２
ｒΓ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（－ ３σＴ１ ＋ θｒ － τ６３ｕ[ ]）

＋
ｔ
νｒｔｒ
１
２ ａ

２
ｒΓ６ｔ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６３ｔ）＋ １４ ａ

２
ｒΓ６ｔ３ｅｘｐ ｉ（－ ３σＴ１ ＋ θｒ － τ６３ｔ[ ]）

＋
ｓ
νｓｒｒ
１
２ ａ

２
ｒΓ６ｓ３ｅｘｐ ｉ（３σＴ１ － θｒ ＋ τ６３ｓ）＋ １４ ａ

２
ｒΓ６ｓ３ｅｘｐ ｉ（－ ３σＴ１ ＋ θｒ － τ６３ｓ[ ]）

＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ

１
２ ａｒΓ６ｔ３Γ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ[ ）

＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｔ ＋ τｐｋｕ ]）

＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ

１
２ ａｒΓ６ｓ３Γ６ｕ３ｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｕ[ ）

＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ ]）

＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ
１
２ ａｒΓ６ｓ３Γ６ｔ３ｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ[ ）

＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｔ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ ]）

＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｕｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｕ([ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｔｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｔ ]）

＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｓ（６－ｋ）Γ６ｕｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｓ ＋ τ６ｋｕ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｓｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｓ ]）

＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｓ（６－ｋ）Γ６ｔｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｓ ＋ τ６ｋｔ[ ）
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＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
１
２ ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｓｋｅｘｐ ｉ（６σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｓ ]）

＝ ０ （３１６７）
　 　 设

ψｒ ＝ ３σＴ１ － θｒ （３１６８）
将式（３１６８）代入式（３１６７）中，并将其实部与虚部分开，得
ａｒψ
　·
ｒ ＝ ３σａｒ －

１
２ωｒ
αｒａｒ ＋

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ ＋
１
ωｒｓ，ｔ δｓｔ［Γ６ｓ１Γ６ｔ２ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６２ｔ）

＋ Γ６ｔ１Γ６ｓ２ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６２ｓ）＋ Γ６ｓ２Γ６ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ６１ｔ）
＋ Γ６ｔ２Γ６ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ６１ｓ）＋

ｋ
Γ６ｓ（ｋ＋３）Γ６ｔｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｓ － τ６ｋｔ）

＋
ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋３）Γ６ｓｋｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｔ － τ６ｋｓ ]）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ － τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６３ｓ － τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ － τ６３ｕ）＋

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ３ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６３ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ６３ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ３ｃｏｓ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －３）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －３）ｕ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －３）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －３）ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｓ ]）

＋ １２ωｒｕ νｒｒｕ ａ
２
ｒΓ６ｕ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６３ｕ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｕ３ｃｏｓ（－ ψｒ － τ６３ｕ[ ]）

＋ １２ωｒｔ νｒｔｒ ａ
２
ｒΓ６ｔ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６３ｔ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｔ３ｃｏｓ（－ ψｒ － τ６３ｔ[ ]）

＋ １２ωｒｓ νｓｒｒ ａ
２
ｒΓ６ｓ３ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６３ｓ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｓ３ｃｏｓ（－ ψｒ － τ６３ｓ[ ]）
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＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ ａｒΓ６ｔ３Γ６ｕ３ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）＋ ２
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ ａｒΓ６ｓ３Γ６ｕ３ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｕ）＋ ２
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ[ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ ａｒΓ６ｓ３Γ６ｔ３ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ）＋ ２
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ[ ]）

＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｕｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｕ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｔｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｔ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｓ（６－ｋ）Γ６ｕｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｓ ＋ τ６ｋｕ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｓｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｓ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓｐｓ（６－ｋ）Γｑｔｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τｐ（６－ｋ）ｓ ＋ τｑｋｔ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｓｋｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｓ ]） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （３１６９）

ａ　·ｒ ＝ － ζｒωｒａｒ ＋
１
ωｒｓ，ｔ δｓｔ［Γ６ｓ１Γ６ｔ２ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６２ｔ）

＋ Γ６ｔ１Γ６ｓ２ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６２ｓ）＋ Γ６ｓ２Γ６ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ６１ｔ）
＋ Γ６ｔ２Γ６ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ６１ｓ）＋

ｋ
Γ６ｓ（ｋ＋３）Γ６ｔｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｓ － τ６ｋｔ）

＋
ｋ
Γ６ｔ（ｋ＋３）Γ６ｓｋｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６（ｋ＋３）ｔ － τ６ｋｓ ]）

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ６ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ － τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６３ｓ － τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）
＋ Γ６ｓ３Γ６ｔ３Γ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ － τ６３ｕ）
＋

ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｔｊΓ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｔ ＋ τ６３ｕ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ３ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｓ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６３ｔ）
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＋
ｐ

ｊ
ΓｐｓｊΓｐｕｊΓ６ｔ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｓ － τｐｊｕ ＋ τ６３ｔ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ３ ｓｉｎ（ψｒ － τｐｊｔ ＋ τｐｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｐ

ｊ
ΓｐｔｊΓｐｕｊΓ６ｓ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τｐｊｔ － τｐｊｕ ＋ τ６３ｓ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｔｊΓ６ｕ（２ｊ －３）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｔ － τ６（２ｊ －３）ｕ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｓｊΓ６ｕｊΓ６ｔ（２ｊ －３）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｓ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｔ）

＋
ｊ ＝ ２
Γ６ｔｊΓ６ｕｊΓ６ｓ（２ｊ －３）ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６ｊｔ ＋ τ６ｊｕ － τ６（２ｊ －３）ｓ ]）

＋ １２ωｒｕ νｒｒｕ ａ
２
ｒΓ６ｕ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６３ｕ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｕ３ ｓｉｎ（－ ψｒ － τ６３ｕ[ ]）

＋ １２ωｒｔ νｒｔｒ ａ
２
ｒΓ６ｔ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６３ｔ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｔ３ ｓｉｎ（－ ψｒ － τ６３ｔ[ ]）

＋ １２ωｒｓ νｓｒｒ ａ
２
ｒΓ６ｓ３ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６３ｓ）＋ １２ ａ

２
ｒΓ６ｓ３ ｓｉｎ（－ ψｒ － τ６３ｓ[ ]）

＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ［ａｒΓ６ｔ３Γ６ｕ３ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６３ｔ ＋ τ６３ｕ）］

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ［ａｒΓ６ｓ３Γ６ｕ３ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｕ）］

＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ［ａｒΓ６ｓ３Γ６ｔ３ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６３ｓ ＋ τ６３ｔ）］

＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｕｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｕ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｔｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｔ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｓ（６－ｋ）Γ６ｕｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｓ ＋ τ６ｋｕ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｕ（６－ｋ）Γ６ｓｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｕ ＋ τ６ｋｓ ]）

＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｓ（６－ｋ）Γ６ｔｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｓ ＋ τ６ｋｔ[ ）

＋ 
５

ｋ ＝ １，ｋ≠３
ａｒΓ６ｔ（６－ｋ）Γ６ｓｋｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６（６－ｋ）ｔ ＋ τ６ｋｓ ]） （３１７０）

　 　 发生伺服电动机电磁参数激励作用下的超谐共振时，系统作定常运动的条件为
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ａ　·ｒ ＝ ψ
　·
ｒ ＝ ０ （３１７１）

　 　 可以利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法解出ａｒ和ψｒ。将所求得的ａｒ和ψｒ代入式（３７５），
不考虑内共振的系统超谐共振因子ν６ ＝ １３ ωｒ时，得到伺服电动机电磁激励作用下的
超谐共振一阶近似定常解为
ηｒ０ ＝ ａｒｃｏｓ（ωｒＴ０ － ψｒ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

ｐ
Ｆ０ｐｒｋ（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ）－１ｃｏｓ（ωｒＴ０ ＋ τｐｋｉ）＋ Ｏ（ε）

（３１７２）
式中：ν６ ＝ １３ ωｒ ＋ εσ。

由上述可知，对于两自由度可控连杆机构系统，当伺服电动机定子绕组旋转磁场
旋转频率约为系统固有频率的１ ／ ３时，系统会产生由伺服电动机电磁参数激励下的
系统超谐共振现象，并且超谐振频域响应幅值与伺服电动机电磁参数激励的幅值
有关。
３． ４． ２． ４　 组合共振分析
两自由度可控连杆机构是一个多频振动系统，由系统振动机理分析知，当共振因

子｜ ± ｊνｐ ± ｋνｑ ｜≈ωｒ或｜ ± ２ｊνｐ ± ｋνｑ ｜≈ωｒ时，系统发生组合共振，因此系统组合共振
不仅包括外力、电磁激励和自激惯性力之间相互共同作用下的组合共振，而且还包括
两电动机定子绕组旋转磁场旋转引起的电动机电磁参数激励作用下的组合共振和两
电动机转子转动引起的自激惯性力作用下的组合共振。这里对组合共振因子２ν６ ＋
ν７ ＝ ４ω０１ ＋ ２ω０２≈ωｒ时，由伺服电动机电磁参数激励和三相交流电动机电磁参数激励
共同作用下的组合共振进行分析。

这里不考虑电动机的静偏心（ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０）和转动偏心（ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０），并忽略外
界对系统的干扰作用，即外力Ｆ ＝ ０，且不考虑系统内共振，引入解谐参数σ，使

２ν６ ＋ ν７ ＝ ωｒ ＋ εσ （３１７３）
σ ＝ ０（１）

将式（３１７３）、式（３７５）代入式（３７４），则其解不出现长期项的条件为
－ （２ｉωｒＤ１Ａｒ ＋ ２ｉζｒω２ｒ Ａｒ）－ αｒＡｒ ＋ ３νｒｒｒＡｒＡｒＡｒ 　 　 　
　 ＋

ｓ，ｔ
δｓｔ（Λ６ｓ２Λ７ｔ１ ＋ Λ６ｔ２Λ７ｓ１）ｅｘｐ（ｉσＴ１）

　 ＋
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ（Λ６ｓ１Λ６ｔ１Λ７ｕ１ ＋ Λ６ｓ１Λ６ｕ１Λ７ｔ１ ＋ Λ６ｔ１Λ６ｕ１Λ７ｓ１）ｅｘｐ（ｉσＴ１）　 　 　

　 ＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｔｋΛ( )ｐｕｋ

　 ＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｕｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｕｋ
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　 ＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛｐｔｋ ＋

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
ＡｒΛｐｓｋΛ( )ｐｔｋ

　 ＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ（ＡｒΛ６ｔ４Λ７ｕ２ ＋ ＡｒΛ６ｕ４Λ７ｔ２）ｅｘｐ（ｉ２σＴ１）

　 ＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ（ＡｒΛ６ｓ４Λ７ｕ２ ＋ ＡｒΛ６ｕ４Λ７ｓ２）ｅｘｐ（ｉ２σＴ１）

　 ＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ（ＡｒΛ６ｓ４Λ７ｔ２ ＋ ＡｒΛ６ｔ４Λ７ｓ２）ｅｘｐ（ｉ２σＴ１）

＝ ０ （３１７４）
式中：αｒ、νｓｔｕ可通过式（３７２）在ｅ０１ ＝ ｅ０２ ＝ ０和ε０１ ＝ ε０２ ＝ ０时求得。

将式（３７６）和式（３７７）代入式（３１７４），经整理得
－ （ｉωｒａ　·ｒ － ωｒａｒθ　·ｒ ＋ ｉζｒω２ｒ ａｒ）－ １２ αｒａｒ ＋

３
８ νｒｒｒａ

３
ｒ

＋
ｓ，ｔ
δｓｔ［Γ６ｓ２Γ７ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ７１ｔ）＋ Γｐｔ２Γｑｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ７１ｓ）］

＋
ｓ，ｔ，ｕ
νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ７ｕ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ７１ｕ）

＋ Γ６ｓ１Γ６ｕ１Γ７ｔ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｔ）
＋ Γ６ｔ１Γ６ｕ１Γ７ｓ１ｅｘｐ ｉ（σＴ１ － θｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｓ）］
　 ＋

ｔ，ｕ
νｒｔｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ）

　 ＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｔ ＋ τｐｋｕ ]）

　 ＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｕ[ ）

　 ＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｕ ]）

　 ＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（－ τｐｋｓ ＋ τｐｋｔ[ ）

　 ＋
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １

１
２ ａｒΛｐｓｋΛｐｔｋΓｐｓｋΓｐｔｋｅｘｐ ｉ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

　 ＋
ｔ，ｕ
νｒｔｕ

１
２ ａｒΓ６ｔ４Γ７ｕ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｕ）[ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 ＋ １
２ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｔ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｔ ]）

　 ＋
ｓ，ｕ
νｓｒｕ

１
２ ａｒΓ６ｓ４Γ７ｕ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｕ[ ）

　 ＋ １
２ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｓ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｓ ]）
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　 ＋
ｓ，ｔ
νｓｔｒ
１
２ ａｒΓ６ｓ４Γ７ｔ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｔ[ ）

　 ＋ １
２ ａｒΓ６ｔ４Γ７ｓ２ｅｘｐ ｉ（２σＴ１ － ２θｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｓ ]）

＝ ０ （３１７５）
　 　 设

ψｒ ＝ σＴ１ － θｒ （３１７６）
将式（３１７６）代入式（３１７４）中，并将其实部与虚部分开，得

－ ａｒψ
　·
ｒ ＝ － ａｒσ －

１
２ωｒ
αｒａｒ ＋

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ

＋ １
ωｒｓ，ｔ δｓｔ［Γ６ｓ２Γ７ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ７１ｔ）＋ Γ６ｔ２Γ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ７１ｓ ]）
＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ７ｕ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ７１ｕ）
＋ Γ６ｓ１Γ６ｕ１Γ７ｔ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｔ）＋ Γ６ｔ１Γ６ｕ１Γ７ｓ１ｃｏｓ（ψｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｓ）］
＋ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

＋ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ）

＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ［ａｒΓ６ｔ４Γ７ｕ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｕ）＋ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｔ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｔ）］

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ［ａｒΓ６ｓ４Γ７ｕ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｕ）＋ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｓ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｓ）］

＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ［ａｒΓ６ｓ４Γ７ｔ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｔ）＋ ａｒΓ６ｔ４Γ７ｓ２ｃｏｓ（２ψｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｓ）］
（３１７７）

ａ　·ｒ ＝ － ζｒωｒａｒ ＋
１
ωｒｓ，ｔ δｓｔ［Γ６ｓ２Γ７ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６２ｓ ＋ τ７１ｔ）＋ Γ６ｔ２Γ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６２ｔ ＋ τ７１ｓ）］

＋ １
ωｒｓ，ｔ，ｕ νｓｔｕ［Γ６ｓ１Γ６ｔ１Γ７ｕ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｔ ＋ τ７１ｕ）
＋ Γ６ｓ１Γ６ｕ１Γ７ｔ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｓ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｔ）＋ Γ６ｔ１Γ６ｕ１Γ７ｓ１ ｓｉｎ（ψｒ ＋ τ６１ｔ ＋ τ６１ｕ ＋ τ７１ｓ）］
＋ １２ωｒｔ，ｕ νｒｔｕ［ａｒΓ６ｔ４Γ７ｕ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｕ）＋ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｔ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｔ）］

＋ １２ωｒｓ，ｕ νｓｒｕ［ａｒΓ６ｓ４Γ７ｕ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｕ）＋ ａｒΓ６ｕ４Γ７ｓ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｕ ＋ τ７２ｓ）］
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＋ １２ωｒｓ，ｔ νｓｔｒ［ａｒΓ６ｓ４Γ７ｔ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｓ ＋ τ７２ｔ）＋ ａｒΓ６ｔ４Γ７ｓ２ ｓｉｎ（２ψｒ ＋ τ６４ｔ ＋ τ７２ｓ）］
（３１７８）

　 　 发生伺服电动机电磁参数激励和三相交流电动机电磁参数激励共同作用下的组
合共振时，系统作定常运动的条件为

ａ　·ｒ ＝ ψ
　·
ｒ ＝ ０ （３１７９）

　 　 可以利用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ方法解出ａｒ和ψｒ。将所求得的ａｒ和ψｒ代入式（３７５），
不考虑内共振的系统组合共振因子２ν６ ＋ ν７≈ωｒ时，得到伺服电动机电磁参数激励和
三相交流电动机电磁参数激励共同作用下的组合共振一阶近似定常解为
ηｒ０ ＝ ａｒｃｏｓ（ωｒＴ０ － ψｒ）＋

ｍ

ｋ ＝ １

ｐ
Ｆ０ｐｒｋ（ω２ｒ － ｋ２ν２ｐ）－１ｃｏｓ（ωｒＴ０ ＋ τｐｋｉ）＋ Ｏ（ε）

（３１８０）
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第４章　 连杆机构的运动稳定性

第２章应用有限单元法建立了电动机弹性连杆机构系统和混合驱动五杆机构
系统的耦合动力学方程，该耦合动力学方程显含广义坐标向量的平方项和立方项，其
中电磁参数激励和柔性构件大几何变形的非线性因素是产生平方非线性振动特征的
主要原因，柔性构件大几何变形的非线性因素是产生立方非线性振动特征的主要原
因。第３章在第２章所建立的耦合动力学方程的基础上，研究了系统在电磁参数激
励下的参激振动机理及电磁参数激励和外激励联合作用下的参、强耦合振动机理。
本章则在弹性连杆机构系统非线性振动分析的基础上，采用多自由度体系的动力稳
定判别准则［８６，９８］，对系统的运动稳定性及电动机参数对机构动力学特性的影响等问
题进行分析和研究。

对连杆机构系统而言，由于高阶谐和分量的衰减作用，系统高阶振型的共振效应
不很明显，只剩下前几阶的共振效应，特别是当前几阶固有频率分布较稀疏时，第一
阶振型会占主要地位［１６］。为保证简便而不失一般性，这里在分析系统非线性特性时
仅考虑机构的前二阶振动模态。

４． １　 主共振的运动稳定性分析

４． １． １　 电动机四连杆机构主共振的运动稳定性分析
这里研究３． ５节中所讨论的系统存在内共振（ω２≈２ω１）且满足主共振条件Ω０≈

ω２时的电磁参数激励下的主共振的运动稳定性问题。主共振的稳定性问题可以通
过式（３８７）至式（３９０）的奇点性状来研究。

对于扰动运动，ａ１，ａ２，γ１，γ２分别表示为
ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１
ａ２ ＝ ａ２０ ＋ ａ２１
γ１ ＝ γ１０ ＋ γ１１
γ２ ＝ γ２０ ＋ γ










２１

（４１）

式中：ａ１０，ａ２０，γ１０，γ２０是方程组（３９１）的一组根值；ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１是所研究的稳态运
动相对于ａ１，ａ２，γ１，γ２的微小偏离值。

将式（４１）代入式（３８７）至式（３９０），并展成微小量ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１的级数，且保
留线性项，则得到变分方程组
８０１



ａ′１１ ＝ θ１１ａ１１ ＋ θ１２ａ２１ ＋ θ１３γ１１ ＋ θ１４γ２１
ａ′２１ ＝ θ２１ａ１１ ＋ θ２２ａ２１ ＋ θ２３γ１１ ＋ θ２４γ２１
γ′１１ ＝ θ３１ａ１１ ＋ θ３２ａ２１ ＋ θ３３γ１１ ＋ θ３４γ２１
γ′２１ ＝ θ４１ａ１１ ＋ θ４２ａ２１ ＋ θ４３γ１１ ＋ θ４４γ










２１

（４２）

该方程组的系数矩阵为

θｉｊ ＝

ｆ０１１
ａ１

ｆ０１１
ａ２

ｆ０１１
γ１

ｆ０１１
γ２

ｆ０１２
ａ１

ｆ０１２
ａ２

ｆ０１２
γ１

ｆ０１２
γ２

ｆ０１３
ａ１

ｆ０１３
ａ２

ｆ０１３
γ１

ｆ０１３
γ２

ｆ０１４
ａ１

ｆ０１４
ａ２

ｆ０１４
γ１

ｆ０１４
γ
























２

（４３）

式中：“０”表示偏导数，取值ａ１ ＝ ａ１０，ａ２ ＝ ａ２０，γ１ ＝ γ１０，γ２ ＝ γ２０即满足式（３９１）的解。
若式（４２）的系数矩阵的特征值全部在负实轴所在的平面上，则该主共振是稳定

的；若有一个特征根在正实轴所在的平面上，则该主共振是不稳定的。显然，由于系
数矩阵的特征值与系统的电磁参数和结构参数有关，因而主共振的稳定性不仅与结
构参数有关，而且与电磁参数有关。
４． １． ２　 混合驱动五连杆机构主共振的运动稳定性分析
这里对３． ５节中的混合驱动五杆机构在电动机电磁激励作用下的主共振的系统

定常解的稳定性进行分析。为此设
ａｒ ＝ ａｒ０ ＋ δａｒ
ψｒ ＝ ψｒ０ ＋ δψ

}
ｒ

（４４）

式中：ａｒ０，ψｒ０是满足式（３１４５）（或式（３１５３））、式（３１４６）（或式（３１５４））和式（３１４７）
（或式（３１５５））的定常解。将式（４４）代入式（３１４５）和式（３１４６）（或式（３１５３）和式
（３１５５）），并只保留含δａｒ和δψｒ的线性项，可得到奇点（ａｒ０，ψｒ０）附近的变分方程组
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ｄ（δａｒ）
ｄｔ ＝ － ζｒωｒδａｒ ＋ ａｒ０

１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ －[ σ

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）δψｒ 　 　 　 　 （４５）

ｄ（δψｒ）
ｄｔ ＝ ３４ωｒ

νｒｒｒａｒ０δａｒ － ζｒωｒδψ





















ｒ

其系数矩阵为

Ｃ１ Ｃ２
Ｃ３ Ｃ[ ]

４

＝
－ ζｒωｒ

ａｒ０
１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒ ａ

２
ｒ０ －[ σ

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

３
４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ － ζｒω





























ｒ

（４６）

稳定条件为
ｐ≡－ （Ｃ１ ＋ Ｃ４）＝ ２ζｒωｒ ＞ ０ （４７）

及
ｑ≡（Ｃ１Ｃ４ － Ｃ２Ｃ３）
＝ ζ２ｒω

２
ｒ －

３
４ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０
１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ － σ －

１
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ）

　 － １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）－ １ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

＞ ０ （４８）

式（３１４４）中的σ可由式（３１４５）、式（３１４６）和式（３１４７）及式（３１５３）、式（３１５４）和
式（３１５５）求得。

由式（４７）可知，对于正阻尼，ｐ ＞ ０总是成立的，因此在此情况下，定常解的条件
为ｑ ＞ ０，因而，在电动机电磁激励作用下的主共振的系统定常解的稳定性不仅与其
结构参数有关，而且与电动机电磁参数、双曲柄的运动参数即电动机运动参数和各激
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励的相位角有关。

４． ２　 次谐共振的运动稳定性分析

４． ２． １　 电动机四连杆机构次谐共振的运动稳定性分析
这里研究系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足次谐共振条件Ω０ － ω２≈ω２时

的电磁参数激励下的１ ／ ２次谐共振情况下的运动稳定性问题。１ ／ ２次谐共振的稳定
性问题可以通过式（３９９）至式（３１０２）的奇点性状来研究。

对于扰动运动，ａ１，ａ２，γ１，γ２分别表示为
ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１
ａ２ ＝ ａ２０ ＋ ａ２１
γ１ ＝ γ１０ ＋ γ１１
γ２ ＝ γ２０ ＋ γ










２１

（４９）

式中：ａ１０，ａ２０，γ１０，γ２０是式（３１０３）的一个根值；ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１是所研究的稳态运动
相对于ａ１，ａ２，γ１，γ２的微小偏离值。

将式（４９）代入式（３９９）至式（３１０２），并展成微小量ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１的级数，且
保留线性项，则得到变分方程组

ａ′１１ ＝ θ１１ａ１１ ＋ θ１２ａ２１ ＋ θ１３γ１１ ＋ θ１４γ２１
ａ′２１ ＝ θ２１ａ１１ ＋ θ２２ａ２１ ＋ θ２３γ１１ ＋ θ２４γ２１
γ′１１ ＝ θ３１ａ１１ ＋ θ３２ａ２１ ＋ θ３３γ１１ ＋ θ３４γ２１
γ′２１ ＝ θ４１ａ１１ ＋ θ４２ａ２１ ＋ θ４３γ１１ ＋ θ４４γ










２１

（４１０）

式（４１０）的系数矩阵为

θｉｊ ＝

ｆ０２１
ａ１

ｆ０２１
ａ２

ｆ０２１
γ１

ｆ０２１
γ２

ｆ０２２
ａ１

ｆ０２２
ａ２

ｆ０２２
γ１

ｆ０２２
γ２

ｆ０２３
ａ１

ｆ０２３
ａ２

ｆ０２３
γ１

ｆ０２３
γ２

ｆ０２４
ａ１

ｆ０２４
ａ２

ｆ０２４
γ１

ｆ０２４
γ

























２

（４１１）

式中：“０”表示偏导数取值ａ１ ＝ ａ１０，ａ２ ＝ ａ２０，γ１ ＝ γ１０，γ２ ＝ γ２０，即满足式（３１０３）的解。
若式（４１０）的系数矩阵的特征值全部在负实轴所在的平面上，则该１ ／ ２次谐共

振是稳定的；只要有一个特征根在正实轴所在的平面上，则该１ ／ ２次谐共振就是不稳
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定的。显然，由于系数矩阵的特征值与系统的电磁参数和结构参数有关，因而１ ／ ２次
谐共振的稳定性不仅与结构参数有关，而且与电磁参数有关。
４． ２． ２　 混合驱动五连杆机构次谐共振的运动稳定性分析
这里对３． ４． ２节中的混合驱动五杆机构在自激惯性力作用下次谐共振的定常解

的稳定性进行分析。为此设
ａｒ ＝ ａｒ０ ＋ δａｒ
ψｒ ＝ ψｒ０ ＋ δψ

}
ｒ

（４１２）

式中：ａｒ０、ψｒ０是满足式（３１６１）、式（３１６２）和式（３１６３）的定常解。将式（４１２）代入
式（３１６１）和式（３１６２），并只保留含δａｒ和δψｒ的线性项，可得到奇点（ａｒ０，ψｒ０）附近的
变分方程组

　 　 　 　

ｄ（δａｒ）
ｄｔ ＝ － ζｒωｒδａｒ ＋ σａｒ０ ＋

１
２ωｒ
αｒａｒ０ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒ０ΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒ０ΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒ０ΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）δψｒ 　 　 　 　 （４１３）

ｄ（δψｒ）
ｄｔ ＝ － ３４ωｒ

νｒｒｒａｒ０δａｒ － ζｒωｒδａ





















ｒ

其系数矩阵为

Ｃ１ Ｃ２
Ｃ３ Ｃ[ ]

４

＝
－ ζｒωｒ

ａｒ０ σ ＋
１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒ ａ

２
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

－ ３４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ － ζｒω





























ｒ

（４１４）

稳定条件为
ｐ≡－ （Ｃ１ ＋ Ｃ４）＝ ２ζｒωｒ ＞ ０ （４１５）

及
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ｑ≡（Ｃ１Ｃ４ － Ｃ２Ｃ３）
＝ ζ２ｒω

２
ｒ ＋

３
４ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ σ ＋

１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ －

１
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ）

　 － １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）－ １ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

＞ ０ （４１６）
式（４１６）中的σ可联立式（３１６１）、式（３１６２）和式（３１６３）求得。

由式（４１５）可知，对于正阻尼，ｐ ＞ ０总是成立的，因此在此情况下，系统定常解
的条件为ｑ ＞ ０，因而，系统在自激惯性力作用下次谐共振的定常解的稳定性不仅与
其结构参数有关，而且还与电动机电磁参数、双曲柄的运动参数（即电动机运动参
数）和系统阻尼比有关。

４． ３　 超谐共振的运动稳定性分析

４． ３． １　 电动机四连杆机构超谐共振的运动稳定性分析
这里研究３． ４节中所讨论的系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足超谐共振条

件ＬΩ１≈ω１时的超谐共振情况下的运动稳定性问题。超谐共振的稳定性问题可以通
过式（３１１１）至式（３１１４）的奇点性状来研究。

对于扰动运动，ａ１，ａ２，γ１，γ２分别表示为
ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１
ａ２ ＝ ａ２０ ＋ ａ２１
γ１ ＝ γ１０ ＋ γ１１
γ２ ＝ γ２０ ＋ γ










２１

（４１７）

式中：ａ１０，ａ２０，γ１０，γ２０为所研究的稳态运动，它是式（３１１５）的一个根值；ａ１１，ａ２１，γ１１，
γ２１是所研究的稳态运动相对于ａ１，ａ２，γ１，γ２的微小偏离值。

将式（４１７）代入式（３１１１）至式（３１１４），并展成微小量ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１的级数，
且保留线性项，则得到变分方程组

ａ′１１ ＝ θ１１ａ１１ ＋ θ１２ａ２１ ＋ θ１３γ１１ ＋ θ１４γ２１
ａ′２１ ＝ θ２１ａ１１ ＋ θ２２ａ２１ ＋ θ２３γ１１ ＋ θ２４γ２１
γ′１１ ＝ θ３１ａ１１ ＋ θ３２ａ２１ ＋ θ３３γ１１ ＋ θ３４γ２１
γ′２１ ＝ θ４１ａ１１ ＋ θ４２ａ２１ ＋ θ４３γ１１ ＋ θ４４γ










２１

（４１８）

式（４１８）的系数矩阵为
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θｉｊ ＝

ｆ０３１
ａ１

ｆ０３１
ａ２

ｆ０３１
γ１

ｆ０３１
γ２

ｆ０３２
ａ１

ｆ０３２
ａ２

ｆ０３２
γ１

ｆ０３２
γ２

ｆ０３３
ａ１

ｆ０３３
ａ２

ｆ０３３
γ１

ｆ０３３
γ２

ｆ０３４
ａ１

ｆ０３４
ａ２

ｆ０３４
γ１

ｆ０３４
γ

























２

（４１９）

式中：“０”表示偏导数取值ａ１ ＝ ａ１０，ａ２ ＝ ａ２０，γ１ ＝ γ１０，γ２ ＝ γ２０，即满足式（３１１５）的解。
若式（４１８）的系数矩阵的特征值全部在负实轴所在的平面上，则该超谐共振是

稳定的；若有一个特征根在正实轴所在的平面上，则该超谐共振是不稳定的。显然，
由于系数矩阵的特征值与系统的电磁参数和结构参数有关，因而超谐共振的稳定性
不仅与结构参数有关，而且与电磁参数有关。
４． ３． ２　 混合驱动五连杆机构超谐共振的运动稳定性分析
这里对３． ４． ２节中的混合驱动五杆机构在伺服电动机电磁参数激励作用下超谐

共振的系统定常解的稳定性进行分析。为此设
ａｒ ＝ ａｒ０ ＋ δａｒ
ψｒ ＝ ψｒ０ ＋ δψ

}
ｒ

（４２０）

式中：ａｒ０、ψｒ０是满足式（３１６９）、式（３１７０）和式（３１７１）的定常解。将式（４２０）代入
式（３１６９）和式（３１７０），并只保留含δａｒ和δψｒ的线性项，可得到奇点（ａｒ０，ψｒ０）附近的
变分方程组

　 　 　 　

ｄ（δａｒ）
ｄｔ ＝ － ζｒωｒδａｒ ＋ － ３σａｒ０ ＋

１
２ωｒ
αｒａｒ０ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒ０ΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒ０ΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒ０ΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）δψｒ 　 　 　 　 （４２１）

ｄ（δψｒ）
ｄｔ ＝ ３

４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ω( )

ｒ
δａｒ － ζｒωｒδψ





















ｒ

其系数矩阵为

４１１

　 连杆机构弹性振动理论研究



Ｃ１ Ｃ２
Ｃ３ Ｃ[ ]

４

＝
－ ζｒωｒ

ａｒ０ － ３σ ＋
１
２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒ ａ

２
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

３
４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ωｒ

－ ζｒω





























ｒ

（４２２）
稳定条件为

ｐ≡－ （Ｃ１ ＋ Ｃ４）＝ ２ζｒωｒ ＞ ０ （４２３）
及
ｑ≡（Ｃ１Ｃ４ － Ｃ２Ｃ３）
＝ ζ２ｒω

２
ｒ ＋ ａｒ０

３
４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ω( )

ｒ

　 ·－ ３σ ＋ １２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ －

１
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ）

　 － １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

　 － １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

＞ ０ （４２４）
式中的σ可由式（３１６９）、式（３１７０）和式（３１７１）求得。

由式（４２３）可知，对于正阻尼，ｐ ＞ ０总是成立的，因此在此情况下，系统有定常
解的条件为ｑ ＞ ０，因而，系统在伺服电动机电磁激励作用下超谐共振的定常解的稳
定性不仅与其结构参数有关，而且与电动机电磁参数和系统阻尼比有关。

４． ４　 组合共振的运动稳定性分析

４． ４． １　 电动机四连杆机构组合共振的运动稳定性分析
这里研究３． ４节中所讨论的系统存在内共振情形（ω２≈２ω１）且满足组合共振条

件Ω０ － ω１≈ω２时的组合共振情况下的运动稳定性问题。组合共振的稳定性问题可
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以通过式（３１２３）至式（３１２６）的奇点性状来研究。
在扰动运动中，ａ１，ａ２，γ１，γ２分别表示为

ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１
ａ２ ＝ ａ２０ ＋ ａ２１
γ１ ＝ γ１０ ＋ γ１１
γ２ ＝ γ２０ ＋ γ










２１

（４２５）

式中：ａ１０，ａ２０，γ１０，γ２０是式（３１２７）的一组根值；ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１是所研究的稳态运动
相对于ａ１，ａ２，γ１，γ２的微小偏离值。

将式（４２５）代入式（３１２３）至式（３１２６），并展成微小量ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１的级数，
且保留线性项，则得到变分方程组

ａ′１１ ＝ θ１１ａ１１ ＋ θ１２ａ２１ ＋ θ１３γ１１ ＋ θ１４γ２１
ａ′２１ ＝ θ２１ａ１１ ＋ θ２２ａ２１ ＋ θ２３γ１１ ＋ θ２４γ２１
γ′１１ ＝ θ３１ａ１１ ＋ θ３２ａ２１ ＋ θ３３γ１１ ＋ θ３４γ２１
γ′２１ ＝ θ４１ａ１１ ＋ θ４２ａ２１ ＋ θ４３γ１１ ＋ θ４４γ










２１

（４２６）

式（４２６）的系数矩阵为

θｉｊ ＝

ｆ０４１
ａ１

ｆ０４１
ａ２

ｆ０４１
γ１

ｆ０４１
γ２

ｆ０４２
ａ１

ｆ０４２
ａ２

ｆ０４２
γ１

ｆ０４２
γ２

ｆ０４３
ａ１

ｆ０４３
ａ２

ｆ０４３
γ１

ｆ０４３
γ２

ｆ０４４
ａ１

ｆ０４４
ａ２

ｆ０４４
γ１

ｆ０４４
γ
























２

（４２７）

式中：“０”表示偏导数取值ａ１ ＝ ａ１０，ａ２ ＝ ａ２０，γ１ ＝ γ１０，γ２ ＝ γ２０，即满足式（３１２８）
的解。

若式（４２６）的系数矩阵的特征值全部在负实轴所在的平面上，则该组合共振是
稳定的；若有一个特征根在正实轴所在的平面上，则该组合共振是不稳定的。显然，
由于系数矩阵的特征值与系统的电磁参数和结构参数有关，因而组合共振的稳定性
不仅与结构参数有关，而且与电磁参数有关。
４． ４． ２　 混合驱动五连杆机构组合共振的运动稳定性分析
这里对３． ４． ２节中的混合驱动五杆机构在伺服电动机电磁参数激励和三相交流

电动机电磁参数激励共同作用下的组合共振的定常解的稳定性进行分析。为此设
ａｒ ＝ ａｒ０ ＋ δａｒ
ψｒ ＝ ψｒ０ ＋ δψ

}
ｒ

（４２８）
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式中：ａｒ０，ψｒ０是满足式（３１７４）、式（３１７８）和式（３１７９）的定常解。将式（４２８）代入
式（３１７４）和式（３１７８），并只保留含δａｒ和δψｒ的线性项，可得到奇点（ａｒ０，ψｒ０）附近的
变分方程组

　 　 　 　

ｄ（δａｒ）
ｄｔ ＝ － ζｒωｒδａｒ ＋ ａｒ０σ ＋

１
２ωｒ
αｒａｒ０ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒ０ΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒ０ΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒ０ΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）δψｒ 　 　 　 （４２９）

ｄ（δψｒ）
ｄｔ ＝ ３

４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ω( )

ｒ
δａｒ － ζｒωｒδψ





















ｒ

其系数矩阵为

Ｃ１ Ｃ２
Ｃ３ Ｃ[ ]

４

＝
－ ζｒωｒ

ａｒ０σ ＋
１
２ωｒ
αｒａｒ０ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

３
ｒ[ ０

－ １
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕａｒ０ΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕａｒ０ΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｕ）

－ １
ωｒｓ，ｔ 

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒａｒ０ΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

３
４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ωｒ

－ ζｒω





























ｒ

（４３０）
稳定条件为

ｐ≡－ （Ｃ１ ＋ Ｃ４）＝ ２ζｒωｒ ＞ ０ （４３１）
及
ｑ≡（Ｃ１Ｃ４ － Ｃ２Ｃ３）
＝ ζ２ｒω

２
ｒ ＋ ａｒ０

３
４ωｒ
νｒｒｒａｒ０ －

１
２ω( )

ｒ

　 ·σ ＋ １２ωｒ
αｒ －

３
８ωｒ
νｒｒｒａ

２
ｒ０ －

１
ωｒｔ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｒｔｕΓｐｔｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｔ － τｐｋｕ[ ）

　 － １
ωｒｓ，ｕ

ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｒｕΓｐｓｋΓｐｕｋｃｏｓ（τｐｋｓ
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－ τｐｋｕ）－ １ωｒｓ，ｔ 
ｍ

ｋ ＝ １

８

ｐ ＝ １
νｓｔｒΓｐｓｋΓｐｔｋｃｏｓ（τｐｋｓ － τｐｋｔ ]）

＞ ０ （４３２）
式中的σ可由式（３１７７）、式（３１７８）和式（３１７９）求得。

由式（４３１）可知，对于正阻尼，ｐ ＞ ０总是成立的，因此在此情况下，系统有定常
解的条件为ｑ ＞ ０，因而，系统在双电动机电磁激励作用下组合共振的定常解的稳定
性不仅与其结构参数有关，而且还与电动机电磁参数、系统阻尼比和各激励的相位角
有关。

４． ５　 多重共振的运动稳定性分析

这里研究３． ４节中所讨论的系统在存在内共振（ω２≈２ω１）且满足组合共振条件
Ω０ － Ω１ － ω１≈ω１和超谐共振条件８Ω１≈ω１时的多重共振的运动稳定性问题。多重
共振的稳定性问题可以通过式（３１３５）至式（３１３８）的奇点性状来研究。

对于扰动运动，ａ１，ａ２，γ１，γ２分别表示为
ａ１ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１
ａ２ ＝ ａ２０ ＋ ａ２１
γ１ ＝ γ１０ ＋ γ１１
γ２ ＝ γ２０ ＋ γ










２１

（４３３）

式中：ａ１０，ａ２０，γ１０，γ２０是式（３１３９）的一组根值；ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１是所研究的稳态运动
相对于ａ１，ａ２，γ１，γ２的微小偏离值。

将式（４３３）代入式（３１３５）至式（３１３８），并展成微小量ａ１１，ａ２１，γ１１，γ２１的级数，
且保留线性项，则得到变分方程组

ａ′１１ ＝ θ１１ａ１１ ＋ θ１２ａ２１ ＋ θ１３γ１１ ＋ θ１４γ２１
ａ′２１ ＝ θ２１ａ１１ ＋ θ２２ａ２１ ＋ θ２３γ１１ ＋ θ２４γ２１
γ′１１ ＝ θ３１ａ１１ ＋ θ３２ａ２１ ＋ θ３３γ１１ ＋ θ３４γ２１
γ′２１ ＝ θ４１ａ１１ ＋ θ４２ａ２１ ＋ θ４３γ１１ ＋ θ４４γ










２１

（４３４）

式（４３４）的系数矩阵为
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θｉｊ ＝

ｆ０５１
ａ１

ｆ０５１
ａ２

ｆ０５１
γ１

ｆ０５１
γ２

ｆ０５２
ａ１

ｆ０５２
ａ２

ｆ０５２
γ１

ｆ０５２
γ２

ｆ０５３
ａ１

ｆ０５３
ａ２

ｆ０５３
γ１

ｆ０５３
γ２

ｆ０５４
ａ１

ｆ０５４
ａ２

ｆ０５４
γ１

ｆ０５４
γ
























２

（４３５）

式中：“０”表示偏导数取值ａ１ ＝ ａ１０、ａ２ ＝ ａ２０、γ１ ＝ γ１０、γ２ ＝ γ２０，即满足式（３１４０）的解。
若式（４３５）的系数矩阵的特征值全部在负实轴所在的平面上，则该多重共振是

稳定的；若有一个特征根在正实轴所在的平面上，则该多重共振是不稳定的。显然，
由于系数矩阵的特征值与系统的电磁参数和结构参数有关，因而多重共振的稳定性
不仅与结构参数有关，而且与电磁参数有关。
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第５章　 振动响应的仿真计算

大多数学者应用有限元方法对连杆机构进行分析，所得到的动力学模型都是一
个周期系数时变线性二阶微分方程组。目前，对该方程组的求解方法主要是瞬时结
构假设下的模态分析法［１７，９９］、周期系统下求稳态解的傅里叶级数法［１００］和直接数值
积分法［１６，１０１］。

由机构系统的动力学模型推导过程可以知道，连杆机构系统是周期系数时变非
线性振动系统。当采用数值分析的方法对其进行分析［４２］时，尽管能很好地描述该类
机构系统的动力学特性，但却难以分析这些动力学特性出现的原因及其与机构内部
特性参数和电磁参数之间的关系。也就是说，采用数值分析方法很难对机构系统的
本质特性进行较为深入的研究，这一点已被国内学者所注意到。因此，要对电动机
弹性连杆机构系统内部特性进行深入研究，采用具有近似性的摄动法较为合适。

在各种摄动法的实际应用中，通常只采取一次近似，这是因为许多振动问题的定
性特点，一般由一次近似就可以揭示出，采用二次（或高次）近似从定性观点来看，通
常并不一定能得到任何新的结果，只是在定量的意义上，可取得更高阶的精确度，但
计算的复杂程度和工作量将大大增加。王玉新用非线性摄动法研究了弹性连杆机构
在自激惯性力作用下的响应的一次近似解［１０２］。

为了既能深入研究连杆机构系统的动力学特性，又能在定量计算中取得较高的
精确度，笔者在充分考虑摄动法和数值分析法特点的基础上，采用了既能用来深入研
究系统的动力学特性，又能获得所需精确度的动力学响应的方法———迭代式模态叠
加多尺度法和多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法。

５． １　 利用迭代式模态叠加多尺度法的求解过程

５． １． １　 迭代式模态叠加多尺度法的定义
为了既能深入研究电动机弹性连杆机构系统的动力学特性，又能求得所需精确

度的动力学响应，有必要采用一种既能利用摄动法特点，又能利用数值分析法特点的
混合法。为此，笔者提出了一种迭代式模态叠加多尺度法［１０３］。这种迭代式模态叠
加多尺度法可定义为：首先利用多尺度法求解系统动力学方程的一次近似解，然后将
该一次近似解作为系统广义坐标初值，利用迭代式模态叠加法求出系统动态响应精
确解的方法。
０２１



５． １． ２　 四连杆机构系统动态方程一次近似解的计算
这里利用多尺度法求电动机弹性四杆机构系统动力学方程的一次近似解。
为不失一般性，这里对系统存在内共振（ω２≈２ω１）且满足组合共振条件Ω０ － Ω１

－ ω１≈ω１和超谐共振条件８Ω１≈ω１时的多重共振情况进行分析（不考虑外力作用）。
由于机构系统主要受前几阶振动模态的影响［１６］，因而在求解该动力学方程一次近似
解时主要考虑机构系统的前两阶振动模态。

利用多尺度法，求得式（３５４）的一阶近似解见式（３１４０），然后利用式（３５３）将
各阶模态响应叠加，得到电动机弹性连杆机构系统动力学方程的原始广义坐标的一
阶近似解为

Ｕ ＝ 
２

ｒ ＝ １
ηｒ

（ｒ） （５１）

５． １． ３　 四连杆机构系统稳态弹性运动精确解的计算
这里利用迭代式模态叠加法求电动机弹性连杆机构系统稳态弹性运动精确解。
将机构在一个周期内的运动离散化，均匀分成ｎ个位置节点（每隔Δφ１ ＝ ３６０°ｎ 设

置一个位置节点）。研究表明［１６］，当曲柄和连杆之间的夹角分别为０°，９０°，１８０°，
２７０°时，由一阶固有频率引起的电动机转动角速度恰好为零值，因而可将曲柄和连杆
之间的夹角为０°时的位置定为初始位置，即为节点１，显然此处的角速度为φ　·１１ ＝ Ω１
（Ω１为电动机的平均转速）；其他各节点依次为节点２，节点３，…，节点ｉ，…，节点ｎ；
与各节点对应的时间依次为ｔ１，ｔ２，…，ｔｉ，…，ｔｎ；与各节点对应的角速度依次为φ

　·
１１，

φ
　·
１２，…，φ　·１ｉ，…，φ　·１ｎ；与各节点对应的角加速度依次为φ

　··
１１，φ　··１２，…，φ　··１ｉ，…，φ　··１ｎ。

且定义节点１处的时间ｔ１ ＝ ０。当ｎ足够大，即离散区间［ｉ，ｉ ＋ １］足够小时，可将机
构在该离散区间内的运动视为角加速度为φ

　··
１ｉ的匀角加速度运动。

机构在每一个离散位置上的质量矩阵Ｍ、刚度矩阵Ｋ及Ｇｐ，Ｇｋｌ，Ｋμｐ，Ｋμｋｌ可依据
式（２１３８）求得，Ｋ１１，Ｋ１２，Ｋ１３可依据式（３４４）求得，Ｕε１，Ｋε１，Ｋε２，Ｋε３可依据式（３３１）
求得，因而可将它们视为已知量。以３． ３． １节中采用式（３５３）至式（３６４）所求出的
系统广义坐标列阵的一阶近似解Ｕ（ｔｉ）作为系统广义坐标初值，利用式（３４５）逐次地
在机构各个离散位置上应用迭代法进行迭代，即可求出系统在一个运动周期内的稳态
弹性运动解Ｕ的精确值以及电动机的真实转速φ　·１ｉ和角加速度φ

　··
１ｉ，直至满足精度

为止。
根据前面的分析，在机构的第ｉ个瞬时位置上，构造的迭代格式如下：

ｔ１ ＝ ０

φ
　·
１１ ＝ Ω１
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φ
　··（１）
１ｉ ＝ ０　 （ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ）

Δφ１ ＝
３６０°
ｎ

　 ＭＵ
　··（ｊ ＋１）（ｔｉ）＋ ＫＵ（ｊ ＋１）（ｔｉ）

＝ 
Ｎ

ｋ ＝ １
ＦＤｋｉ ＋ ε －

（１ － ｓｉ）ｇ２１
Ｊ０

ＭＵε － ＭＵεＵ
Ｔ
ε１Ｕ

（ｊ）（ｔｉ[ ）
　 － ＭＵεＵ

（ｊ）Ｔ（ｔｉ）Ｋε１Ｕ（ｊ）（ｔｉ）－ ＭＵεＵ（ｊ）Ｔ（ｔｉ）Ｋε２Ｕ（ｊ）（ｔｉ）ｃｏｓ（Ω０ ｔｉ）
　 － ＭＵεＵ

（ｊ）Ｔ（ｔｉ）Ｋε３Ｕ（ｊ）（ｔｉ）ｓｉｎ（Ω０ ｔｉ）－ Ｋ１１Ｕ（ｊ）（ｔｉ）
　 － Ｋ１２Ｕ

（ｊ）（ｔｉ）ｃｏｓ（Ω０ ｔ）－ Ｋ１３Ｕ（ｊ）（ｔｉ）ｓｉｎ（Ω０ ｔ）－ ＣＵ
·（ｊ）（ｔｉ）

　 ＋
８

ｐ ＝ １
Ｕ（ｊ）Ｔ（ｔｉ）ＧｐＫμｐＵ（ｊ）（ｔｉ）＋ １２

８

ｐ ＝ １
Ｕ（ｊ）Ｔ（ｔｉ）ＫμｐＵ（ｊ）（ｔｉ）Ｇｐ

　 ＋ １２ｋ ｌ Ｕ
（ｊ）Ｔ（ｔｉ）ＧｋｌＵ（ｊ）（ｔｉ）ＫμｋｌＵ（ｊ）（ｔｉ）

　 ＋ １２ｋ ｌ ＧｋｌＵ
（ｊ）（ｔｉ）Ｕ（ｊ）Ｔ（ｔｉ）ＫμｋｌＵ（ｊ）（ｔｉ ]） （５２）

（ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ；　 ｊ ＝ １，２，３，…）
φ
　··（ｊ ＋１）
１ｉ ＝

（１ － ｓｉ）ｇ２１
Ｊ０

＋ ＵＴε１Ｕ
（ｊ ＋１）（ｔｉ）＋ Ｕ（ｊ ＋１）Ｔ（ｔｉ）Ｋε１Ｕ（ｊ ＋１）（ｔｉ）

＋ Ｕ（ｊ ＋１）Ｔ（ｔｉ）Ｋε２Ｕ（ｊ ＋１）（ｔｉ）ｃｏｓ（Ω０ ｔｉ）＋ Ｕ（ｊ ＋１）Ｔ（ｔｉ）Ｋε３Ｕ（ｊ ＋１）（ｔｉ）ｓｉｎ（Ω０ ｔｉ）
（ｉ ＝ １，２，３，…，ｎ；　 ｊ ＝ １，２，３，…） （５３）

φ
　·
１ｉ ＝ φ

　·
１（ｉ －１）

２ ＋ ２φ
　··
（ｉ －１）Δφ槡 １ 　 （ｉ ＝ ２，３，…，ｎ） （５４）

ｔｉ ＝ ｔ（ｉ －１） ＋
φ
　·
１ｉ － φ

　·
１（ｉ －１）

φ
　··
１（ｉ －１）

　 （ｉ ＝ ２，３，…，ｎ） （５５）

ｓｉ ＝
ω０ － φ

　·
１ｉ

ω０
（５６）

ｎ１ＵｓＩｓｃｏｓθ ＝ ｎ１ Ｉ
２
０Ｒｍ ＋ ｎ１ Ｉ

２
ｓＲｓ ＋ ｎ１

Ｒ′ｒ
ｓｉ
Ｉ′２ｒ ＋ Ｅ２ Ｉ２Ｕ６φ

　·
１ｉ （５７）

其中，式（５７）为电动机的功率平衡方程，其右侧最后一项为电动机转子轴输出功率，
Ｕ６为广义坐标向量Ｕ（ｊ ＋ １）（ｔｉ）的第六坐标，它表示曲柄根部弹性变形的曲率，Ｅ２，Ｉ２的
含义参见式（３２８）；Ｕｓ为电动机定子相电压，Ｉｓ，Ｉｒ分别为定、转子电流，Ｉ′ｒ为转子的换
算电流，Ｉ０为励磁电流，Ｒｓ，Ｒｒ分别为定、转子电阻，Ｒ′ｒ为转子的换算电阻，Ｒｍ为励磁电
阻，ｎ１为定子的相数，θ为功率因数角。

综上所述，利用迭代式模态叠加多尺度法求电动机弹性连杆机构系统稳态弹性
运动精确解的计算步骤如下。
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（１）对机构进行刚体运动分析，得到对应于机构各个离散位置上的Ｕω（φ１ｉ），
Ｕε（φ１ｉ）。

（２）利用多尺度法求出系统的广义坐标列阵的一阶近似解Ｕ（ｔｉ），并以该一阶
近似解Ｕ（ｔｉ）作为广义坐标初值，即Ｕ（１）（ｔｉ）＝Ｕ（ｔｉ）。

（３）利用式（５２）至式（５５）求出第ｉ个离散位置上系统稳态弹性运动的解
Ｕ（ｊ ＋ １）（ｔｉ）及相关运动参数。

（４）利用式（５６）、式（５７）及电机学知识［９６］计算相关电磁参数。
（５）判断所得值是否满足精度控制公式，即

Ｕ（ｊ ＋１）ｒ － Ｕ（ｊ）ｒ
Ｕ（ｊ）ｒ

≤ ε （５８）
式中：Ｕ（ｊ）ｒ 是系统在第ｉ个离散位置上的第ｒ个广义坐标；ε为预先给定的小值参数。

如果不满足精度控制公式，则转入第（３）步；如果满足精度控制公式，则所得到
的Ｕ（ｊ ＋ １）（ｔｉ）即为所求的最后结果。

用迭代式模态叠加多尺度法计算电动机弹性连杆机构系统稳态弹性运动精确
解的程序框图如图５１所示。

５． ２　 利用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法的求解过程

５． ２． １　 多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法的定义
　 　 为了既能深入研究两自由度弹性连杆机构机电系统的动态性能，又能在定量计
算中得到系统由任一时刻、任一位置开始计时的无条件稳态解，结合隐式Ｎｅｗｍａｒｋ
法［１０４］，在Ｎｅｗｍａｒｋ参数取具体数值的情况下能够得到无条件稳态解这一特征，特介
绍一种对此类机电系统的动态响应进行求解的有效方法———多尺度
Ｎｅｗｍａｒｋ法［７０］。

首先利用多尺度法求解ｔ时刻系统动力学响应的一次近似解，然后将该一阶近
似解作为系统广义坐标初值，利用直接积分隐式Ｎｅｗｍａｒｋ法求解其ｔ时刻计时的稳
态动态响应的方法，称为多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法。
５． ２． ２　 五连杆机构系统动态方程一次近似求解
这里利用多尺度法求两自由度弹性连杆机构系统动力学方程的一次近似解。为

不失一般性，对组合共振因子２ｖ６ ＋ ｖ７ ＝ ４ω０１ ＋ ２ω０２≈ωｒ时，在伺服电动机电磁参数激
励和三相交流电动机电磁参数激励共同作用下的组合共振进行分析（不考虑外力作
用）。由于机构系统主要受前几阶振动模态的影响，因而在求解该动力学方程一阶
近似解时主要考虑机构系统的前二阶振动模态。

利用多尺度法，求得式（３６９）的一阶近似解（见式（３１８０）），然后利用式（３５３）
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图５１　 程序框图
将各阶模态响应叠加，得到电动机弹性连杆机构系统动力学方程的原始广义坐标的
一阶近似解：

Ｕ ＝ 
２

ｒ ＝ １
ηｒ

（ｒ） （５９）

５． ２． ３　 五连杆机构系统动态方程稳态解
为尽可能求得非线性动态方程的稳定解，采用Ｎｅｗｍａｒｋ法进行计算。因为

Ｎｅｗｍａｒｋ法在参数ζ和θ取具体数值的情况下是无条件稳定的，所以求得的解也是稳
定的。

首先将系统运动周期Ｔ均匀划分为ｍ个时间段Δｔ，利用多尺度法求解得到系统
动力学响应的一阶近似解，将系统运动在任意瞬时ｔ时刻的一阶近似解作为Ｎｅｗｍａｒｋ
法计算初值，再利用直接积分隐式Ｎｅｗｍａｒｋ法，求其动态响应。所求动态响应即为
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系统自ｔ时刻开始计算的一周期内的动态响应。
在利用Ｎｅｗｍａｒｋ法求解时，系统前后时刻的响应采用以下假设：

ｕ
　·
ｔ ＋Δｔ ＝ ｕ

　·
ｔ ＋ ［（１ － ζ）ｕ　··ｔ ＋ ζｕ　··ｔ ＋Δｔ］Δｔ （５１０）

ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋ ｕ
　·
ｔΔｔ ＋

１
２ －( )θ ｕ　··ｔ ＋ θｕｔ ＋Δ[ ]ｔ Δｔ２ （５１１）

式中：常系数ζ和θ为Ｎｅｗｍａｒｋ参数，称为积分常数，且ζ≥０． ５，θ≥０． ２５（０． ５ ＋ ζ）２。
由于动态系统为时变系统，在ｔ ＋ Δｔ时刻，可控连杆机构系统动态方程为

　 Ｍｔ ＋Δｔｕ
　··
ｔ ＋Δｔ ＋ Ｃｔ ＋Δｔｕ

　·
ｔ ＋Δｔ ＋ ［Ｋｔ ＋Δｔ ＋ （Ｋ０）ｔ ＋Δｔ］ｕｔ ＋Δｔ

＝ Ｐｔ ＋Δｔ － Ｍｔ ＋Δｔ ｕ
　··
ｒ － （Ｋｅ１１ ＋ Ｋｅ１２ ＋ Ｋｅ２１ ＋ Ｋｅ２２）ｔ ＋Δｔｅ － （Ｋ０）ｔ ＋Δｔ ＋ ε 

８

ｎ ＝ １
ｕＴｔ ＋Δｔ（ＧｎＫｎ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δ[ ｔ

　 ＋ １２
８

ｎ ＝ １
ｕＴｔ ＋Δｔ（Ｋｎ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δｔ（Ｇｎ）ｔ ＋Δｔ ＋ １２ｋ ｌ ｕ

Ｔ
ｔ ＋Δｔ（Ｇｋｌ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δｔ（Ｋｋｌ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δｔ

　 ＋ １
２ｋ ｌ （Ｇｋｌ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δｔｕ

Ｔ
ｔ ＋Δｔ（Ｋｋｌ）ｔ ＋Δｔｕｔ ＋Δ ]ｔ 　 （ｋ，ｌ ＝ ２，３，４，６，７，８） （５１２）

由式（５１１）计算得到ｕ
　··
ｔ ＋ Δｔ，然后将ｕ

　··
ｔ ＋ Δｔ代入式（５１２），即可得到以ｕｔ、ｕ　·ｔ和ｕ

　··
ｔ表

示的ｕｔ ＋ Δｔ。其计算精度与划分的时间段数ｍ值的大小有关。

５． ３　 实 例 分 析

对于四连杆机构系统，采用迭代式振型叠加多尺度法进行仿真计算；对于五连
杆机构系统，采用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法进行仿真计算。
５． ３． １　 含金属构件的四连杆系统
这里以图２１５所示电动机弹性四连杆机构系统为例进行仿真计算。其中：电

动机为ＹＳ８０２４型微型电动机；连杆机构构件的材料均为铝，其密度ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，
弹性模量Ｅ ＝ ７． ０ × １０１０ Ｐａ。各构件的几何参数如下：

·曲柄　 长×宽×高———２１０ ｍｍ ×３０ ｍｍ ×４ ｍｍ
·连杆　 长×宽×高———５９０ ｍｍ ×３０ ｍｍ ×４ ｍｍ
·摇杆　 长×宽×高———４３０ ｍｍ ×３０ ｍｍ ×４ ｍｍ
·机架　 长———６００ ｍｍ
当考虑电动机对连杆机构的影响时，由于电动机的同步转速ω０ ＝ ２５ Ｈｚ，由式

（３２６）可得，Ω０ ＝ ５０ Ｈｚ。
由于系统的固有频率随着曲柄位置的不同而呈周期性变化，因而有必要计算出

系统在不同位置时的固有频率。表５１为电动机四连杆机构系统在离散区间数为ｎ
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＝ ７２时各个位置的前二阶固有频率，其中：ｎ为曲柄位置数；φ１为曲柄角度；ω１ｎ、ω２ｎ
分别为系统在位置ｎ处的一阶固有频率和二阶固有频率。

图５２和图５３所示分别为系统的一阶固有频率与曲柄位置的关系曲线和系统
的二阶固有频率与曲柄位置的关系曲线。

表５１　 四连杆机构系统的前两阶固有频率
ｎ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

φ１ ／（°） ０ ５ １０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０ ５５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２２． ３ ２２． ９ ２４． ０ ２４． ６ ２５． １ ２５． ９ ２６． ２ ２６． １ ２６． ０ ２５． ５ ２５． ０ ２４． ７

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４２． ５ ４２． ６ ４３． ０ ４４． ２ ４５． ７ ４６． ４ ４８． ３ ４８． ７ ４８． ２ ４７． ０ ４６． ４ ４５． ９

ｎ １３ １４ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３ ２４

φ１ ／（°） ６０ ６５ ７０ ７５ ８０ ８５ ９０ ９５ １００ １０５ １１０ １１５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２４． １ ２３． ５ ２３． ２ ２２． ８ ２２． ６ ２２． ２ ２１． ９ ２１． ７ ２１． ７ ２１． ６ ２１． ６ ２１． ６

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４５． １ ４４． ５ ４４． １ ４３． ８ ４３． ５ ４３． １ ４２． ８ ４２． ６ ４２． ６ ４２． ５ ４２． ５ ４２． ５

ｎ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０ ３１ ３２ ３３ ３４ ３５ ３６

φ１ ／（°） １２０ １２５ １３０ １３５ １４０ １４５ １５０ １５５ １６０ １６５ １７０ １７５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２１． ６ ２１． ７ ２１． ８ ２２． ０ ２２． ２ ２２． ４ ２２． ６ ２２． ９ ２３． ２ ２３． ６ ２４． ０ ２４． ３

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４２． ６ ４２． ８ ４２． ８ ４３． １ ４３． ３ ４３． ５ ４３． ８ ４４． １ ４４． ５ ４４． ９ ４５． ３ ４５． ７

ｎ ３７ ３８ ３９ ４０ ４１ ４２ ４３ ４４ ４５ ４６ ４７ ４８

φ１ ／（°） １８０ １８５ １９０ １９５ ２００ ２０５ ２１０ ２１５ ２２０ ２２５ ２３０ ２３５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２４． ６ ２４． ９ ２５． ２ ２５． ４ ２５． ６ ２５． ８ ２５． ９ ２６． ０ ２６． １ ２６． １ ２６． ０ ２６． ０

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４６． ２ ４６． ６ ４７． １ ４７． ５ ４７． ８ ４８． ２ ４８． ４ ４８． ２ ４８． ０ ４７． ７ ４７． ３ ４７． ０

ｎ ４９ ５０ ５１ ５２ ５３ ５４ ５５ ５６ ５７ ５８ ５９ ６０

φ１ ／（°） ２４０ ２４５ ２５０ ２５５ ２６０ ２６５ ２７０ ２７５ ２８０ ２８５ ２９０ ２９５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２６． ０ ２６． ０ ２５． ９ ２５． ７ ２５． ４ ２５． ３ ２５． ０ ２４． ５ ２４． ０ ２３． ５ ２２． ８ ２２． ４

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４６． ６ ４６． ２ ４５． ８ ４５． ５ ４５． ３ ４４． ９ ４４． ７ ４４． ４ ４４． ３ ４４． １ ４４． ０ ４３． ８

ｎ ６１ ６２ ６３ ６４ ６５ ６６ ６７ ６８ ６９ ７０ ７１ ７２

φ１ ／（°） ３００ ３０５ ３１０ ３１５ ３２０ ３２５ ３３０ ３３５ ３４０ ３４５ ３５０ ３５５

ω１ｎ ／ Ｈｚ ２１． ７ ２１． ２ ２０． ７ ２０． ３ ２０． １ １９． ８ １９． ６ １９． ６ １９． ８ ２０． ４ ２０． ８ ２１． １

ω２ｎ ／ Ｈｚ ４３． ７ ４３． ６ ４３． ５ ４３． ３ ４３． ２ ４３． ０ ４２． ９ ４２． ７ ４２． ６ ４２． ６ ４２． ６ ４２． ７

　 　 经计算，该系统的前二阶固有频率的平均值分别为：ω１ ＝ ２３． ５ Ｈｚ，ω２ ＝ ４４． ５ Ｈｚ。
显然，此时机构系统不仅满足内共振条件ω２≈２ω１，而且还满足一阶模态的超谐共振
条件８Ω１≈ω１和一阶模态的组合共振条件Ω０ － Ω１ － ω１≈ω１。也就是说，此时系统处
于存在内共振（ω２≈２ω１）且满足组合共振条件Ω０ － Ω１ － ω１≈ω１和超谐共振条件８Ω１
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≈ω１的多重共振下。又由于连杆的自由振动频率接近于系统的一阶固有频率ω１，因
而该多重共振现象主要反应在连杆上。这里计算连杆中点处的动态响应，为保证计
算精度，在计算时预先给定小值参数ε ＝ ０． ０１。

图５２　 系统的一阶固有频率与曲柄位置的关系曲线

图５３　 系统的二阶固有频率与曲柄位置的关系曲线
图５４所示为考虑电动机影响且电动机转子转动偏心（ｅ０≈０）、电动机转速Ω１ ＝

１７７ ｒ ／ ｍｉｎ（ω１ ＝ ２． ９５ Ｈｚ）时连杆中点的时域响应特性仿真曲线（一个运动周期）和频
域响应特性仿真曲线。此时电动机的定子相电压Ｕｓ ＝ ４５ Ｖ，定子电流Ｉｓ ＝ １． ３８ Ａ。

图５４　 考虑电动机影响时连杆中点动态特性的仿真曲线（ｅ０≈０）

图５５所示为考虑电动机影响且电动机转子转动偏心（ｅ０ ＝ ０． ３７５ ｍｍ）、电动机
转速Ω１ ＝ １７７ ｒ ／ ｍｉｎ（ω１ ＝ ２． ９５ Ｈｚ）时连杆中点的时域响应特性的仿真曲线（一个运
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动周期）和频域响应特性的仿真曲线。此时电动机的定子相电压Ｕｓ ＝ ２９ Ｖ，定子电
流Ｉｓ ＝ １． １１ Ａ。

图５６所示为不考虑电动机影响且曲柄以转速Ω１ ＝ １７７ ｒ ／ ｍｉｎ（ω１ ＝ ２． ９５ Ｈｚ）等
速运动时连杆中点的时域响应特性的仿真曲线（一个运动周期）和频域响应特性的
仿真曲线。

图５５　 考虑电动机影响时连杆中点动态特性的仿真曲线（ｅ０ ＝ ０． ３７５ ｍｍ）

图５６　 不考虑电动机影响时连杆中点动态特性的仿真曲线
将图５４至图５６相互比较可知，图５６所示的时域曲线和频域曲线的幅值要明

显小于图５４和图５５所示的相应曲线的幅值，这说明含电动机的机构的应变在整
个周期内都较未计及电动机的机构的应变大；而图５４所示的时域曲线和频域曲线
的幅值要略小于图５５所示的相应曲线的幅值，这说明存在转动偏心时电动机对机
构动态响应的影响要比不存在转动偏心时电动机对机构动态响应的影响大一些。以
连杆中点的时域曲线的应变为代表进行分析：含存在转动偏心且ｅ０≈０的电动机时
机构的最大应变比不含电动机时机构的最大应变增加了约１６％，含存在转动偏心且
ｅ０ ＝ ０． ３７５ ｍｍ的电动机时机构的最大应变比不含电动机时机构的最大应变增加了
约２８％。
５． ３． ２　 含叠层复合材料构件的弹性四杆机构系统
这里以图２１５所示电动机含叠层复合材料构件的弹性四连杆机构系统为例进

行仿真计算。电动机及含叠层复合材料构件的弹性四连杆机构的参数如下。
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电动机参数
驱动电动机选用型号为ＹＳ８０２４的电动机。电动机电磁参数如下：额定功率ＰＮ

＝ ０． ７５ ｋＷ；额定电流ＩＮ ＝ ３． ４８２． ０１ Ａ；额定电压Ｕ ＝
２２０
３８０ Ｖ；气隙长度δ０ ＝ ０． ２５ ｍｍ；空气

磁导率μ０ ＝ ４π × １０ －７ Ｈ ／ ｍ；饱和度ｋｕ ＝ １． ２；合成磁场的磁极对数ｐ ＝ ２；定子相数ｎ１
＝ ３；转子相数ｎ２ ＝ １２ ；定子线圈绕组匝数Ｗ１ ＝ ８２４；转子导体条数Ｗ２ ＝ １；定子线圈
绕组系数ＫＷ１ ＝ ０． ９６６；转子线圈绕组系数ＫＷ２ ＝ １；转子额定滑差率ｓＮ ＝ ０． ０７１ ３；转
矩过载倍数λＮ ＝ ２． ２；额定转速ｎＮ ＝ １ ４４０ ｒ ／ ｍｉｎ；转子质量ｍ０ ＝ ２． ９３ ｋｇ；转子的转动
惯量Ｊ０ ＝ ０． ０２１ ｋｇ·ｍ；电动机同步转速ω０ ＝ ２５ Ｈｚ。

弹性四连杆机构参数
ｌ、ｂ、ｈ分别是各杆件的长度、宽度和厚度，各杆件的截面参数为ｂ ＝ ３２ ｍｍ、ｈ ＝ ４． ８

ｍｍ，曲柄Ｌ１ ＝２６０ ｍｍ，连杆Ｌ２ ＝５９０ ｍｍ，摇杆Ｌ３ ＝４３０ ｍｍ，机架Ｌ４ ＝６２０ ｍｍ。
连杆机构构件的材料为玻璃纤维／不饱和聚酯树脂叠层复合材料，单层厚度为

０． ８ ｍｍ，层数ｌ ＝ ６。材料的性能参数：Ｅ１ ＝ ３８ × １０９ Ｐａ、Ｅ２ ＝ １２ × １０９ Ｐａ、Ｇ１２ ＝ ９ × １０９
Ｐａ，主泊松比ν１２ ＝ ０． ２４，玻璃纤维密度为ρｆ ＝ ２． ５５ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，基体密度为ρｍ ＝ １． １３
×１０３ ｋｇ ／ ｍ３，纤维体积比为νｆ ＝ ０． ５，阻尼损耗因子为ψ１ ＝ ０． ２５５％，ψ２ ＝ ０． ８％，ψ３ ＝
１． ２３％。

１． 机构系统的前三阶固有频率
当层合板的铺层次序为［０° ／ ９０°］２ｓ时，分别求得系统的前三阶固有频率随曲柄

转角在一周内的变化曲线，如图５７、图５８和图５９所示。

图５７　 铺层次序为［０° ／ ９０°］２ｓ时系统的一阶固有频率曲线（一）
当层合板的铺层次序为［± ４５°］２ｓ时，分别求得系统的前三阶固有频率随曲柄转

角在一周内的变化曲线，如图５１０、图５１１和图５１２所示。
由机构系统的前三阶固有频率的曲线可以看出：系统的固有频率随曲柄转角的

不同而呈周期性变化，而且复合材料的纤维铺设角度对固有频率也有较大影响。
２． 连杆和摇杆中点的应变（一）
假设层合板的铺层次序为［０° ／ ９０°］２ｓ，在不同转速时计算连杆和摇杆中点的应
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图５８　 铺层次序为［０° ／ ９０°］２ｓ时系统的二阶固有频率曲线（一）

图５９　 铺层次序为［０° ／ ９０°］２ｓ时系统的三阶固有频率曲线（一）

图５１０　 铺层次序为［± ４５°］２ｓ时系统的一阶固有频率曲线（二）
变响应仿真曲线。

（１）当曲柄转速为ｎ ＝ １１４ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变如图５１３所示。
（２）当曲柄转速为ｎ ＝ １４４ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变响应仿真曲线如图５１４

所示。
（３）当曲柄转速为ｎ ＝ １８２ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变如图５１５所示。
３． 连杆和摇杆中点的应变（二）
假设层合板的铺层次序为［± ４５°］２ｓ，在不同转速时计算连杆和摇杆中点的应变

响应仿真曲线。
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图５１１　 铺层次序为［± ４５°］２ｓ时系统的二阶固有频率曲线（二）

图５１２　 铺层次序为［± ４５°］２ｓ时系统的三阶固有频率曲线（二）

图５１３　 曲柄转速ｎ ＝ １１４ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应仿真曲线
（１）当曲柄转速为ｎ ＝ １００ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变如图５１６所示。
（２）当曲柄转速为ｎ ＝ １３５ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变如图５１７所示。
（３）当曲柄转速为ｎ ＝ １８２ ｒ ／ ｍｉｎ时，连杆中点的应变如图５１８所示。
从上面的曲线可以看出：①当机构的转速逐渐增大时，连杆和摇杆应变的振幅逐

渐增大；②应变呈现较规则的周期性变化，这种变化可能导致机构构件的疲劳破坏；
③随着转速提高，周期变化的频率越来越大，响应峰值范围也逐渐增加，可能引起机
构运动失稳；④在转速较低的情况下，计算结果和实验测得结果吻合较好，转速越高，
误差越大，说明利用ＫＥＤ方法时，速度越低，求得的响应精度越高；反之，速度越高，
求得的响应精度越差；⑤虽然铺设角度不同，但是曲线的变化形状基本相同。
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图５１４　 曲柄转速ｎ ＝ １４４ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应仿真曲线

图５１５　 铺层次序为［± ４５°］２ｓ、曲柄转速ｎ ＝ １８２ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应曲线

图５１６　 曲柄转速ｎ ＝ １００ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应曲线

图５１７　 曲柄转速ｎ ＝ １３５ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应曲线
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图５１８　 铺层次序为［± ４５°］２ｓ、曲柄转速ｎ ＝ １８２ ｒ ／ ｍｉｎ时连杆中点的应变响应曲线

５． ３． ３　 弹性五连杆机构系统响应仿真计算
５． ３． ３． １　 算例一
以图２１８所示直流电动机、三相交流电动机和金属连杆机构组成的五连杆机构

系统为例，应用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法，对系统响应进行仿真计算。系统参数如下。
弹性五连杆机构参数
构件均为均质杆，杆宽ｂ ＝ ３０ ｍｍ，杆厚ｈ ＝ ２ ｍｍ，材料均为铝。
曲柄长Ｌ１ ＝ ２００ ｍｍ，Ｌ４ ＝ １５０ ｍｍ，连杆长Ｌ２ ＝ Ｌ３ ＝ ４００ ｍｍ，机架长Ｌ５ ＝ ４００ ｍｍ，

曲柄与连杆铰接处的集中质量ｍ０１ ＝ ０． １４２ ｋｇ，两连杆铰接处的集中质量ｍ０２ ＝ ０． ０９２
ｋｇ，铝的密度ρ１ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量Ｅ１ ＝ ７０ ＧＰａ。

直流电动机的结构和电磁参数
电动机轴长度（含传动轴部分）ｌ ＝ １８０ ｍｍ（其中ｌ１ ＝ ７０ ｍｍ，ｌ２ ＝ ５０ ｍｍ，ｌ３ ＝ ６０

ｍｍ），电动机输出轴直径ｄ ＝９ ｍｍ，定子内径Ｄ ＝４５ ｍｍ，材料密度ρ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，剪
切模量Ｇ２ ＝８０ ＧＰａ，额定功率ＰＮ ＝０． １ ｋＷ，电动机均匀气隙磁导Λｄ ＝０． ００５ ７ Ｈ ／ ｍ，供
电电源频率ｆ ＝５０ Ｈｚ，磁极对数ｐｄ ＝２，每一磁极上励磁绕组的总匝数Ｎｆ ＝ １２０，直流励
磁电流Ｉｆ ＝ ０． ５５ Ａ，电枢表面的总元件（导体）数Ｓ ＝ ３７０，元件的匝数Ｎｙ ＝ ２６３，元件的
电流ｉａ ＝０． ５５ Ａ。

三相交流电动机的结构和电磁参数
电动机轴长度（含传动轴部分）ｌ ＝ ３０８ ｍｍ（其中ｌ１ ＝ １００ ｍｍ，ｌ２ ＝ ３３ ｍｍ，ｌ３ ＝ １７５

ｍｍ），电动机输出轴直径ｄ ＝ １９ ｍｍ，定子内径Ｄ ＝ ７５ ｍｍ，材料密度ρ１ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／
ｍ３，剪切模量Ｇ１ ＝ ８０ ＧＰａ，额定功率ＰＮ ＝ ０． ７５ ｋＷ，额定电流ＩＮ ＝ ３． ４８ ／ ２． ０１ Ａ，额定
电压Ｕ ＝ ２２０ ／ ３８０ Ｖ，电动机静偏心ｅ０２ ＝ ０． ７３ ｍｍ，转动偏心ε０２ ＝ ０． ５ ｍｍ，空气磁导
率μ０ ＝ ４π × １０ －７ Ｈ ／ ｍ，饱和度ｋｕ ＝ １． ２，定子相数ｎ１ ＝ ３，转子相数ｎ２ ＝ １２ ，磁极对数
ｐ ＝ ２，定子线圈绕组匝数Ｗ１ ＝ ８２４，转子导体条数Ｗ２ ＝ １，定子线圈绕组系数ＫＷ１ ＝ ０．
９６６，转子线圈绕组系数ＫＷ２ ＝ １，转子额定滑差率ｓ ＝ ０． ０７１ ３，转矩过载倍数λＮ ＝ ２．
２，转子质量ｍ０ ＝ ２． ９３ ｋｇ，转子的转动惯量Ｊ０ ＝ ０． ０２１ ｋｇ·ｍ２。

将直流电动机的转速ｎｓ设为定值，这样当两种电动机转速比一定时，机构的运
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行便具有周期性。设两曲柄的初始位置角度值均为０，并设定系统稳定运动后两曲
柄运动到初始位置时的各值为响应计算初值。

以下分别给出两种直流电动机和三相交流电动机转速的计算结果。
（１）设直流电动机的转速为６００ ｒ ／ ｍｉｎ，三相交流电动机的转速为４００ ｒ ／ ｍｉｎ，此

时机构的运动周期为０． ３ ｓ。给定ζ ＝ ０． ２５、θ ＝ ０． ５，取时间段数ｍ ＝ １００，则Δｔ ＝
０． ００３ ｓ，且不考虑外激励（Ｆ ＝ ０）。图５１９所示为系统一阶固有频率随时间变化的
曲线，图５２０和图５２１所示分别为利用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法，经过仿真计算得出的连
杆Ｌ２和Ｌ３中点横向位移和纵向位移在一个运动周期内的变化曲线。系统前四阶固
有频率在一个运动周期内的平均值如表５２所示。

图５１９　 一阶固有频率在一个运动周期内随时间变化曲线

图５２０　 连杆Ｌ３中点弹性位移响应在一个运动周期内变化曲线（ｎｓ ＝ ６００ ｒ ／ ｍｉｎ）
表５２　 系统前四阶固有频率在一个运动周期内的平均值

一阶 二阶 三阶 四阶
２２． ７ ４３ ５９ ８１． ６５

　 　 （２）设直流电动机转速为８０ ｒ ／ ｍｉｍ，三相交流电动机转速为２４０ ｒ ／ ｍｉｎ，此时机
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图５２１　 连杆Ｌ２中点弹性位移响应在一个运动周期内变化曲线（ｎｓ ＝ ６００ ｒ ／ ｍｉｎ）
构系统的运动周期为０． ７５ ｓ。给定ζ ＝ ０． ２５、θ ＝ ０． ５，取时间段数ｍ ＝ ３０，且不考虑外
激励（Ｆ ＝ ０）。通过仿真计算得出连杆Ｌ２和Ｌ３中点横向位移和纵向位移应变响应仿
真曲线，分别如图５２２和图５２３所示。

图５２２　 连杆Ｌ２中点应变响应仿真曲线

图５２３　 连杆Ｌ３中点应变响应仿真曲线
５． ３． ３． ２　 算例二
以图２１８所示伺服电动机、三相交流电动机和金属连杆机构组成的五连杆机构
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系统为例，应用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法，对系统响应进行仿真计算。系统参数如下。
弹性五连杆机构参数
构件均为均质杆，杆宽ｂ ＝ ３０ ｍｍ，杆厚ｈ ＝ ２ ｍｍ，材料均为铝。
曲柄长Ｌ１ ＝ ２００ ｍｍ、Ｌ４ ＝ １５０ ｍｍ，连杆长Ｌ２ ＝ Ｌ３ ＝ ４００ ｍｍ，机架长Ｌ５ ＝ ４００ ｍｍ，

曲柄与连杆铰接处的集中质量ｍ０１ ＝ ０． １４２ ｋｇ，两连杆铰接处的集中质量ｍ０２ ＝ ０． ０９２
ｋｇ，铝的密度ρ１ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量Ｅ１ ＝ ７０ ＧＰａ。

伺服电动机的结构和电磁参数
电动机轴长度（含传动轴部分）ｌ ＝ ３６３ ｍｍ（其中ｌ１ ＝ １３０ ｍｍ，ｌ２ ＝ ５３ ｍｍ，ｌ３ ＝ １８０

ｍｍ），电动机输出轴直径ｄ ＝ １９ ｍｍ，定子内径Ｄ ＝ ４５ ｍｍ，材料密度ρｓ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／
ｍ３，剪切模量Ｇ５ ＝ ８０ ＧＰａ，额定功率ＰＮ ＝ ０． ７５ ｋＷ，伺服电动机静偏心ｅ０１ ＝ ０． ７５
ｍｍ，转动偏心ε０１ ＝ ０． ５ ｍｍ，电动机均匀气隙磁导Λｓ ＝ ０． ００５ ７ Ｈ ／ ｍ，电动机同步转
速ωｓ ＝ １５７ ｒ ／ ｍｉｎ，供电电源频率ｆ ＝ ５０ Ｈｚ，激磁绕组匝数Ｗ ＝ ９２４，激磁绕组系数ＫＷ
＝ ０． ９２，激磁电流最大值Ｉ ＝ ３． ５８ Ａ，磁极对数ｐｓ ＝ １，定子和转子的相数分别为ｍ１ ＝
２和ｍ２ ＝ ２，激磁电抗ｘｍ ＝ ５９４． ３５ Ω，转子绕组的电阻归算值和等效自感电抗的归算
值分别为ｒ′２ ＝ ２７． ２４ Ω和ｘ′２ ＝ ０． ０１９ ６Ω，电动机转子对正向旋转磁场的转差率为ｓ ＝
０． １５，对反向旋转磁场的转差率为２ － ｓ ＝ １． ８５，两绕组相位差为４５°。

三相交流电动机的结构和电磁参数
电动机轴长度（含传动轴部分）ｌ ＝ ３０８ ｍｍ（其中ｌ１ ＝ １００ ｍｍ，ｌ２ ＝ ３３ ｍｍ，ｌ３ ＝ １７５

ｍｍ），电动机输出轴直径ｄ ＝ １９ ｍｍ，定子内径Ｄ ＝ ７５ ｍｍ，材料密度ρ１ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／
ｍ３，剪切模量Ｇ１ ＝ ８０ ＧＰａ，额定功率ＰＮ ＝ ０． ７５ ｋＷ，额定电流ＩＮ ＝ ３． ４８ ／ ２． ０１ Ａ，额定
电压Ｕ ＝ ２２０ ／ ３８０ Ｖ，电动机静偏心ｅ０２ ＝ ０． ７３ ｍｍ，转动偏心ε０２ ＝ ０． ５ ｍｍ，空气磁导
率μ０ ＝ ４π × １０ －７ Ｈ ／ ｍ，饱和度ｋｕ ＝ １． ２，定子相数ｎ１ ＝ ３，转子相数ｎ２ ＝ １２ ，磁极对数
ｐ ＝ ２，定子线圈绕组匝数Ｗ１ ＝ ８２４，转子导体条数Ｗ２ ＝ １，定子线圈绕组系数ＫＷ１ ＝ ０．
９６６，转子线圈绕组系数ＫＷ２ ＝ １，转子额定滑差率ｓ ＝ ０． ０７１ ３，转矩过载倍数λＮ ＝ ２．
２，转子质量ｍ０ ＝ ２． ９３ ｋｇ，转子的转动惯量Ｊ０ ＝ ０． ０２１ ｋｇ·ｍ２。

对于由两自由度连杆机构和伺服电动机及三相交流电动机组成的系统，通过调
控伺服电动机的运动参数，理论上可以实现五杆机构任意执行点在其可行域内的任
意轨迹输出。如果知道了某一连杆上任意一点的运动轨迹，该连杆及与该连杆刚性
连接的部件上各个点的运动轨迹便可以由刚体运动学知识推导得出。

为便于推广，选择两连杆铰链结合处的公共点为执行点，以实现给定圆轨迹为
例。在图３２所示的坐标系中，为使常速电动机所驱动的曲柄Ｌ４实现旋转运动，从而
使Ｃ点实现圆轨迹输出。根据相关文献，对于五杆机构可动性条件［１０５，１０６］，选择２Ｌ１
＝ Ｌ２ ＝ Ｌ３ ＝

８
３ Ｌ４ ＝ Ｌ５，并设轨迹圆的圆心位置坐标为（ｘ０，ｙ０），半径为ｒ，并令
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ｘ０ ＝ Ｌ４ｃｏｓ６０°

ｙ０ ＝ Ｌ５ ｓｉｎ６０°

ｒ ＝ Ｌ
{

４

　 　 根据算例中各杆件的长度和几何关系可知，此圆轨迹曲线在执行点的可行域内
可以实现。设执行点的圆轨迹曲线的参数方程为

ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｒｃｏｓω２ ｔ

ｙ ＝ ｙ０ ＋ ｒｓｉｎω２
{ ｔ

式中：参数ｔ表示时间；ω２为三相交流电动机的旋转角速度。
调节机构的运动初始位置，使杆１和杆２的中间铰链处在执行点与杆５右端固

定铰链连线的右侧，并以此几何关系为准进行推导，可得
β１ ＝ π － ａｒｃｃｏｔ

Ｌ５ － ｘ
ｙ － ａｒｃｃｏｓ

Ｌ１ ＋ ［Ｌ５ － ｘ］２ ＋ ｙ２ － Ｌ２２
２Ｌ１ （Ｌ５ － ｘ）２ ＋ ｙ槡 ２

式中：β１为曲柄１的角位移，即伺服电动机的转子转角。
伺服电动机采用幅值控制方式，因为交流伺服电动机的机械特性和调节特性均

为非线性，这使得对其进行控制时的传递函数的获得十分复杂，也大大降低了这种形
式传递函数的实用价值，因此，本文只考虑电动机的机械过渡过程，略去电气过渡过
程，则由电机学知识可知［７９］

Ｔｅ ＝
Ｔｅ
Ｔｍ
＝ １２ ２ａｅ －

（１ ＋ ａ２ｅ）ｎ
ｎ[ ]
ｓ

＝
ｎｓ － ｎ
ｎｓ

式中：Ｔｅ为电磁转矩标么值；Ｔｅ为伺服电动机的电磁转矩；Ｔｍ为伺服电动机的起动转
矩；ａｅ为伺服电动机有效信号系数，ａｅ ＝ ＵｋＵｋｎ；ｎｓ为伺服电动机同步转速，ｎｓ ＝

６０ｆ
ｐ ；ｎ为

伺服电动机转子在工作过程中的实际转速，ｎ ＝ ３０ ψ
　·
１

π
。则由上式可得

ａｅ ＝
ｎｓ － ｎ２ｓ － ｎ（２ｎｓ － ｎ槡 ）

ｎ
则伺服电动机伺服控制时的控制电压为

Ｕｋ ＝
ｎｓ － ｎ２ｓ － ｎ（２ｎｓ － ｎ槡 ）

ｎ Ｕｋｎ

　 　 不考虑外激励（Ｆ ＝ ０），三相交流电动机输入电压为额定电压，转速为３ ０００
ｒ ／ ｍｉｎ，此时伺服电动机控制电压Ｕｋ可按照上式计算得到，机构的圆周运动周期为
０． ０２ ｓ。给定ζ ＝ ０． ２５、θ ＝ ０． ５，取时间段数ｍ ＝ ２０，则Δｔ ＝ ０． ００１ ｓ。

图５２４所示为利用多尺度Ｎｅｗｍａｒｋ法，经编程计算得到的系统弹性振动一阶固
有频率在连杆机构一个圆周运动周期内随时间变化的曲线。表５３列出了系统前五
阶固有频率在机构一个运动周期内的平均值。图５２５所示为经过仿真计算得
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图５２４　 一阶固有频率在一个运动周期内随时间变化曲线

图５２５　 执行点Ｃ的弹性位移响应在一个运动周期内的变化曲线

８３１

　 连杆机构弹性振动理论研究



表５３　 系统前五阶固有频率在一个运动周期内的平均值
一阶 二阶 三阶 四阶 五阶
４． １５ ２０． ８６ ３３． ３１ ４９． ９５ １１７． １１

出的不考虑外激励时执行点的横、纵向弹性位移在机构一个运动周期内的变化曲线，
其中虚线所示为只考虑杆件弹性变形、不考虑电动机影响而得到的位移响应，实线所
示为综合考虑弹性变形和电动机影响而得到的位移响应。结果表明，电动机对机构
弹性位移的影响不可忽视；由于伺服电动机和三相交流电动机的结构和电磁参数不
同，其对机构弹性位移的影响也将不同。
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书书书

主要符号表

　 　 ｕ１：三相交流电动机单元的广义坐标
向量

Ｗ１ｙ（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴的轴线
上任一点沿ｙ方向的弹性横向位移

Ｗ１ｚ（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴的轴线
上任一点沿ｚ方向的弹性横向位移

Ｖ１（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴的轴线
上任一点的弹性扭角

１（ｘ），２（ｘ），３（ｘ），４（ｘ）：三相
交流电动机单元的型函数

ＴＥ１：三相交流电动机单元的动能
ｌ１：三相交流电动机轴长度
ｍ１（ｘ）：三相交流电动机轴的质量分

布函数
ρ１：三相交流电动机轴的材料密度
Ａ１：三相交流电动机轴的横截面积
ｍ１０：三相交流电动机转子的质量
Ｊ１（ｘ）：三相交流电动机轴的转动惯

量分布函数
Ｊ１０：三相交流电动机转子的转动惯

量
Ｗ
·
１ｙａ（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴的轴

线上坐标为ｘ的任一点沿ｙ方向的横向绝
对速度

Ｗ
·
１ｚａ（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴的轴

线上坐标为ｘ的任一点沿ｚ方向的横向绝
对速度

Ｖ
·
１ａ（ｘ，ｔ）：三相交流电动机轴上距离

原点为ｘ的任意横截面的绝对角速度
ｕ·１ａ：三相交流电动机单元节点的绝

对速度向量
ｍ１：三相交流电动机单元的质量矩

阵
Ｎ１１：三相交流电动机单元的弹性势

能
Ｅ１：三相交流电动机轴材料的弹性模

量
Ｉ１（ｘ）：三相交流电动机轴抗弯截面

惯性矩分布函数
Ｇ１：电动机轴材料的剪切弹性模量
Ｊ０１（ｘ）：三相交流电动机轴极惯性矩

分布函数
δ：三相交流电动机气隙长度
ｅ：三相交流电动机转子的气隙偏心
ｅ０：三相交流电动机转子的转动偏心
φ１：三相交流电动机轴的转角
Ｒ１：三相交流电动机定子内圆半径
Ｌ０１：三相交流电动机转子的有效长

度
ε１：三相交流电动机有效相对偏心
δ０：三相交流电动机均匀气隙长度
ｋμ：三相交流电动机气隙饱和度
ｋ１：三相交流电动机平均气隙的计算

气隙系数
δＦｅ：三相交流电动机磁铁材料当量

气隙长度
Λ０：三相交流电动机均匀气隙磁导
μ０：空气磁导率
ｓ：三相交流电动机转差率
ω０：三相交流电动机的同步转速
ｆ：供电电源频率
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ｐ：三相交流电动机合成磁场磁极对
数

：三相交流转子电流滞后定子电流
的相位角

Ｆ１ｍ：三相交流定子三相合成磁通势
的幅值

Ｆ２ｍ：三相交流转子三相合成磁通势
的幅值

α：径向气隙与ｙ轴的夹角
Ｎ１２：三相交流电动机气隙磁场能
Ｎ１：三相交流电动机单元的总势能
ｋ１：三相交流电动机单元与弹性势能

Ｎ１１相关的刚度矩阵
ｋ０１：三相交流电动机单元与电动机

气隙磁场能Ｎ１２相关的刚度矩阵
ｕ１：三相交流电动机单元广义坐标向

量
Ｅ０：与三相交流电动机转子转动偏

心相关的向量
Ω０：三相交流电磁参数激励频率
ｃ１：三相交流电动机单元的阻尼矩阵
ｆ１：三相交流电动机单元外加载荷的

广义力列阵
ｑ１：与三相交流电动机单元相连接的

其他单元给予该单元的作用力列阵
ü１ｒ：三相交流电动机单元的刚体加

速度列阵
ｕ５：伺服电动机单元广义坐标向量
Ｗ５（ｘ，ｔ）：伺服电动机轴的轴线上任

一点的横向位移
Ｖ５（ｘ，ｔ）：伺服电动机轴的轴线上任

一点的弹性扭角
χ
１
（ｘ），χ

２
（ｘ），χ

３
（ｘ），χ

４
（ｘ）：伺服电

动机单元型函数
ＴＥ５：伺服电动机单元动能

ｌ：伺服电动机轴长度
ｍ５（ｘ）：伺服电动机轴的质量分布函

数
ｍ５０：伺服电动机转子质量
Ｊ５（ｘ）：伺服电动机轴的转动惯量分

布函数
Ｊ５０：伺服电动机转子转动惯量
ｕ·５：伺服电动机单元节点的绝对速度

向量
ｍ５：伺服电动机单元的质量矩阵
Ｅ５：伺服电动机轴材料的弹性模量
Ｇ５：伺服电动机轴材料的剪切弹性模

量
Ｉ５（ｘ）：伺服电动机轴抗弯截面惯性

矩分布函数
Ｊ５（ｘ）：伺服电动机轴极惯性矩分布

函数
ｍ１：伺服电动机定子相数
ｍ２：伺服电动机转子相数
ｘｍ：伺服电动机激磁电抗
ｒ′２：伺服电动机转子绕组的电阻归算

值
ｘ′２：伺服电动机转子绕组的等效自感

电抗的归算值
Ｒｓ：伺服电动机定子内圆半径
ｌｓ：伺服电动机转子的有效长度
Λｓ：伺服电动机均匀气隙磁导
δｓ：伺服电动机均匀气隙长度
ｋμｓ：伺服电动机气隙饱和度
ｋ１ｓ：平均气隙的计算气隙系数
δＦｅｓ：伺服电动机铁磁材料当量气隙

长度
ε：伺服电动机有效相对偏心
ωｓ：伺服电动机的同步转速
ｐｓ：伺服电动机合成磁场磁极对数
φｓ１：伺服电动机转子正序电流滞后
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于定子正序电流的相位角
φｓ２：伺服电动机转子逆序电流滞后

于定子逆序电流的相位角
Ｆ＋ｓ：伺服电动机定子绕组正序旋转

时磁势的幅值
Ｆ－ｓ：伺服电动机定子绕组负序旋转

时磁势的幅值
Ｆ＋ｒ：伺服电动机转子绕组正序旋转

时磁势的幅值
Ｆ－ｒ：伺服电动机转子绕组负序旋转

时磁势的幅值
ωｓ：伺服电动机的同步转速
ｓｓ：伺服电动机转动滑差率
Ｎ５：伺服电动机单元总势能
Ｎ５１：伺服电动机单元弹性势能
Ｎ５２：伺服电动机单元气隙磁场能
ｋ５１：与伺服电动机转子材料参数有

关的电动机单元的刚度矩阵
ｋ５２：与伺服电动机转子电磁参数有

关的电动机单元的刚度矩阵
ｋ０５：与伺服电动机转子静偏心、振动

偏心和转动偏心有关的四阶向量
ＴＥ６：直流电动机单元的动能
ｍ６（ｘ）：直流电动机轴的质量分布函

数
Ｊ６（ｘ）：直流电动机轴的转动惯量分

布函数
Ｗ６（ｘ，ｔ），Ｖ６（ｘ，ｔ）：直流电动机轴的

轴线上任一点的横向位移和弹性扭角
Ｆδ：直流电动机气隙磁势
Ｆ ｆ：直流电动机励磁磁势
Ｆａ：直流电动机电枢磁势
Ｆ ｆｍ：直流电动机每一极上的励磁磁

势幅值
Ｆａｍ：直流电动机每一极上的电枢磁

势的幅值

Ｎｆ：直流电动机每一磁极上励磁绕组
的总匝数

Ｉｆ：直流电动机直流励磁电流
Ｓ：直流电动机电枢表面的总元件

（导体）数
ｐｄ：直流电动机极对数
Ｎｙ：直流电动机元件的匝数
ｉａ：直流电动机元件电流
Ｎ６１：直流电动机单元的弹性势能
Ｎ６２：直流电动机单元的气隙磁场能
Ｎ６：直流电动机单元的总势能
Ｒｄ：直流电动机定子内圆半径
ｌｄ：转子的有效长度
Λｄ：直流电动机均匀气隙磁导
δｄ：直流电动机均匀气隙长度
ｋμｄ：直流电动机气隙饱和度
ｋ１ｄ：直流电动机平均气隙的计算气

隙系数
δＦｅｄ：直流电动机铁磁材料当量气隙
ｋ６１：与直流电动机转子材料参数有

关的电动机单元的刚度矩阵
ｋ６２：与直流电动机转子电磁参数有

关的电动机单元的刚度矩阵
ｋ０６：与直流电动机转子静偏心、振动

偏心和转动偏心有关的４阶向量
Ｅ６：直流电动机轴材料的弹性模量
Ｇ６：直流电动机轴材料的剪切弹性模

量
Ｉ６（ｘ）：直流电动机轴抗弯截面惯性

矩分布函数
Ｊ６（ｘ）：直流电动机轴极惯性矩分布

函数
Ｗ２（ｘ，ｔ）：金属材料梁单元中性层中

轴线上任一点的弹性横向位移
Ｖ２（ｘ，ｔ）：金属材料梁单元中性层中

轴线上任一点的弹性纵向位移
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５（ｘ），６（ｘ），…，１２（ｘ）：金属材料
梁单元的型函数

ｕ２：金属材料梁单元的广义坐标向量
ＴＥ２：金属材料梁单元的动能
ｌ２：金属材料梁单元长度
ｍ２（ｘ）：金属材料梁单元的质量分布

函数
ρ２：金属材料梁单元材料密度
Ａ２：金属材料梁单元横截面积
Ｗ
·
２ａ（ｘ，ｔ）：金属材料梁单元任意截面

处的横向绝对速度
Ｖ
·
２ａ（ｘ，ｔ）：金属材料梁单元任意截面

处的轴向绝对速度
ｕ·２ａ：金属材料梁单元节点的绝对速

度向量
ｍ２：金属材料梁单元的质量矩阵
Ｎ２：金属材料梁单元的应变能
Ω：梁单元体积
ε２：金属材料梁单元在局部坐标系中

的应变向量
σ２：金属材料梁单元在局部坐标系中

的应力向量
Ｅ２：金属材料梁单元材料的弹性模量
Ｉ２：金属材料梁单元抗弯截面惯性矩
ｋ２：金属材料梁单元的刚度矩阵
ｃ２：金属材料梁单元的阻尼矩阵
ｆ２：金属材料外加载荷的广义力列阵
ｑ
２
：与梁单元相连接的其他单元给予

该单元的作用力列阵
ü２ｒ：金属材料梁单元的刚度加速度

列阵
Ｗ３（ｘ，ｔ）：三维编织复合材料梁单元

中性层中轴线上任一点的弹性横向位移
Ｖ３（ｘ，ｔ）：三维编织复合材料梁单元

中性层中轴线上任一点的弹性纵向位移

１３（ｘ），１４（ｘ），…，２０（ｘ）：三维编
织复合材料梁单元的型函数

ｕ３：三维编织复合材料梁单元的广义
坐标向量

ＴＥ３：三维编织复合材料梁单元的动
能

ｌ３：三维编织复合材料梁单元长度
ｍ３（ｘ）：三维编织复合材料梁单元的

质量分布函数
ρ３：三维编织复合材料梁单元材料的

平均密度
ρ３ｆ：三维编织复合材料纤维的密度
ρ３ｍ：三维编织复合材料基体的密度
ｖ３ｆ：三维编织复合材料纤维的体积百

分比
ｖ３ｍ：三维编织复合材料基体的体积

百分比
Ａ３：三维编织复合材料梁单元的横截

面积
Ｗ
·
３ａ（ｘ，ｔ）：三维编织复合材料梁单元

任意截面处的横向绝对速度
Ｖ
·
３ａ（ｘ，ｔ）：三维编织复合材料梁单元

任意截面处的轴向绝对速度
ｕ·３ａ：三维编织复合材料梁单元节点

的绝对速度向量
ｍ３：三维编织复合材料梁单元的质

量矩阵
Ｎ３：三维编织复合材料梁单元的应

变能
ε３：三维编织复合材料梁单元在局部

坐标系中的应变向量
σ３：三维编织复合材料梁单元在局部

坐标系中的应力向量
Ｎ３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部

分的应变能
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Ωｊ：四分之一三维编织复合材料梁单
元体积

ε３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部
分在其正轴坐标系Ｏｘ′ｙ′ｚ′中的应变向量

σ３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部
分在其正轴坐标系Ｏｘ′ｙ′ｚ′中的应力向量

Ｃ３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部
分在其正轴坐标系Ｏｘ′ｙ′ｚ′中的本构关系
矩阵

Ｌ３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部
分在梁单元局部坐标系中的应变转换矩
阵

ｋ３ｊ：三维编织复合材料梁单元第ｊ部
分的刚度矩阵

ｋ３：三维编织复合材料梁单元的刚度
矩阵

ｃ３：三维编织复合材料梁单元的阻尼
矩阵

ｆ３：三维编织复合材料梁单元外加载
荷的广义力列阵

ｑ３：与三维编织复合材料梁单元相连
接的其他单元给予该单元的作用力列阵

ü３ｒ：三维编织复合材料梁单元的刚
度加速度列阵

ｕ４：对称叠层复合材料梁单元的广义
坐标向量

ＴＥ４：对称叠层复合材料梁单元的动
能

Ｎ４：对称叠层复合材料梁单元的势
能

ｌ４：对称叠层复合材料梁单元长度
ｍ４（ｘ）：对称叠层复合材料梁单元的

质量分布函数
ρ４：对称叠层复合材料梁单元材料的

平均密度
ρ（ｋ）４ ：对称叠层复合材料梁单元第ｋ

层材料的平均密度
ρ４ｆ，ρ４ｍ：对称叠层复合材料梁单元第

ｋ层纤维和基体的密度
ｖ４ｆ，ｖ４ｍ：对称叠层复合材料梁单元第

ｋ层纤维和基体的体积百分比
ｔ：对称叠层复合材料梁单元单层厚

度
ｈ：对称叠层复合材料梁单元每层的

厚度
Ａ４：对称叠层复合材料梁单元横截面

积
Ｗ
·
４ａ（ｘ，ｔ）：对称叠层复合材料梁单元

任意截面处的横向绝对速度
Ｖ
·
４ａ（ｘ，ｔ）：对称叠层复合材料梁单元

任意截面处的轴向绝对速度
ｍ４：对称叠层复合材料梁单元的质

量矩阵
Ｃ４ｊ：对称叠层复合材料梁单元弹性

矩阵
ν １２，ν ２１：对称叠层复合材料梁单元弹

主（轴向）泊松比和次泊松比
ｋ４：对称叠层复合材料梁单元的质量

矩阵
Ｒｉ：第ｉ单元坐标与整体坐标间的转

换矩阵
Ｂｉ：第ｉ单元局部编号与系统编号间

的坐标协调矩阵
Ｕ：系统在整体坐标系中的广义坐标

向量
ｒ：系统在整体坐标系中的刚体加速

度向量
Ｍ：系统的质量矩阵
Ｋ：系统的刚度矩阵
Ｃ：系统的阻尼矩阵
Ｆ：作用于系统的外力向量
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Ｋ０１，Ｋｅ０１：含机电耦合项的刚度矩阵
分量

Ｕω，Ｕε：与机构几何尺寸及位置有关
的２４阶系数列阵

Ｔｅ：三相交流电动机电磁转矩
ＴＣｕ：三相交流电动机转子铜耗转矩
Ｔｒ：三相交流电动机负载转矩
Ｔｒ０：电动机的空载制动转矩
Ｊ０：电动机轴（含转子）的转动惯量
Ｑ：系统的自激惯性力向量
Ｎ：自激惯性力傅里叶级数的项数
ＦＤｋ：自激惯性力傅里叶级数的第ｋ

阶简谐项列阵
ＱＤｋｉ：自激惯性力傅里叶级数第ｋ阶

简谐项的幅值
φｋｉ：自激惯性力傅里叶级数第ｋ阶简

谐项的相位角
Ω１：三相交流电动机转速
ε：小项标志符号
：正则模态矩阵
η：模态坐标列阵
Ｔｍ：不同尺度的时间变量
Ω２：外力的激励频率
ωｒ：系统在一个运动周期内第ｒ阶固

有频率的平均值
Ｕｓ：三相交流电动机定子相电压
Ｉｓ：三相交流电动机定子电流

Ｉｒ：三相交流电动机转子电流
Ｉ′ｒ：三相交流电动机转子的换算电流
Ｉ０：三相交流电动机励磁电流
Ｒｓ：三相交流电动机定子电阻
Ｒｒ：三相交流电动机转子电阻
Ｒ′ｒ：三相交流电动机转子的换算电

阻
Ｒｍ：三相交流电动机励磁电阻
ｎ１：三相交流电动机定子的相数
θ：三相交流电动机功率因素角；

Ｎｅｗｍａｒｋ积分常数
ｍ：傅里叶级数的项数
ν １：混合驱动五杆机构中伺服电动机

转子的工作频率
ν ２：混合驱动五杆机构中三相交流电

动机转子转动频率
ν ３：ν １和ν ２的最小公倍数
ν ６：混合驱动五杆机构中伺服电动机

定子绕组旋转磁场转动频率
ν ７：混合驱动五杆机构中三相交流电

动机定子绕组旋转磁场转动频率
ν ８：ν １，ν ２，ν ６和ν ７的最小公倍数
ζｎ：五杆机构系统在一个运动周期内

的第ｎ阶正则振型阻尼比
ωｎ：五杆机构系统在一个运动周期

内的第ｎ阶正则振型固有频率均值
ζ：Ｎｅｗｍａｒｋ积分常数
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