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深空探测已成为世界关注的焦点，这类任务的高成本特性，也使得与探测

成本密切相关的探测轨道的设计和优化方法的研究成为热点。深空探测的轨

道（尤其在涉及借力飞行变轨时）通常有多种转移方案，这使得优化空间呈现急

速增长的现象。轨道优化算法经历了由传统的确定性算法到智能优化算法的

发展过程。

轨道优化本质上就是求解一类带约束的非线性函数优化问题。早期的求

解方法包括离散化的方法、配点法、打靶法、单纯形法，还有根据梯度计算的方

法，如序列二次规划方法、共轭梯度法等算法。但是轨道优化的目标函数往往

具有类周期特性，且大部分局部最优解附近都有若干伴生解存在，使得这些确

定性算法在应用过程中遇到了病态梯度、初始点敏感、局部收敛等问题，难以满

足实践的需要，而寻求一种全局优化算法变得越来越重要。

演化算法是一种新兴的优化工具，它是借鉴自然界中进化与遗传机制的一

种优化算法，主要用于解决复杂的工程技术问题。具有自适应搜索、渐进式搜

索及并行式搜索的特点，并且有很强的鲁棒性，是一种全局的智能搜索方法。

在轨道设计领域，越来越多的问题也开始采用演化算法或其衍生方法求解，美
国国 家 航 空 和 宇 宙 航 行 局（ＮａｔｉｏｎａｌＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＳｐａｃｅＡｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ，

ＮＡＳＡ）和欧洲航天局（ＥｕｒｏｐｅａｎＳｐａｃｅＡｇｅｎｃｙ，ＥＳＡ）还有专门机构设置相关

课题开展此类问题研究，取得了很多创新性的研究成果。

为了总结该领域的研究成果，推动国内在该领域的研究与应用，我们编著

本书，以期抛砖引玉。本书将结合我们科研团队的研究成果，从行星际轨道动

力学基础、行星际脉冲转移轨道设计、行星际脉冲转移轨道优化模型、优化算法

和仿真系统等方面进行较为系统全面的阐述和讨论。
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本书共分九章。

第一章讨论了轨道设计的基本概念，结合轨道设计优化问题对最优化算法

进行了总结。

第二章对轨道计算的背景和基础知识进行了介绍，包括常用时空系统、航
天器动力学原理以及机动和变轨，为描述后续研究工作做了铺垫。

第三章分析了行星际脉冲转移轨道设计模型，详细介绍了基于二体轨道设

计的圆锥曲线拼接法具体计算方法。圆锥曲线拼接法将轨道分成日心段和行

星质心段进行分段计算，分段计算所涉及到的轨道衔接问题（如不同惯性坐标

系之间的转换）是圆锥曲线拼接法需要解决的关键问题之 一。在 深 空 机 动

（ＤｅｅｐＳｐａｃｅＭａｎｅｕｖｅｒ，ＤＳＭ）的介绍中，利用位置模型ＤＳＭ，来参数化非共面

Ｌａｍｂｅｒｔ问题中的大倾角转移轨道面临的高能量消耗问题。借力飞行轨道在行

星际轨道设计中是极有价值的一种轨道设计方案，利用借力星体引力的甩摆效

应可以减少对能量的需求。本书引入常用于精确轨道确定中的Ｂ平面方法进

行无机动借力飞行轨道面和航天器接近目标行星的轨道面确定。打靶法是解

决多体积分的一种数学方法。当目标点接近目标星体时，为了获得较高的打靶

精度，我们提出了一种逐次逼近打靶法。

第四章讨论了如何将轨道设计方案参数化为优化算法评估函数的决策向

量，分析了ＭＰＧＡ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＰｏｗｅｒｅｄＧｒａｖｉｔｙＡｓｓｉｓｔ）＋位置模型ＤＳＭ和ＭＧＡ
（ＭｕｌｔｉｐｌｅＧｒａｖｉｔｙＡｓｓｉｓｔ）＋速度模型ＤＳＭ两种多借力飞行行星际脉冲轨道优

化模型，并分析了这些模型的时间复杂度。如何对转移方案进行参数化，并评

价方案的优劣成了轨道优化的首要问题。

第五章给出了使用差分演化（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）算法进行的大量

实验，验证了双脉冲轨道优化问题基础上加入ＤＳＭ（位置模型或速度模型）可有

效降低任务的燃料消耗。

第六章和第七章分别介绍了序列二次规划（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍ
ｍｉｎｇ，ＳＱＰ）方法和单纯形算法（ＳｉｍｐｌｅｘＭｅｔｈｏｄ）在行星际脉冲转移轨道优化设

计中应用。ＳＱＰ方法是一种常用的求解单目标非线性带约束规划问题的方法，

求解速度快，运算精度高，是求解无约束最优化问题的牛顿法和拟牛顿法对约

束优化问题的推广，是一种局部的精确搜索方法。单纯形算法是求解优化问题
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的直接搜索寻优方法。针对这两种经典确定性算法的局部搜索特征，将其与演

化算法相结合，使其全局搜索能力得到了提高。

第八章给出了ＮＳＧＡ Ⅱ算法对双脉冲变轨问题进行的多目标优化实验结

果。燃料消耗和飞行时长通常是行星际轨道优化算法需要同时考虑的目标。

第九章讨论了我们自主研发的，具有自主知识产权的行星际轨道优化仿真

工具软件，主要从软件的结构、数值仿真、可视化仿真、任务管理和任务优化等

方面进行了介绍。

本项研究工作得到了“十一五”、“十二五”国防科技工业民用专项科研技术

研究项目等的资助，在此深表谢意！

中国国际战略学会战略研究中心陶家渠研究员为本书的研究工作提供了

很多的指导和帮助。中国地质大学（武汉）空间任务分析与设计科研团队李晖、

王茂才、胡霍真、武云、石再明、王于、李艳、王剑文、陈方杰、周躜、谭毅等做了大

量细致的研究工作，专著中饱含有他们的智慧和成果。

由于笔者水平有限，书中不足和错误不可避免，恳请专家和各位读者批评

指正。

作　者

２０１１年８月
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书书书

第一章　概　论

§１．１　概　述

随着科学技术的进步与经济的发展，全球范围的航天活动正在蓬勃发展。根据航天任

务的不同，人类航天活动主要分为三大重点发展领域：地球应用卫星、载人航天和深空探测。
深空探测通常是为了获得翔实可靠的科学数据，利用深空探测器脱离地球引力场，进入太阳

系和宇宙空间，通过接近目标的方式，对地球以外的其他天体（如行星、彗星和小行星等）开
展探测活动。其五个重点领域是：月球探测、火星探测、水星与金星探测、巨大行星及其卫星

探测和小行星与彗星的探测（马文臻，２００６）。
通过深空探测，能帮助人类研究太阳系及宇宙的起源、演变和现状，进一步认识地球环

境的形成和演变，认识空间现象和地球自然系统之间的关系，为人类提供保护地球和进入宇

宙的可能。从现实和长远来看，对深空的探测和开发具有十分重要的科学和经济意义。深

空探测技术作为人类进行空间资源开发与利用、空间科学与技术创新的重要途径，成为一个

国家综合国力和科学技术发展水平的重要特征与标志，已引起世界各国的极大关注。
深空探测已经成为当今世界各国科学研究的热点。由于航天技术关系到一个国家的经

济发展和国家战略安全，关系到一个国家未来的发展空间，对世界政治、经济、军事及科学技

术均具有重大的影响。各国都在调整发展战略，加大投入，加速发展航天技术。尤其是

ＮＡＳＡ和ＥＳＡ，为了在空间研究中保持自己的主动地位，不断调整自己的研究目标，展开了

空间科学研究领域的竞争。
为了适应国际航天领域发展趋势，推动我国航天技术和航天事业的发展，对和平利用外

层空间和人类的文明和进步做出应有的贡献，根据科学研究和提高综合国力的现实需求，我
国明确提出了“发展空间科学，开展深空探测”的发展目标，包括建立新型的科学探测与技术

实验卫星系列，加强空间微重力、空间材料科学、空间生命科学、空间环境和空间天文研究，
以及开展以月球探测为主的深空探测的预先研究。近期月球探测正在实施当中，月球探测

将成为我国空间科学和技术发展的第三个里程碑。发射人造地球卫星、载人航天和深空探

测是我国航天活动的三部曲，以后将会陆续开展行星际的深空探测和研究。
深空探测任务的首要关键技术之一是航天器轨道设计。飞行轨道可以是直接转移轨
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道、持续小推力转移轨道（如太阳光帆和离子推进器等）、通过绕飞行星进行借力飞行

（Ｓｗｉｎｇ ｂｙ或ＧｒａｖｉｔｙＡｓｓｉｓｔ，ＧＡ）变轨的轨道，或利用引力平衡点进行转移的节能转移轨

道（刘林等，２００５）。但最终目的都是为了设计出飞行时间尽量短，飞行所需燃料尽量少的飞

行轨道。
深空探测任务中，航天器摆脱地球引力，进入日心转移轨道，最后与目标行星相遇，这种

轨道过渡顺序称为行星际过渡。行星际探测中，航天器需要经历脱离地球和接近目标行星

的过程。这些过程中，受到引力主要来自行星（远大于太阳引力对其的影响），人们通常将行

星引力占主导作用的这部分范围称作引力影响球（耿长福，２００６）。因此深空探测任务轨道

通常也分为三段：逃逸轨道、日心过渡轨道和目标行星俘获段（杨嘉墀等，２００５），若涉及借力

飞行变轨时，还需要增加一段，即行星绕飞段。
由于深空探测任务的目标星体距离地球很远，如果采用相对目标星的直接转移轨道，那

么所要求的发射能量会很大，目前的运载火箭可能无法满足其要求。为了节省发射能量，通
常先用较小的速度飞行，然后在飞行过程中借助行星的引力来加速或改变航天器飞行方向，
从而最终飞向目标星，这种借助行星引力而实现变轨飞行，被称为借力飞行。这就是说，在
行星际中可以利用行星的引力作用改变航天器的运动速度的大小和方向，从而可以在没有

任何动力消耗的情况下对航天器加速，从而实现变轨。
“先驱者”、“旅行者”和“伽利略”探测器的轨道已经证明了借力飞行轨道在行星际任务

中是极有价值的一种轨道设计方案，借力飞行技术目前已应用于行星际的轨道设计中。
国际上多天体交会借力飞行轨道设计的主要方法通常是：通过绘制发射和到达能量等

高线图（Ｓｉｍｓ，ｅｔａｌ，１９９６）来寻找满足发射要求的发射窗口，通过在借力天体处飞入和飞出

能量的匹配将不同的轨道段用圆锥曲线法拼接起来，然后根据飞行时间或发射能量等约束

进行优化设计。Ｂｒｏｕｋｅ曾对借力飞行技术做了详细的描述，Ｓｅｒｇｅｖｅｖｓｋｙ和Ｙｉｎ等人提出

了绘制确定直接转移轨道的发射和到达能量的ＰｏｒｋＣｈｏｐ图的方法，后人沿用此法并不断

改进（马文臻，２００６）。
能量等高线法原理简单直观，并能对发射机会做出一个全局的估计，应用十分广泛。

ＮＡＳＡ甚至将部分时段向各大行星飞行的能量等高线图绘制成手册供轨道设计者使用。
但是能量等高线法本质上是一种穷举的方法，需要耗费大量计算时间，并且无法精确控制计

算的精度，若要提高精度就需要将时间节点划分得更密，计算量也会随之成倍增长（石再明

等，２００６）。因此迫切需要开发一类高效的算法，能够在大的优化空间中快速搜索到全局最

优解（任远等，２００７）。目前，从轨道设计模型到优化算法，从学术界到工程领域都有许多研

究成果，其中大量涉及轨道交会问题的研究。近地航天器的交会与深空探测交会模型有所

不同，如较近的航天器使用基于相对运动的ＣＷ 方程（又称 Ｈｉｌｌ方程）进行求解（向开恒等，

１９９９；朱仁璋等，２００５；吴涛等，２００１），其中也有基于绝对运动方法的求解模型，朱仁璋等

（２００６）对航天器交会的不同模型进行了比较性研究。
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对新型借力飞行模型和基于该模型的轨道优化设计工作，国内外也有相关研究，如利用

行星大气进行气动借力飞行的行星任务设计，哈尔滨工业大学的乔栋等（２００５ｂ）、国外的

Ｐｏｖｏｌｅｒｉｌ等（２００４）都开展了相关研究。这些新的计算模型能设计出比一般借力飞行变轨

模型更好的解，但对优化算法的设计所提出的新的挑战并不多。此外，基于持续小推力变轨

的交会和利用引力平衡点附近的“高速通道”进行低能转移的交会模型（龚胜平等，２００７；陈
方杰，２００７），以及基于这些模型的优化算法，国内外也有大量的相关研究，但这些问题本书

没有展开讨论。
在多体轨道设计中，传统的求解方法是利用打靶法，将两点边值问题转化为单点初值问

题进行求解。但是当目标点离目标天体较近时，打靶法就很难收敛到目标点。本书提出了

一种逐次逼近打靶法，通过大量的实验表明，逐次逼近打靶法较传统打靶法有更高的收敛速

度和计算精度。
在国内航天器轨道优化算法研究中，既有传统的基于牛顿迭代等确定性的局部寻优算

法的研究（乔栋等，２００５ａ），也有基于演化算法等全局优化算法的研究（张洪波等，２００６），但
这些研究多是针对特定优化模型下的算法应用研究。

演化算法作为一个新型的优化工具，在国内外已经有很多研究机构将演化算法成功地

应用到了轨道优化设计中。

２００３年，ＥＳＡ为了增加航天任务的安全性与可靠性，降低任务的风险与成本，增加空间

任务成果的回报，其下属机构ＡＣＴ（ＡｄｖａｎｃｅＣｏｎｃｅｐｔＴｅａｍ）开展了空间任务分析与设计的

全局优化算法研究，以解决航天器的轨道设计优化问题。研究报告对任务设计问题从问题

约束、推力控制类型、航天器模型、飞行动力学模型和模拟精度来进行分类研究（Ｍｙａｔｔ，ｅｔ
ａｌ，２００３）。将任务设计问题依据其复杂性由简到繁划分为：轨道优化设计问题、弱稳定边界

问题和优化姿态控制问题；指出了应用全局优化的必要性和如何选择合适的全局优化算法；
开发了与任务设计问题相关的全局优化新颖的可视化工具。研究报告认为，差分演化算法

是解决任务设计问题最有效的方法。

２００６年，ＡＣＴ的Ｉｚｚｏ等（２００６）研究了多借力飞行轨道优化问题的空间修剪技术，得到

一个具有多项式时间复杂度的优化算法，后被ＥＳＡ称为“有里程碑意义”的研究成果。

２００７年９月，Ｋａｌｙａｎｍｏｙ（２００７）、戴光明等（２００９）将多目标优化思想引入深空探测任

务航天器轨道优化问题中，采用多目标优化算法ＮＳＧＡ Ⅱ对轨道转移时长与转移所消耗

能量进行优化。同期，ＡＣＴ的ＴａｍáｓＶｉｎｋó等（２００７）给出了特定轨道计算模型在给定约

束条件下一些优化问题的Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ，为研究行星际轨道优化算法提供了重要的参考标准。
计算机仿真是通过建立数学模型以程序的方式来模拟真实的事物，可以对研究目标进

行快速准确的分析，同时具有节约投资和直观生动的优点，计算机仿真已经广泛应用于各个

领域。计算机仿真技术在航天任务轨道设计和优化的研究工作中也得到广泛的应用，为航

天事业的发展和技术应用发挥着不可替代的作用。
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国外许多航天机构都拥有专门用来求解轨道优化问题的软件包。比较著名的有

ＮＡＳＡ所采用的ＰＯＳＴ（ＰｒｏｇｒａｍｔｏＯｐｔｉｍｉｚｅＳｉｍｕｌａｔｅｄＴｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ）、美国航天公司研制

的一套 ＧＴＳ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｇｒａｍ）、德国的 ＢＮＤＳＣＯ（Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆＯｐｔｉｍａｌＣｏｎｔｒｏｌＰｒｏｂｌｅｍ）和ＤＩＲＣＯＬ（ＤｉｒｅｃｔＣｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ）、欧空局近年来研制

成功的两套大型轨道优化包 ＡＳＴＯＳ（ＡｅｒｏｓｐａｃｅＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＳｏｆｔｗａｒｅ）和

ＡＬＴＯＳ。这些软件包优化问题的求解基本上都采用直接法。
加州理工学院的喷气推进实验室提供了用于多天体交会轨道设计的工具ＳＴＯＵＲ

（ＳａｔｅｌｌｉｔｅＴｏｕｒＤｅｓｉｇｎＰｒｏｇｒａｍ），它是基于圆锥曲线拼接的原理。ＳＴＯＵＲ一般给出初始

的设计参数，可用来进行更精确的引力场模型的优化，其缺点就是不能确保找到所有满足发

射要求的轨道。为此，Ｌｏｎｇｕｓｋｉ等人提出了一种自动设计多天体交会借力飞行轨道的方

法，即给出初始发射的时间段和目标星体，通过自动寻找Ｃ３（即飞出和飞入借力天体的能

量）的匹配，找出所有满足条件的发射机会。这种方法不仅有效地提高了效率，同时给出了

更多的轨道设计方案，使ＳＴＯＵＲ升级为ＳＴＯＵＲＡ，即发射机会的自动化搜索软件，它可以

完成轨道的初始方案设计。

ＳＴＯＵＲＡ的不足之处是不能确定轨道设计中深空机动的位置，这决定了该软件只能

设计出多天体交会的纯借力飞行轨道方案。随后，Ｌｏｎｇｕｓｋｉ等人又提出了一种自动设计带

有深空机动的借力飞行轨道的方法，通过这种方法设计的深空机动点将使得在两个引力体

之间飞行段的能量最小，由此他们设计出了用于任务总能量优化分析的 ＭＩＤＡＳ软件。
尽管圆锥曲线拼接法对于深空轨道初始设计与任务验证来说可以提供足够的精度，但

是在实际工程中，精确模型下的轨道优化问题是不可缺少的。Ｓａｕｅｒ提出了一种基于主矢

量原理的纯借力飞行轨道的优化方法，考虑了第二体引力，比圆锥曲线拼接法得到的轨道精

确，但是递推比较复杂。针对带有深空机动的多天体交会借力飞行轨道，Ａｍａｒｉｏ和Ｂｙｒｎｅｓ
等人提出了带有飞越高度和飞越方向约束的轨道优化方法，即通过变化借力天体之间深空

机动点的位置来寻找总的深空机动的最小值，通过求解Ｎ体交会问题可以得到连接深空机

动点之间的轨道段，运用多次圆锥曲线法和牛顿算法得到优化结果。该方法成功应用于伽

利略探测器的轨道优化。

ＳＴＫ（ＳａｔｅｌｌｉｔｅＴｏｏｌＫｉｔ）作为航天任务仿真软件的代表，具备可视化程度高、软件模块

功能完善、模型精确可靠、使用方便等特点，在国内外得到了广泛和成功的应用。ＳＴＫ是

ＡＧＩ公司开发的一个综合性的软件包，除直接操作该软件进行航天任务仿真分析外，ＳＴＫ
还提供了软件二次开发接口，为用户进行系统集成提供了支持。基于ＳＴＫ提供的丰富功能

进行航天任务可视化仿真，可以利用ＳＴＫ经过验证的大量仿真模型快速、有效地构建仿真

系统；丰富的三维和二维仿真显示功能则为用户提供了直观、易于理解的表现形式，从而可

以更容易地发现航天任务中存在的问题（张占月等，２００６）。由于界面友好等特性，ＳＴＫ在

教学中也得到广泛应用。当然ＳＴＫ也有其自身的缺陷，ＳＴＫ主要关注仿真，而在航天任务
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轨道优化方面能力不足。
我国对开发航空和航天任务轨道仿真软件进行了大量的研究。如清华大学的小卫星姿

态控制系统仿真平台（徐晓云等，２００３）注重于三维实时现实技术；西安导航技术研究所的飞

行航迹产生软件（马云，２００３）可以仿真飞机的多种飞行运动轨迹；国防科技大学的交会对接

仿真系统（王华，２００２）则注重于航天器的交会和对接的数值仿真；解放军信息工程大学

２００６年开展的导航载体轨迹仿真系统的研究与开发（郑亚弟，２００６）和航天任务实时三维可

视化仿真（蓝朝桢，２００７）等。这些仿真系统主要专注于地球卫星任务的仿真，不具备深空探

测的仿真和航天任务轨道的优化功能。

§１．２　轨道设计基本概念

航天任务设计问题可以从问题约束、控制类型、航天器模型、太阳系统模型和模拟精度来

分类研究。任务设计问题依据问题复杂性由简到繁可以划分为：轨道设计问题、弱稳定边界问

题和优化姿态控制（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）。而本节主要讨论的就是轨道设计的基本问题。

１．２．１　基本问题

（１）点到点转移：这是一类最基本的问题，它解决的是从某一个惯性坐标系中的一个固

定点到另一点的转移，这种转移通常假定转移轨道是开普勒轨道，实际上也可以不是开普勒

轨道。
（２）Ｌａｍｂｅｒｔ（兰伯特）问题：如果在点到点转移问题中增加转移时间的限制条件，即从

一点到另一点的时间要求在时间ｔ内完成，并且转移的轨道是开普勒轨道，则这样的问题就

是Ｌａｍｂｅｒｔ问题。这种转移通常至少需要一个单脉冲推力，一般通过数值计算的方法可获

得Ｌａｍｂｅｒｔ问题的解，即推力的方向、大小以及转移轨道。依据天体动力学模型，Ｌａｍｂｅｒｔ
问题的解是在一个连续的二维或三维的空间中，我们将在３．１节中具体地讨论该问题。

（３）最小ΔｖＬａｍｂｅｒｔ问题：它同一般的Ｌａｍｂｅｒｔ问题不同，最小ΔｖＬａｍｂｅｒｔ问题不仅

限制了转移的时间，同时要求脉冲推力最优，即Δｖ最小。
（４）轨道到轨道转移：一般是指从一个开普勒轨道转移到另外一个开普勒轨道。
（５）霍曼（Ｈｏｈｍａｎｎ）变轨：要求双脉冲推力作用，霍曼变轨是共面圆轨道之间的最佳变

轨方式，脉冲推力Δｖ也可以直接求得。霍曼变轨也可以扩展到任意椭圆形变轨，问题的解

可在一维空间中搜索得到。关于霍曼变轨的详细分析将在２．３．２节中给出。
（６）连续推力变轨：在变轨过程中通过连续的推力作用而达到变轨的目的，因为有外力

的作用，转移的轨道不是开普勒轨道。另外，最小时间连续推力变轨与连续推力变轨类似，
但它是另一类变轨问题。

（７）体到体变轨：一般为行星际的轨道转移，体到体变轨是标准轨道设计问题中最复杂
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的一类，最常见的就是地球 火星的转移轨道设计。由于行星的周期性运动，使得这类问题

存在着多个局部极小值（全局最小值是孤立的，在２．３．２节我们将具体讨论）。本书将对此

问题进行分析。
（８）借力飞行变轨，即引力辅助：经常被用来减少Δｖ的需求量和任务持续的时间。通

过选择一些被公认的借力行星序列，使用多借力飞行来设计行星际飞行轨道。借力飞行轨

道设计问题本身存在着很多局部极小值（全局最小值是伴生的），而借力行星序列的选择引

入了一些离散维变量到这类优化问题中。因此不能依靠传统的优化算法，如需要计算梯度

的方法来达到全局优化的目的。另外，搜索空间的维数也因为会受到可能的借力次数和航

天器的控制模型这两个因素的影响，而且事实上，绕行星借力变轨的次数也是一个优化的参

数，因此该问题的搜索空间是变维的（杨嘉墀等，２００５）。借力飞行轨道的设计将在３．３节中

具体地讨论。

１．２．２　转移轨道属性描述

一般来讲，因为对问题复杂性的理论分析是极其困难的，Ｔｒｎ推荐对问题根据经验的

研究来决定它们的难度（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）。对于问题复杂性，有４个属性是非常重要的：
全局最优吸引盆的大小、可提供的函数评估的次数、全局最小值的伴生或孤立和局部最小值

的数量。

１．全局最优吸引盆的大小

通过在定义域中取样，并使用一个带有无穷小的步长的严格递减的局部最小值找出对

应的最小值，可以得到全局最优的吸引盆的大小。这将给出吸引盆填充定义域的近似比例

值。尽管这样找出的最小值在实际中是不可能的，但是所有的局部优化算法将给出一些目

标函数的近似值，如ＳＱＰ局部优化方法。
全局最小值的吸引盆的相对大小与定义域的大小成反比。因此一个最小的搜索定义域

一般要使吸引盆的比例最大，同时使函数的凸性最大。

２．可提供的函数评估的次数

使用一个随机搜索的方法或者穷举法，任何全局最优能够在无限的时间里得到，但是这

肯定不是解决一般优化问题的最好方法。因此，要确定函数评估的次数Ｎｆ，否则认为优化

问题是难以处理的。很明显，这在主观上依赖于意识到的可接受的时间和可提供的计算资

源，除在严格的约束条件下，Ｎｆ 值很难确定。
然而，如果与优化算法相关的消耗相比于评估目标函数的消耗是可以忽略的，那么可以

有效地比较不同的优化算法所需要的函数评估的次数。

３．伴生的或孤立的全局最小值

Ｔｒｎ定义全局最小值的伴生是指在搜索空间中局部最小值出现在全局最小值附近，找
出一个这样的局部最小值中的一个可以帮助找出全局最优解，这是可行的。因为任何随机
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的全局最优搜索算法具有通过许多局部最小值朝着全局最小值改进的可能性。附近有其他

的局部最小值的全局最小值认为是伴生的，否则是孤立的。
在两个不同的问题中全局最小值的伴生性可以用如下方式比较：首先，把搜索空间标准

化为单位超立方体；然后，按照距离全局最优解的欧几里德距离，作局部最小值密度的柱状

图。局部最小值的欧几里德距离以因子ｎ１／２进一步标准化，ｎ１／２是将搜索空间规格化后得到

的超立方体的对角线。

４．局部最小值的数量

尽管全局最小值被局部最优解包围是很有好处的，然而它们减小了全局最小值的吸引

盆。因此如果一个问题的局部最小值越多，它就越难被全局优化。另外，最小值很有可能与

函数的谷值相遇，这表示有无穷多个局部最小值。
地球 火星转移轨道是体到体变轨问题中最常见和最基本的轨道设计问题。下面将使

用以上讨论的４个属性来分析该问题的复杂性。
地球 火星转移轨道是一种双脉冲变轨方式（见２．３．２节），即离开地球时的一次脉冲加

力和到达火星时的一次脉冲制动。该问题中的决策变量为发射时间ｔ０ 和转移时间ｔ，对于

推力最优而言，设航天器的位置为珝Ｒ，则目标函数ｆ等于：

ｆ＝｜珝Ｒ
·

ｉ｜＋｜珝Ｒ
·

ｆ｜ （１ １）

式中：珝Ｒ
·

ｉ 为逃离地球时相对于地球的逃逸速度；

珝Ｒ
·

ｆ 为进入火星影响球时相对于火星的速度。

珝Ｒ
·

ｉ 和珝Ｒ
·

ｆ 可以通过给定的发射时间ｔ０ 和飞行时间ｔ，求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题得到。
分析地球 火星转移轨道问题时，需要考虑到行星的会合周期。因此决策变量的选取需

要包含有几个会合周期，发射时间ｔ０ 和飞行时间ｔ的范围选取在：ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００
（以２０００年１月１日凌晨零点为起始时刻），ｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ。

图１ １显示了在二维空间下的目标函数的分布，可以看到有多个局部极小值，并且该

函数是一个类似周期性的函数，其周期取决于会合周期。如果轨道是圆形的，并且是共面，
所有的局部极小值将是一样的全局最小值。因为在每一个会合周期，相对于行星的同一位

置会重复出现。然而，对于非共面和非圆的轨道，存在一个唯一的全局最优值。
为了测试全局最优的吸引盆，将搜索空间每一维划分成５０块，在每一个格网内，执行

ＳＱＰ搜索，找到对应网格的局部最小值，使用这种方法，找到１１个不同的最小值。图１ ２
中的五角星显示其结果，并且以不同的颜色绘制出了每个最小值的吸引盆大小。

表１ １显示了所有对应于ＳＱＰ算法的最小点的决策变量和目标函数的值，９到１１不

是真正的最小点，仅仅是边界限制在决策变量上的结果，如果这些边界不是严格的，那么这

些最小点不会出现。

·７·　　第一章　概　论　



400

350

300

250

200

150

100

80

70

60

50

40

30

20

10

1 000 1 500 2 000 2 500 3 000 3 500
t0(MJD2000)

D�
(k

m
/s

)

t(
da

ys
)

图１ １　地球 火星最优推力问题的目标函数分布图
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图１ ２　地球 火星推力最优转换的吸引盆
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表１ １　最小值的决策变量和目标值

最小点 ｔ０（ＭＪＤ２０００） ｔ（ｄａｙｓ） ｜ｖｉ｜（ｋｍ／ｓ） ｜ｖｆ｜（ｋｍ／ｓ） ｆ（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．７ ２０２．９ ２．９６８ ２．６９９ ５．６６７

２ ３５７３．４ ３２３．２ ３．２０７ ２．４６６ ５．６７３

３ ２８１２．５ ３４４．２ ３．６５９ ２．５６４ ６．２２３

４ １２２５．５ ２３３．２ ３．５３９ ２．８１６ ６．３５３

５ ２０５７．５ ２１６．５ ４．１８０ ２．６５４ ６．８３５

６ ３５９７．８ ２７３．５ ４．３６４ ２．４９７ ６．８６１

７ ２０４８．２ ３５０．５ ４．１７０ ２．９３６ ７．１０６

８ ２８３４．３ ２４６．０ ４．７６８ ２．６０１ ７．３６９

９ ３７６６．８ ４００．０ １０．０２７ １１．６０６ ２１．６３３

１０ ８００．０ ４００．０ ２６．１９５ １８．０９４ ４４．２９２

１１ ３８００．０ １２６．７ ３７．８７７ ２５．４３９ ６３．２８９

全局最优解吸引盆的大小

表１ ２按比例给出了每一个最小值所占搜索空间的相对大小。很明显，全局最优（最
小点１）的吸引盆大小大约是整个搜索区域的２５％，因此，采样点不落在全局最优吸引盆的

概率约为（１－２５％），经过Ｎ 次类似搜索后，搜索点不落在全局最优吸引盆内的概率约为

（１－２５％）Ｎ。

表１ ２　使用ＳＱＰ找到的近似比例的吸引盆大小

最小点 吸引盆大小 最小点 吸引盆大小

１ ０．２５２０ ７ ０．１７０４

２ ０．１６８０ ８ ０．０８２０

３ ０．１６５２ ９ ０．０００４

４ ０．００３２ １０ ０．０２５６

５ ０．０８５２ １１ ０．０００４

６ ０．０４７６
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函数评估的次数

使用表１ ２的信息，可以估计出ＳＱＰ搜索的次数，可以得到为了使找到全局最小值的

概率达到９９％而需要评估函数的次数。如前所述，假设全局最小值的吸引盆大小与搜索域

的比值为ｐ，那么，经过Ｋ 个函数评估后，没有找到一个在全局最小值的吸引盆中的点的

概率约为：

ｐｆａｉｌ＝ （１－ｐ）Ｋ （１ ２）
因此，如果需要达到一个指定的ｐｆａｉｌ，需要的采样数即函数评价的次数为：

Ｋ ＝ ｌｏｇ（ｐｆａｉｌ）
ｌｏｇ（１－ｐ）

（１ ３）

为了能够使找到一个或更多的全局最优的概率达到９９％，至少需要１６次随机初始条

件的ＳＱＰ搜索。这个结果也可以根据任何给定的发射窗口得到：由于４个地球 火星会合

周期包含在发射窗口中，并且ｐ≈１／４。这里，假设每个周期内的全局最小值是一样的，所
以吸引盆的相对大小大约为ｐ≈１／ｉ，其中ｉ为包含在发射窗口中的会合周期数目。因此，
函数评估的数量可以近似地表示为：

Ｋ ≈
ｌｏｇ（ｐｆａｉｌ）

ｌｏｇ（１－１ｉ
）

（１ ４）

由于当０＜ｘ１时，ｌｏｇ（１－ｘ）≈－ｘ，则式（１ ３）可写成：

Ｋ ≈－ｉ·ｌｏｇ（ｐｆａｉｌ） （１ ５）
所以，需要的ＳＱＰ搜索次数与发射窗口的大小近似地呈线性关系。因此，如果对ＳＱＰ

的参数适当地初始化，那么ＳＱＰ的计算消耗相对于会合周期的数量将保持恒定，并且，该问

题的时间复杂度与发射窗口的大小成正比。
局部最优解个数

在选择的发射窗口中，找到了１０个极小值。根据 Ｔｒｎ对同样拥有１０个极小值的

“Ｓｈｅｋｅｌ１０”函数分类，该问题只有不到１０个极小值，因此可归类为局部极小值较少的问

题。
全局最优的伴生性

图１ ３的柱状图显示在该问题中，各个局部极小值离全局最小值的归一化距离。从图

中很容易看出，没有局部最小值非常靠近全局最小值，因此，该问题的全局最小值是孤立的。
问题的复杂性分类

在这个问题中，已经确定（１－ｐ）Ｋ 是很小的，最小值的个数也是比较少的，并且最小

值是孤立的，因此这类问题可以被认为是容易被优化的问题。
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图１ ３　局部最小值离全局最小值的分布统计

§１．３　非线性规划的最优化算法

使用全局优化技术求解航天器轨道与星座优化问题，提高任务分析和设计准确性。目

前在进行航天器轨道设计优化时，人们更多地采用了离散化的方法、配点法、多重打靶法和

多重参数优化方法，变换最优控制问题为非线性规划问题，采用非线性规划方法求解。然而

参数化后的最优控制问题往往是一类高维的非光滑问题，应用传统的非线性规划算法，比如

序列二次规划方法（ＳＱＰ）、共轭梯度法和单纯形算法求解该问题时，往往遇到病态梯度、初
始点敏感和局部收敛等问题。特别是对于一类终端时刻可变的优化控制问题，基于梯度的

非线性规划算法则是遇到了更大的麻烦。ＮＡＳＡ和ＥＳＡ将近年来兴起的启发式算法、遗
传算法、禁忌搜索等不完全算法应用到航天器的飞行轨道设计、姿态控制等问题中，并取得

了很好的效果。
为了叙述方便，记数学规划模型的一般形式：

ｍｉｎ　ｆ（ｘ）———目标函数

ｓ．ｔ．ｘ∈Ｓ———约束集合，可行集

其中，ＳＲｎ，ｆ：Ｓ→Ｒ，ｘ∈Ｓ称为问题的可行解。

若ｘ ∈Ｓ，满足ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ），ｘ∈Ｓ，则称ｘ 为全局的最优解（最优解）；若ｘ

为问题的最优解，则称ｆ ＝ｆ（ｘ）为问题的最优值（最优目标函数值）。

若存在ｘ 的邻域Ｎ（ｘ），使得ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ），ｘ∈Ｓ∩Ｎ（ｘ），则称ｘ 为问题

的局部最优解。
在上述定义中，当ｘ≠ｘ 时有严格不等式成立，则分别称ｘ 为问题的严格全局最优解
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和严格局部最优解。
数学规划模型建立之后，主要问题是如何求解这个数学模型。最优化问题的求解方法

可以分成以下几类。
（１）间接法（或称解析法）。这种方法只适用于目标函数（或泛函）及约束有明显的解析

表达式的情况。求解方法是先求出最优的必要条件，再来求解这组方程或不等式。一般是

用求导数的方法或变分方法求出必要条件，通过必要条件将问题简化，因此称为间接法。主

要包括：求解无约束问题的古典微分法、古典变分法；求解有约束优化问题时根据库恩 图克

定理、极大值原理而形成的策略和方法。
（２）直接法。当目标函数较复杂或不能用变量显函数表示时，无法用解析法求必要条

件，这时要用直接探索的方法经过若干次迭代搜索到最优点。这种方法常常是根据经验或

试验得到的。对于一维搜索问题（单变量极值问题）主要是应用区间消去法（斐波那西法、黄
金分割法等）或多项式插值法。对于多维搜索问题（多变量极值问题）主要应用爬山法。这

类方法主要包括：坐标轮换法、步长加速法、方向加速法、单纯形法及随机搜索法。
（３）以解析法为基础的数值计算法。这类方法也是一种直接法，但它是以梯度法为基

础，因此是一种解析与数值计算相结合的方法。其中有无约束梯度法（最速下降法、拟牛顿

法、共轭梯度法及变尺度法等）、有约束梯度法（可行方向法、梯度投影法等）和化有约束问题

为无约束问题的方法（ＳＵＭＴ法、ＳＷＩＦＴ法和复形法等）。
（４）以演化算法为代表的随机搜索算法。由于传统的优化方法难于处理高维、非线性、

目标函数或约束条件无明显解析式等问题，存在的缺点和不足主要有：

一般对目标函数都有较强的限制性要求，如连续、可微、单峰等。

大多数优化方法都是根据目标函数的局部展开性质来确定下一步搜索方向，这与求

函数的整体最优解的目标有一定的抵触。

在实现算法之前，要进行大量的准备工作，如求函数的一阶和二阶导数，某些矩阵的

逆等。在目标函数较为复杂的情况下，这项工作是很困难的，有时甚至是不可能的。

算法结果一般与初始值的选取有较大的关系，不同的初值可能导致不同的结果。初

始值的选取较大地依赖于优化者对问题背景的认识及所掌握的知识。

算法缺乏简单性和通用性。针对一个问题，优化方法的使用者需要有相当的知识去

判定使用哪一种方法较合适。这一困难是使优化方法得到更广泛应用的主要障碍之一。

对某些约束问题较难处理。
近年来，演化计算等基于自然法则的随机搜索算法，在优化领域取得的成功引起了人们

的普遍关注。越来越多的人加入到演化优化的研究之中，并对演化算法作了诸多改进，使其

更适合优化问题。同时，对演化计算所适合的优化问题的讨论也是目前研究的热点。近年

来，人们发展了一类以演化算法为核心的随机搜索算法。
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第二章　行星际轨道动力学基础

在航天器动力学中，把研究两个质点模型天体在它们之间的万有引力作用下的运动问

题称为二体问题，即忽略其他天体的作用，只研究某一个影响力最大的天体对航天器的作

用；把航天器在多个天体的万有引力共同作用下的运动问题称为Ｎ 体问题。二体问题可以

得到形式简单的解析解，而多体问题只能依靠数值积分方法计算得到。本章介绍航天器的

轨道动力学基础知识。

§２．１　常用时空系统

时间离不开物质的运动，要研究航天器在太空中的运动规律，必须确定参考系。在参考

系中通过时间的计量来研究航天器的运动规律。

２．１．１　常用时间系统

研究物体运动，需要一种均匀的时间尺度。历史上，这种均匀的时间尺度是以地球自转

为基础的。但由于地球自转的不均匀性，这种时间系统已经不适应；但由于地球自转与人们

的生产活动密切相关，因此时间系统又必须与地球自转相协调，这就导致了时间系统的复杂

化。
现行的时间系统基本上分为（郗晓宁等，２００３）：以地球自转运动为依据建立的时间系

统，称为世界时；一类是以地球公转运动为依据建立的时间系统，称为历书时（历书时系统由

于存在诸多缺陷，从１９８４年开始，已完全被原子时所代替）（马文臻，２００６）。
原子时秒长均匀，稳定性强，但它却与地球自转无关，在研究航天器运动规律时，却涉及

到计算地球的瞬时位置等数据，这又需要世界时。因此为了兼顾世界时和原子时的秒长，建
立一种折衷的时间系统，称为协调世界时ＵＴＣ（ＵｎｉｖｅｒｓａｌＴｉｍｅＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｄ）。根据国际规

定，协调世界时的秒长与原子时秒长一致，在时刻上则要求尽量与世界时接近。从１９７２年

起，规定两者的差值保持在±０．９秒内。为此可能在年底或年中对世界时的时刻作一整秒

的调整，也就是通常所说的闰秒现象。最近的一次闰秒发生在２００６年１月１日０点。有关

闰秒的详细资料参考：ｈｔｔｐ：／／ｅｎ．ｗｉｋｉｐｅｄｉａ．ｏｒｇ／ｗｉｋｉ／Ｌｅａｐ＿ｓｅｃｏｎｄ。
另外，天文上常用年的小数表示某一特殊时刻，称为历元。天文上通常有两种历元取法
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和年的长度计算方法。一种叫做贝塞尔（Ｂｅｓｓｅｌ）年，其长度是平回归年，即３６５．２４２１９８８
平太阳日，常用的贝塞尔历元，是指太阳平黄经２８０°的时刻，例如１９５０．０并不是人们习惯

的世界时１９５０年１月１日０时，而是１９４９年１２月３１日２２ｈ０９ｍ４２ｓ；一种称为儒略（Ｊｕｌｉａｎ）

年，其长度是３６５．２５平太阳日。儒略历元２０００．０即２０００年１月１日１２ｈ００ｍ００ｓ。儒略日

计日法可以倒退到公元前４７１３年１月１日的格林尼治（Ｇｒｅｅｎｗｉｃｈ）平午（即世界时１２ｈ），每
天顺数而下。显然，引用儒略年比贝塞尔年更方便在人们习惯使用的世界时之间进行转换，

因此从１９８４年起，贝塞尔年已被儒略年所代替。

随着时间的推移，儒略日数值已经很大，因此引入约简儒略日，记为 ＭＪＤ（Ｍｏｄｉｆｉｅｒ
ＪｕｌｉａｎＤａｔｅ），它从世界时１８５８年１１月１７日０时开始。定义为：

ＭＪＤ＝ＪＤ－２４０００００．５ （２ １）

ＭＪＤ自１８５８年１１月１７日０ｈＵＴ开始。另一个修正儒略历元为 ＭＪＤ２０００，定义为：

ＭＪＤ２０００＝ＪＤ－２４５１５４４．５ （２ ２）

即世界时２０００年１月１日０时为 ＭＪＤ２０００的起始时刻。

由于儒略日的计时方法是基于世界时的，且它与人们习惯的年月日表现形式不一样。

因此通常需要在儒略日与世界时之间进行转换。

设ＵＴ／ＵＴＣ日期格式为Ｙｅａｒ Ｍｏｎｔｈ Ｄａｙ，给出转换公式如下：
（１）ＵＴ／ＵＴＣ日期转换成儒略日。

ＪＤ＝Ｄａｙ－３２０７５＋ １４６１４ × Ｙｅａｒ＋４８００＋ Ｍｏｎｔｈ－１４（ ）［ ］｛ ｝１２

＋ ３６７１２× Ｍｏｎｔｈ－２－ Ｍｏｎｔｈ－１４（ ）１２［ ］｛ ｝×１２

＋ ３
４× Ｙｅａｒ＋４９００＋ １１００×

Ｍｏｎｔｈ－１４（ ）［ ］｛ ｝１２ －０．５ （２ ３）

（２）儒略日转换成ＵＴ／ＵＴＣ日期。

Ｊ＝ＪＤ＋０．５
Ｎ＝４×（Ｊ＋６８５６９）÷１４６０９７
Ｌ１＝Ｊ＋６８５６９－［（Ｎ×１４６０９７＋３）÷４］

Ｙ１＝４０００×（Ｌ１＋１）÷１４６１００１
Ｌ２＝Ｌ１－［（１４６１×Ｙ１）÷４］＋３１
Ｍ１＝８０×Ｌ２÷２４４７
Ｌ３＝Ｍ１÷１１
Ｄａｙ＝Ｌ２－［（２４４７×Ｍ１）÷８０］

Ｍｏｎｔｈ＝Ｍ１＋２－１２×Ｌ３
Ｙｅａｒ＝１００×（Ｎ－４９）＋Ｙ１＋Ｌ

烅

烄

烆 ３

（２ ４）
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儒略日的小数部分由世界时的时分秒（Ｈｏｕｒ Ｍｉｎｕｔｅ Ｓｅｃｏｎｄ）换算，公式如下：

Ｆｒａｃｔｉｏｎ＝Ｈｏｕｒ２４ ＋Ｍｉｎｕｔｅ１４４０＋
Ｓｅｃｏｎｄ
８６４００

（２ ５）

另外，由于世界时是不均匀的时间尺度，因此在计算精度要求很高时，就需要使用基于

原子时的时间系统。这就导致虽然我们可以按式（２ ３）～式（２ ５）很容易的在 ＵＴ／ＵＴＣ
和儒略日（ＪＤ）之间进行转换，但在计算两个儒略日之间精确时间间隔时，则需要考虑闰秒

的问题。简单的方法是将两个儒略日转换为国际原子时（ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＡｔｏｍｉｃＴｉｍｅ，ＴＡＩ）
秒，再进行秒差的计算。表２ １给出了１９７２年至今的闰秒记录。

表２ １　闰秒记录

ＴＡＩ ＵＴＣ（秒） 发生闰秒的时刻（ＪＤ） 发生闰秒的时刻（ＵＴＣ）

１０ ２４４１３１７．５ １９７２年１月１日０时

１１ ２４４１４９９．５ １９７２年７月１日０时

１２ ２４４１６８３．５ １９７３年１月１日０时

１３ ２４４２０４８．５ １９７４年１月１日０时

１４ ２４４２４１３．５ １９７５年１月１日０时

１５ ２４４２７７８．５ １９７６年１月１日０时

１６ ２４４３１４４．５ １９７７年１月１日０时

１７ ２４４３５０９．５ １９７８年１月１日０时

１８ ２４４３８７４．５ １９７９年１月１日０时

１９ ２４４４２３９．５ １９８０年１月１日０时

２０ ２４４４７８６．５ １９８１年７月１日０时

２１ ２４４５１５１．５ １９８２年７月１日０时

２２ ２４４５５１６．５ １９８３年７月１日０时

２３ ２４４６２４７．５ １９８５年７月１日０时

２４ ２４４７１６１．５ １９９０年１月１日０时

２５ ２４４７８９２．５ １９９１年１月１日０时

２６ ２４４８２５７．５ １９９２年７月１日０时

２７ ２４４８８０４．５ １９９３年７月１日０时

２８ ２４４９１６９．５ １９９４年７月１日０时

２９ ２４４９５３４．５ １９９６年１月１日０时

３０ ２４５００８３．５ １９９７年７月１日０时

３１ ２４５０６３０．５ １９９９年１月１日０时

３２ ２４５１１７９．５ ２００６年１月１日０时

３３ ２４５３７３６．５ ２００９年１月１日０时
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　　ＵＴＣ转换为ＴＡＩ的过程描述如下：

ｕｔｃＪＤ＝ＵｔｃＤａｔｅＴｏＪＤ（ｙｅａｒ，ｍｏｎｔｈ，ｄａｙ）

ｆｏｒｉ＝３３ｄｏｗｎｔｏ０
　ｉｆｕｔｃＪＤ＞＝ＬｅａｐＳｅｃｏｎｄＴａｂｌｅ［ｉ］［１］ｔｈｅｎｂｒｅａｋ；

ｅｎｄｆｏｒ
ｔａｉ＝ｕｔｃＪＤ８６４００＋Ｆｒａｃｔｉｏｎ（ｈｏｕｒ，ｍｉｎｕｔｅ，ｓｅｃｏｎｄ）＋ＬｅａｐＳｅｃｏｎｄＴａｂｌｅ［ｉ］［０］
其中ＵｔｃＤａｔｅＴｏＪＤ（ｙｅａｒ，ｍｏｎｔｈ，ｄａｙ）即式（２ ３），Ｆｒａｃｔｉｏｎ（ｈｏｕｒ，ｍｉｎｕｔｅ，ｓｅｃｏｎｄ）为式（２

５），ＬｅａｐＳｅｃｏｎｄＴａｂｌｅ［ｉ］［ｊ］表示表２ １的第ｉ行第ｊ列（０≤ｉ≤３２，０≤ｊ≤１）。

２．１．２　常用坐标系统

行星际转移轨道主要研究日心过渡轨道段，通常选用日心坐标系统。常用日心坐标系

有日心黄道坐标系和日心球面黄道坐标系。

１．日心黄道坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ
图２ １为日心黄道坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ。坐标轴Ｏｓｘｓ在黄道面内，指向春分点；Ｏｓｚｓ轴垂直

于黄道面，与地球公转角速度矢量一致；Ｏｓｙｓ轴与Ｏｓｚｓ轴垂直，且Ｏｓｘｓｙｓｚｓ构成右手直角坐

标系。

zs
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���

��
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图２ １　日心黄道坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ

２．日心球面黄道坐标系

如图２ １所示，日心球面黄道坐标系的三个坐标是Ｍ、β和θ。Ｍ 为日心Ｏｓ 到空间某

点Ｎ 的距离；β在黄道面内，为春分点向东到Ｎ 点的矢径在黄道面内投影的角距，通常称为

黄经；θ为Ｎ 点的矢径与黄道面的夹角，通常称为黄纬。
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§２．２　航天器动力学原理

为了研究工作和实际应用的方便，通常把作用于航天器上的各种力按其影响的大小分

为两类：一类是假设引力源是一个质点，其引力称为中心力，决定着航天器运动的基本规律

和特征，由此决定的航天器轨道可视为理想轨道，是分析卫星实际轨道的基础。另一类是摄

动力或非中心力，包括其他星体的引力作用、太阳光辐射压力等。摄动力使卫星的运动产生

一些小的附加变化而偏离理想轨道，同时偏离量的大小也随时间而改变。
在摄动力作用下的航天器运动称为受摄运动，相应的卫星轨道称为受摄轨道。
本书的重点是行星际转移轨道的初轨设计与优化，因此本项工作主要是在无摄运动的

基础上进行的。

２．２．１　二体问题的解析解和轨道根数

日心黄道惯性坐标系中，在质点模型基础上，根据万有引力定律，航天器的引力加速度

为：

２珗ｒ
ｔ２ ＝－

Ｇ（Ｍ＋ｍ）
ｒ３

珗ｒ （２ ６）

式中：Ｇ为万有引力常数；

Ｍ 为太阳质量；

ｍ为航天器质量；
珗ｒ为航天器在日心黄道坐标系中的矢径，ｒ＝｜珗ｒ｜。
根据式（２ ６）来研究航天器的运动规律，在天体力学中称为二体问题。引力加速度决

定了航天器飞行的基本规律。卫星在上述引力场中的无摄运动，也称开普勒运动，其运动规

律与开普勒三大定律（马文臻，２００６）描述行星运动的规律相似。
在一般情况下，对某一个天体的运动起主导作用的力，是另一个质量更大、相距较近的

天体对它的吸引力。比如在太阳系内，按照引力性质就可以划分为行星空间和星际空间。
在星际空间主要是以太阳的引力为主来计算的，而人造卫星轨道则是以地球的行星空间为

主来计算的。在初步的分析中，往往把天体运动简化并抽象为两个质点ｍ、Ｍ（位于天体质

心）在相互引力作用下的运动。
在日心黄道惯性坐标系中，设Ｍ 到ｍ 的矢径为珗ｒ，则ｍ 运动的加速度为珗ｒ对时间的二

阶微分即式（２ ６）左边项，将其简写为珗ｒ
··

，另外由于太阳质量远大于航天器质量，因此式（２
６）中的（Ｍ＋ｍ）可近似为Ｍ，又可记作如下形式：

　珗ｒ
··

＝－μｒ３
珗ｒ （２ ７）
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式中：μ为太阳引力常数，μ＝Ｇ·Ｍ（Ｇ为万有引力常数，Ｍ 为太阳质量）。
在航天器与太阳构成的二体系统中，航天器与太阳均被视为质点，惯性坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ

的原点即太阳质心，航天器的运动方程可描述如下：

ｘ̈＋μｒ３ｘ＝０

ｙ̈＋μｒ３ｙ＝０

ｚ̈＋μｒ３ｚ＝

烅

烄

烆 ０

（２ ８）

式中：ｘ、ｙ、ｚ为航天器在Ｏｓｘｓｙｓｚｓ中的位置矢量３个轴上的分量；

ｒ为矢量的模长，计算公式如下：

Ｆｒａｃｔｉｏｎ＝Ｈｏｕｒ２４ ＋Ｍｉｎｕｔｅ１４４０＋
Ｓｅｃｏｎｄ
８６４００

（２ ９）

式（２ ８）是一个６阶的非线性微分方程，如给定了６个初始条件：ｔ０ 时刻航天器的位置

ｘ（ｔ０）、ｙ（ｔ０）、ｚ（ｔ０）和速度ｘ（ｔ０）、ｙ（ｔ０）、ｚ（ｔ０），则方程组完全可解。这些初始条件确定了６
个积分常数，每个积分常数都描述航天器的轨道、位置和航天器再次通过该时刻点的轨道周

期（房建成等，２００６）。式（２ ８）中，第二个方程乘以ｚ减去第三个方程乘以ｙ，可以得到：

ｙ̈ｚ－̈ｚｙ＝０ （２ １０）
即：

ｄ
ｄｔ
（ｙｚ－ｚｙ）＝０ （２ １１）

对式（２ １１）积分得：
ｙｚ－ｚｙ＝Ａ （２ １２）

同理得出：
ｘｙ－ｙｘ＝Ｂ
ｚｘ－ｘｚ＝Ｃ （２ １３）

进而得出：

Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＝０ （２ １４）
式中：Ａ、Ｂ、Ｃ为积分常数，其中两个是独立的。

式（２ １４）表明，航天器在一个平面内运动，这个平面通过日心，通常称这个平面为轨道

平面。
航天器在轨道平面内运动，仍然满足万有引力和牛顿第二定律，其平面内方程可写为：

ｄ２ξ
ｄｔ２＋

μξ
ｒ３ ＝０

ｄη
ｄｔ２＋

μη
ｒ３ ＝

烅

烄

烆
０

（２ １５）
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ξ和η是在Ｏξη坐标系（原点为日心Ｏ，Ｏξ轴和Ｏη轴在卫星轨道平面内，且相互垂直）
中的卫星坐标。作极坐标变换ξ＝ｒｃｏｓθ，η＝ｒｓｉｎθ，带入式（２ １５），可得：

ｒ̈－ｒθ２＝－μｒ２

ｒ̈θ－２ｒθ＝
烅
烄

烆 ０
（２ １６）

上面第二式可直接积分，得到：

ｒ２θ＝ｈ （２ １７）

ｈ作为积分常数，做１／ｒ＝ｕ的变换，并以θ为自变量，可得：

ｄ２ｕ
ｄθ２＋

ｕ＝μｈ２
（２ １８）

方程（２ １８）的一般解为：

ｒ＝ １ｕ ＝
ｈ２／μ

１＋ｅｃｏｓθ－（ ）ω
（２ １９）

令ｐ＝ｈ２／μ，有：

ｒ＝ ｐ
１＋ｅｃｏｓθ－（ ）ω

（２ ２０）

式（２ １９）为圆锥曲线方程，在这个式子中，有两个积分常量，即ｅ和ω。ｅ称为圆锥曲

线偏心率，航天器绕大质量引力体运行时，不同的偏心率对应不同类型轨道：
当ｅ＝０时，航天器的运动轨迹为以引力体质心为中心的圆；
当０＜ｅ＜１时，运动轨迹为椭圆，引力体处于椭圆的一个焦点上，ｅ为椭圆的偏心率；
当ｅ＝１时，航天器运动轨迹为抛物线；
当ｅ＞１时，航天器运动轨迹为双曲线。

ω也是一个积分常量，当θ＝ω时，航天器距离引力体质心的距离ｒ最小，该点称为近心

点；当θ－ω＝１８０°时，航天器距离引力体质心最大，该点称为远心点。

２．２．２　轨道根数及其几何意义

描述卫星轨道位置和状态的参数称为轨道参数，也称为轨道根数，或轨道要素。确定航

天器的轨道需要６个参数，分别是轨道倾角ｉ、轨道半长轴ａ、偏心率ｅ、升交点赤经Ω、近心

点幅角ω和真近点角θ。这些参数确定轨道平面在空间的指向、航天器在轨道平面中的运

动方向（通常将扫过角度大于π的轨道称为“长程”反之为“短程”轨道）、轨道的形状和航天

器所在轨道上的位置。６个参数意义描述如下（图２ ２）。
（１）轨道倾角ｉ：赤道平面与轨道平面的夹角。
（２）半长轴ａ：确定轨道大小的参数。对于椭圆轨道而言，就是椭圆轨道的半长轴。
（３）偏心率ｅ：确定轨道形状的参数。对于椭圆轨道而言，就是椭圆轨道的偏心率。
（４）升交点赤经Ω：由春分点沿着赤道至升交点（航天器由南半球至北半球穿过赤道平
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图２ ２　轨道根数示意图

面的点）的角度。
（５）近心点幅角ω：自轨道升交点，在轨道平面内沿航天器运动方向度量至近心点的角

度，即近心点矢径延长线与节线之间的夹角。
（６）真近点角θ：自近心点沿航天器运动方向度量至航天器某时刻所在位置的角度，是

随着时间不停变化的。
卫星轨道的形状和大小由轨道的偏心率ｅ和半长轴ａ确定，轨道平面相对中心引力体

的关系可由轨道倾角ｉ和升交点赤经Ω 确定，轨道在轨道平面中的取向由近心点幅角ω确

定，卫星在轨道上的位置由轨道的真近点角θ确定，有时也使用过近心点时间ｔ０ 或平近点

角Ｍ［将卫星的运动轨迹虚拟为圆轨道，平近点角就是虚拟圆上的位置点、近心点、坐标原

点（引力体质心）三者在原点形成的夹角］确定。

２．２．３　开普勒方程

由２．２．１节可知，已知某一时刻的轨道初始状态，即可求解轨道根数，并确定轨道在三

维空间中的形状和方向等信息，但如何在给定轨道根数后得出任意时刻航天器所在位置呢？

这一问题需要通过求解开普勒方程来解决。
为简单起见，考虑二维轨道平面，它在Ｆｘｙ平面上。以椭圆轨道为例。
在图２ ３中：Ｏ为椭圆中心；Ｆ为椭圆焦点，坐标原点；Ｅ为偏近点角；ｆ为真近点角。
从图２ ３中不难看出，若已知位置矢量珗ｒ＝ →ＦＳ，真近点角ｆ，则有：

ＦＲ ＝ＯＲ－Ｏ＝ａｃｏｓＥ－ａｅ （２ ２１）
而：
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图２ ３　二体椭圆轨道示意图

ＦＲ ＝ｒｃｏｓｆ （２ ２２）
由式（２ ２１）和式（２ ２２）可得：

ｘ＝ｒｃｏｓｆ＝ａ（ｃｏｓＥ－ｅ） （２ ２３）
根据椭圆的性质，又可得：

ｙ＝ｒｓｉｎｆ＝ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ （２ ２４）

要求椭圆轨道上某点在平面坐标中的位置，只需要知道偏近点角Ｅ 即可。开普勒方

程，就是在偏近点角Ｅ和时间ｔ之间建立的一个函数关系：

Ｅ－ｓｉｎＥ＝ｔ μ／ａ槡 ３ （２ ２５）

方程中的μ为中心引力体的引力常数，ａ为轨道根数半长轴。该方程是一个超越方程

需要迭代求解，具体迭代方法这里不作展开，这里引出几个结论性公式。
平面内椭圆轨道位置速度公式：

珗ｒ＝ ｛ａ（ｃｏｓＥ－ｅ），ａ １－ｅ槡 ２ｓｉｎＥ，０｝

珗ｒ
·

＝ ｛－ａ
２ｎ
ｒ ｓｉｎＥ，ａ

２ｎ
ｒ １－ｅ槡 ２ｃｏｓＥ，０｝

（２ ２６）

平面内双曲线轨道的位置和速度公式：

　　
珗ｒ＝ ｛ａ（ｅ－ｃｏｓｈＥ），ａ ｅ２－槡 １ｓｉｎｈＥ，０｝

珗ｒ
·

＝ ｛－ａ
２ｎ
ｒｓｉｎｈＥ

，ａ
２ｎ
ｒ ｅ２－槡 １ｃｏｓｈＥ，０｝

（２ ２７）

式中：ｎ为平均角速度，可由二体问题中心引力体引力常数μ和轨道半长轴求出。即：
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ｎ＝ μ
ａ槡３ （２ ２８）

以上都是ｘｙ平面内的轨道位置和速度计算方法，故所有的ｚ坐标值都为０，若是三维

空间中的轨道，只需将二维空间坐标点绕各轴旋转特定角度即可，旋转次序为：绕ｚ轴旋转

近心点幅角ω，绕ｘ轴旋转轨道倾角ｉ，最后绕ｚ轴旋转升交点赤径Ω。旋转公式见附录Ａ。

２．２．４　多体问题的运动方程

在某一惯性坐标系中，有多个（设Ｎ 个，Ｎ≥３）质点（天体，虽然日心黄道坐标系中天体

不能严格地看成质点，但是由于天体之间的距离很远，所以可以视为质点）的运动问题称为

多体问题。航天器的质量相对于其他引力体是非常小的，因此可以略去它对引力体的影响。
解决多体问题在数学上是很困难的，还没有解析解，只能用数值积分法求解。即使是三体问

题，也只有在假设一些理想条件的前提下才有解析解。
设在惯性坐标系Ｏｘｙｚ中，有Ｎ 个质量分别为ｍｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）的质点构成的Ｎ 体系

统。Ｎ 个质点的位置矢量分别为珗ｒｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ），如图２ ４所示。
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图２ ４　多体问题示意图

令ｍｉ 到ｍｊ 的位置矢量为珗ｒｉｊ，则：
珗ｒｉｊ ＝珗ｒｊ－珗ｒｉ （２ ２９）

根据万有引力定律，ｍｊ 作用在ｍｉ上的力为：

珝Ｆｉ＝Ｇｍｉｍｊｒｉｊ３
珗ｒｉｊ （２ ３０）

作用在ｍｉ 上的所有力的矢量和珝Ｆ 为：
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珝Ｆ＝ ∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

Ｇｍｉｍｊ
ｒｉｊ３

珗ｒｉｊ （２ ３１）

式中：ｒｉｊ 为珗ｒｉｊ 的模，ｒｉｊ ＝｜珗ｒｉｊ｜＝｜珗ｒｊ－珗ｒｉ｜；

Ｇ为万有引力常数。
根据牛顿第二定律可得ｍｉ 的运动方程为：

　珗ｒ
··

ｉ ＝
珝Ｅ
ｍｉ ＝ ∑

Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

Ｇｍｊ
ｒｉｊ３

珗ｒｉｊ （２ ３２）

假设ｍ１ 为太阳，ｍ２ 为航天器，ｍ３，ｍ４，…，ｍｎ 为太阳系中各大行星，那么当ｉ＝１时，
运动方程（２ ３２）可以写成：

　珗ｒ
··

ｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝２

Ｇｍｊ
ｒ３１ｊ
珗ｒ１ｊ （２ ３３）

航天器（当ｉ＝２时），运动方程为：

　珗ｒ
··

ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠２

Ｇｍｊ
ｒ３２ｊ

珗ｒ２ｊ （２ ３４）

航天器相对于太阳的运动为：

　珗ｒ１２ ＝珗ｒ２－珗ｒ１ （２ ３５）
将式（２ ３５）求导得：

　珗ｒ
··

ｉ１２＝珗ｒ
··

ｉ２－珗ｒ
··

ｉ１ （２ ３６）
再将式（２ ３３）和式（２ ３４）带入式（２ ３６），化简后得：

　珗ｒ
··

ｉ ＝－Ｇｍ１＋ｍ２
ｒ３１２

珗ｒ１２＋∑
Ｎ

ｊ＝３
Ｇｍｊ

珗ｒ２ｊ
ｒ３２ｊ
－
珗ｒ１ｊ
ｒ３１（ ）
ｊ

（２ ３７）

式（２ ３７）即为多体问题中航天器在日心坐标系中的运动方程。多体问题至今还没有

解析的解法，只能依靠数值积分的方法进行计算（刘暾等，２００３），常用的数值积分方法为

Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ法。在日心黄道坐标系中给出任意时刻行星的位置的前提下，给出航天器的

初始状态（指定时刻的初始位置和初始速度），即可通过对运动方程进行数值积分，计算出航

天器的运行轨迹。
目前，多体积分轨道主要用于数值仿真，或结合打靶法或微分校正等方法，在精确轨道

确定方面广泛采用。另外由于数值积分计算量大，初轨设计的精度要求不高等因素，初轨设

计中普遍都没有采用数值方法进行优化。
本节介绍了二体模型下航天器的运动方程，如何根据给定的初始状态获得轨道根数、轨

道根数的几何意义，以及多体模型的运动方程。二体模型下，已知轨道根数可以确定任意时

刻航天器的位置和速度，这就需要求解开普勒方程（Ｂａｔｅ，ｅｔａｌ，１９９０），多体模型下则需要使

用数值积分的方法进行求解。
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§２．３　轨道机动和变轨

航天器从初始轨道（或停泊轨道）向目标轨道的过渡，就是一种轨道转移，它由轨道机动

来完成，即变轨。初始轨道和目标轨道可以分别是圆轨道、椭圆轨道，甚至是双曲线轨道，它
们之间可以是共面的，也可以是不共面的、相交的或不相交的。转移轨道可以是椭圆轨道，
为了节省时间也可以是双曲线轨道。在轨道过渡中，如何选择适当的转移轨道，往往是寻求

能量最省的过渡这样一个理论问题。
轨道机动按其目的不同，可分为三类（刘暾等，２００３）：①轨道过渡机动，又称变轨，是改

变轨道参数以便从初始轨道过渡到中间轨道或最终轨道的过程；②轨道校正机动，又称轨道

修正，其目的是补偿轨道参数中的误差或由各类干扰因素引起的偏差，它与轨道过渡的不同

点在于它不过渡到其他轨道上去；③接近机动，即两个航天器在接近和对接过程中的轨道机

动。本书所研究的是第一种机动类型，即轨道过渡机动。
轨道机动按机动力的不同，又可分为：脉冲机动和小推力持续机动。航天器发动机在短

时间内（相对整个飞行过程时长来说，时间短到可以忽略）进行推进，可视为瞬间改变航天器

运行速度，对应的变轨方式称为脉冲变轨；使用持续小推力机动的航天器推进动力来自飞行

过程中受到的小的持续推力如离子推进器和太阳光帆等，利用这种机动方式进行变轨称为

小推力变轨。
行星际转移轨道通常可利用高速运行的行星，来进行借力飞行变轨（Ｓｉｍ，ｅｔａｌ，１９９６）；

还可以利用天体之间的引力平衡点的特殊性质进行低能耗变轨（刘林等，２００５；龚胜平等，

２００７）。脉冲变轨和小推力变轨都可以结合借力飞行变轨来完成行星探测轨道设计任务。
本书主要研究的是脉冲机动结合借力飞行变轨方式的轨道优化设计，因此有必要对这两种

变轨模型进行进一步介绍。

２．３．１　单脉冲变轨

单脉冲变轨是轨道射入问题。已知卫星在某一时刻ｔ０ 的位置珗ｒ０ 和速度珗ｖ０，在该时刻

施加脉冲式速度增量Δ珗ｖ之后，卫星进入另外一条轨道，其轨道要素直接由轨道射入参数

珗ｒ０、珗ｖ０、Δ珗ｖ确定。如图２ ５和图２ ６分别是共面和不共面变轨，下标“０”为脉冲变轨时刻卫

星的运动参数，下标“１”为脉冲作用后新轨道的运动参数和轨道要素（郗晓宁等，２００３）。

２．３．２　双脉冲变轨

单脉冲变轨的主要特点是新轨道必定与原轨道相交，双脉冲变轨能使新轨道完全脱离

原轨道。在两个共面圆轨道之间的最佳变轨方式为霍曼变轨；在两个圆轨道之间的最佳过

渡轨道为霍曼椭圆，此椭圆分别与两个圆轨道相切，切点即为过渡轨道的近地点和远地点，
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图２ ５　单脉冲变轨示意图———共面
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图２ ６　单脉冲变轨示意图———不共面

如图２ ７所示。

考虑一种简单的轨道过渡：初始轨道和目标轨道为两个同心圆（中心引力体的质心）轨
道，见图２ ７中轨道Ａ和轨道Ｂ 各为低圆轨道和高圆轨道，无论是从低圆轨道过渡到高圆

轨道，还是从高圆轨道过渡到低圆轨道，在限定只用两次脉冲推力的情况下，采用与两个圆

轨道相切的椭圆轨道Ｈ 过渡，耗费能量最小。这是霍曼在１９２５年首次提出的，人们称其为

霍曼（Ｈｏｈｍａｎｎ）变轨，相应的转移轨道称为霍曼转移轨道。
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图２ ７　霍曼转移轨道示意图

上述过渡事实上就是两次改变轨道半长轴的转移过程。两个圆轨道的半长轴各为ｒ１
和ｒ２，如果从低圆轨道（初始轨道）向高圆轨道（目标轨道）过渡，霍曼转移轨道的半长轴ａ应

变为：

ａ＝ １２
（ｒ１＋ｒ２） （２ ３８）

由此不难得出两次变轨前后的半长轴变量。根据半长轴变量，可求得两次脉冲大小如

下（刘林等，２００５）：

Δｖ１ ＝ μ
ｒ槡１

２ｒ２
ｒ１＋ｒ（ ）２

１／２

－［ ］１ （２ ３９）

Δｖ２ ＝ μ
ｒ槡２
１－ ２ｒ１

ｒ１＋ｒ（ ）２
１／［ ］２ （２ ４０）

霍曼轨道虽然是理想前提下的转移轨道，但其最优性（证明见耿长福，２００６）却对实际工

程和应用有很大的参考价值。实际上，近似理想条件下的双脉冲转移轨道（如地球 火星转

移轨道）的最优解也与霍曼轨道相近。
另外一种最佳脉冲共面变轨是双椭圆三脉冲方式。当外圆半径大于１１．９８倍内圆半径

时，三脉冲比霍曼变轨更有利。
霍曼变轨原则可推广到非共面圆轨道之间的变轨。霍曼椭圆过渡轨道的主轴与两轨道

平面的相交节线一致，椭圆的近、远地点分别与两轨道相接，椭圆过渡轨道平面介于两平面

之间，两次脉冲不仅改变轨道的长半轴，同时起到改变轨道平面的作用。
共面椭圆轨道的变轨是更为一般性的轨道控制，其主要内容是椭圆拱线转动控制，另外

两个独立变量偏心率和半长轴可保持定值或按照相应要求变化。双脉冲拱线转动控制是共
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面椭圆变轨的一种最佳控制模式，其简化模型是两脉冲１８０°对称周向控制（郗晓宁等，

２００３）。

２．３．３　借力飞行变轨

借力飞行变轨（ＧｒａｖｉｔｙＡｓｓｉｓｔ，缩写ＧＡ，又称Ｓｗｉｎｇ ｂｙ，Ｆｌｙ ｂｙ，借力飞行等）。常

被用于减少深空探测任务燃料消耗（Δｖ），缩短飞行时长（Δｔ）。为了更直观地理解借力飞行

变轨的物理原理，罗治情（２００７）称之为“弹弓效应”的现象，并结合图解，形象地描述了为什

么借力飞行变轨可以改变航天器的速度大小和方向。下面对借力飞行变轨的求解模型作简

单介绍。

rp
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图２ ８　借力飞行示意图

图２ ８表明了航天器掠过行星进行借力飞行变轨的原理。航天器相对于绕飞行星的

飞行轨道是一条双曲线飞越轨道，相对行星的渐近线速度是珗ｖ。相对行星而言，借力飞行

的作用仅仅是旋转珗ｖ 的方向，而不改变其大小（即｜珗ｖ－｜＝｜珗ｖ＋｜），使速度从飞入影响球（影
响球是行星引力作用的有效范围，详细内容将在第三章中介绍）的速度珗ｖ－ 和飞出影响球的

速度珗ｖ＋ 。
已知飞入特定行星的双曲线剩余速度矢量珗ｖ－ 和飞越双曲线近心点高度ｒｐ，即可求出飞

越轨道飞出行星的双曲线剩余速度矢量珗ｖ＋ 。具体推导过程见第三章。
在行星质心惯性坐标系中，当航天器在脱离引力影响球后，其相对太阳的轨道是由其日

心速度珗ｖ＋决定的。
如图２ ９所示，行星速度为珗ｖＰｌ，珗ｖ－和珗ｖ＋分别为航天器绕行星借力前后的日心速度矢

量，珗ｖ－ 和珗ｖ＋ 为绕行星借力前后航天器相对行星Ｐｌ的速度矢量。
由此可以得出，借力飞行变轨后，航天器在日心坐标系中的速度变为：

珗ｖ＋＝珗ｖ＋ ＋珗ｖＰｌ （２ ４１）
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图２ ９　借力飞行日心速度示意图

不难看出，若｜珗ｖ－｜＜｜珗ｖ＋｜，则航天器飞越行星Ｐｌ后的日心惯性坐标系中速度增加，反
之则减少。事实上，若将航天器和行星Ｐｌ看作一个整体，根据动量守恒原理，航天器获得了

行星Ｐｌ的部分动量速度增加，而因为行星质量太大，它的速度减少量极小，可以忽略。
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第三章　行星际脉冲转移轨道设计

行星际飞行轨道的设计一般分为三段（杨嘉墀，２００５），即逃逸轨道段、日心过渡轨道段

和遭遇俘获轨道段，其中日心过渡段的设计是轨道优化问题的关键。

在第二章中，介绍了二体和多体问题的运动方程，不论是基于二体还是多体模型，都可

以根据给定的初始条件计算任意时刻航天器的理论位置。但在深空探测任务中，必须解决

的另一个问题就是交会，即：给定初始时刻ｔ０ 和该时刻航天器的初始位置，终端时刻ｔ０＋Δｔ
和该时刻航天器应抵达的位置，来确定在初始位置的速度矢量。

二体模型中，这个问题又称为Ｌａｍｂｅｒｔ问题（Ｂａｔｅ，ｅｔａｌ，１９９０）（还可称高斯问题）。事

实上，这一问题也是常微分方程两点边值问题的一种（朱仁璋等，２００６）。

简单的近距离交会，可以基于旋转坐标系，使用ＣＷ方程（又称 Ｈｉｌｌ方程）进行求解，但
该方法有一定的局限性，不适合用于求解行星际转移轨道。

§３．１　Ｌａｍｂｅｒｔ问题

行星际日心转移轨道可以认为是点到点的转移，如图３ １所示。
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图３ １　行星际交会轨道示意图
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ｔ０ 时刻，行星Ａ在珗ｒ１ 处，ｔ０ 时刻发射航天器，逆时针方向绕日心椭圆轨道运行，经过Δｔ
后，与行星Ｂ在珗ｒ２处交会。对这一类给定珗ｒ１、珗ｒ２以及从珗ｒ１到珗ｒ２的飞行时间Δｔ和运动方向，求
解初始速度矢量珗ｖ１ 和终端速度珗ｖ２ 的问题称之为Ｌａｍｂｅｒｔ问题。

Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求解方法有很多（Ｂａｔｅ，ｅｔａｌ，１９９０）。大部分都需要进行迭代求解，为
了说明求解原理，并为后续计算复杂度分析作简单铺垫，下面就ｐ迭代方法进行介绍。

由矢量共面的基本特性可知，若Ａ、Ｂ和Ｃ 为共面矢量，且Ａ、Ｂ不共线，则Ｃ可由Ａ、Ｂ
的线性组合表示。根据二体轨道特性可知，轨道运行于一个平面上，故有矢量关系如下：

珗ｒ２ ＝ｆ珗ｒ１＋ｇ珗ｖ１
珗ｖ２ ＝ｆ珗ｒ１＋ｇ珗ｖ１

（３ １）

由式（３ １）可得：
珗ｖ１ ＝ 珗ｖ２－ｆ珗ｒ（ ）１／ｇ （３ ２）

式（３ １）和式（３ ２）中，ｆ，ｇ，ｆ，ｇ满足：

ｆ＝１－ｒ２ｐ
１－ｃｏｓ（ ）θ ＝１－ａｒ１

１－ｃｏｓ（ ）δ

ｇ＝ｒ１ｒ２ｓｉｎθ
μ槡ｐ

＝Δｔ－ ａ３槡μ（δ－ｓｉｎδ）
（３ ３）

ｆ＝ μ槡ｐｔａｎθ２ １－ｃｏｓθｐ －１ｒ１－
１
ｒ（ ）２ ＝－ μ槡θ

ｒ１ｒ２
ｓｉｎδ

ｇ＝１－ｒ１ｐ
１－ｃｏｓ（ ）θ ＝１－ａｒ２

１－ｃｏｓ（ ）δ

（３ ４）

式中：ａ为转移轨道半长轴；

δ为始末位置矢量珗ｒ１、珗ｒ２ 之间的夹角；

θ为始末位置偏近点角角度差；

μ为中心引力体（太阳）的引力常数。
可见珗ｖ１、珗ｖ２可由ｆ、ｇ、ｆ、ｇ以及２个已知的位置矢量珗ｒ１、珗ｒ２求得，进而Ｌａｍｂｅｒｔ问题可以

转化为计算４个标量。式（３ ３）和式（３ ４）中共有７个变量，分别是：ｒ１、ｒ２、θ、Δｔ、ｐ、ａ和δ，
其中ｐ、ａ和δ是未知的，ｐ可由迭代方式求解。

由式（３ ３）和式（３ ４）可知：

ｐ＝ ｒ１ｒ２（１－ｃｏｓθ）

ｒ１＋ｒ２－２ ｒ１ｒ槡 ２ｃｏｓθ２ｃｏｓ
δ
２

（３ ５）

定义ｋ、ｌ、ｍ这３个中间量：ｋ＝ｒ１ｒ２（１－ｃｏｓθ），ｌ＝ｒ１＋ｒ２，ｍ＝ｒ１ｒ２（１＋ｃｏｓθ）。则轨

道半长轴可以表示为：

ａ＝ ｍｋｐ
（２ｍ－ｌ２）ｐ２＋２ｋｌｐ－ｋ２

（３ ６）
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由式（３ ６）可以看出，只要给定一个ｐ，就可以解出唯一的ａ。由式（３ ３）和式（３ ４）
可确定：

ｃｏｓθ＝１－ｒ１ａ
（１－ｆ） （３ ７）

ｓｉｎθ＝－ｒ１ｒ２
ｆ

μ槡ａ
（３ ８）

若ａ为负值：

ｃｏｓｈθ＝１－ｒ１ａ
（１－ｆ） （３ ９）

由式（３ ３）可确定时间方程如下：

Δｔ＝ｇ＋ ａ３槡μ（θ－ｓｉｎθ） （３ １０）

对于双曲线方程，则由：

Δｔ＝ｇ＋
（－ａ）３槡μ

（ｓｉｎｈθ－θ） （３ １１）

结合式（３ ６）不难看出，Δｔ是关于ｐ 的函数，Ｂａｔｅ等（１９９０）中提出了给定ｒ１、ｒ２ 后，飞
行时间Δｔ随ｐ的变化图（图３ ２）。

�� ��
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图３ ２　Δｔ随ｐ的变化典型曲线

图中ｐｉ 和ｐｉｉ计算公式如下：

ｐｉ＝ ｋ
ｌ＋ ２槡ｍ

（３ １２）

ｐｉｉ ＝ ｋ
ｌ－ ２槡ｍ

（３ １３）

可以看出，Δｔ与ｐ的函数关系单调，可使用二分迭代（石再明等，２００６）或线性差值等方
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法进行迭代求解。Ｂａｔｅ等（１９９０）给出了更高效的迭代方法。
总之Ｌａｍｂｅｒｔ问题是初轨设计中的一个重要子问题，可形式化描述如下：

（珗ｖ１，珗ｖ２）＝Ｌａｍｂｅｒｔ（ｔ０，珗ｒ１，ｔ０＋Δｔ，珗ｒ２，ｆｌａｇ） （３ １４）

§３．２　圆锥曲线拼接法

前面介绍了二体轨道模型和基于该模型的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解方法，行星际转移轨道的

日心转移轨道段的计算也可以基于这些方法。这种模型认为，图３ １中所描述的珗ｖ１ 和珗ｖ２
（航天器在初始和终端时刻的位置）即航天器在脱离引力影响球后（或离行星无穷远处）的日

心轨道速度。由于引力影响球半径（或离行星无穷远处）相对整个飞行过程而言可以忽略，
整个日心过渡段的初始和终端位置可近似看做初始和终端行星所在的位置。

求解ｔ０ 时刻从某行星Ａ出发，经过Δｔ天之后与行星Ｂ 交会的问题的具体求解流程如

下：
（１）通过星历计算，求出行星ｔ０ 时刻行星Ａ 在日心黄道坐标系中的位置珗ｒ１、速度珗ｖａ 和

ｔ０＋Δｔ时刻行星Ｂ 的位置珗ｒ２、速度珗ｖｂ；
（２）根据Ｌａｍｂｅｒｔ问题，解出ｔ０ 和ｔ０＋Δｔ时刻航天器的日心轨道速度珗ｖ１、珗ｖ２；
（３）计算航天器两次变轨的脉冲大小（Δ珗ｖ）：Δ珗ｖ１＝珗ｖ１－珗ｖａ 和Δ珗ｖ２＝珗ｖ２－珗ｖｂ；
（４）根据第三步计算得到的Δ珗ｖ设计逃逸和俘获段轨道。
若航天器飞行过程中使用借力飞行变轨，则在上述的过程中需要加入借力飞行轨道段

的设计，借力飞行过程近似为瞬间完成，从日心坐标系看，航天器在借力飞行行星质心位置

处发生瞬变。
考虑多借力飞行变轨问题：

Ｓ＝ ｛Ｐｌ０，Ｐｌ１，…，Ｐｌｎ－１｝

ｔ＝ ｛ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ－１｝
式中：Ｓ为航天器飞行过程中轨道机动所涉及的行星序列（初始位置，借力飞行行星，目标行

星）；

ｔ为轨道机动的时刻（使用 ＭＪＤ２０００描述）；

ｎ为行星个数。
根据这些参数，就可以使用３．１节中介绍的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求出每一段日心过渡轨道。

如第ｉ（０≤ｉ＜ｎ）段日心转移轨道可由Ｐｉ和Ｐｉ＋１在ｔｉ和ｔｉ＋１时刻的位置珗ｒｉ和珗ｒｉ＋１，以及转移

时长Δｔｉ 来求解。

由此不难求出各个Ｌａｍｂｅｒｔ转移轨道段的初始速度珗ｖ＋ｉ 和终端速度珗ｖ－
ｉ 。下面介绍根

据各Ｌａｍｂｅｒｔ段的轨道如何确定逃逸段、俘获段和借力飞行段的轨道。在介绍圆锥曲线拼

接法前，必须先介绍引力影响球的概念。
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３．２．１　引力影响球

将行星际空间按各行星的引力大小划分为各自的作用域，称为该行星的影响球，在影响

球内飞行的航天器受到该行星的引力大于其他天体的引力，即可以忽略其他天体对航天器

的影响，按前面所述的二体运动方程进行计算，当航天器进入另一个行星的影响球，则以另

一行星为中心引力体，构成新的二体问题。影响球的划分对于行星际飞行阶段很重要。

为估计行星引力影响球的半径，Ｌａｐｌａｃｅ推导的计算公式，在太阳系中，各行星的引力影

响球半径Ｒ为（耿长福，２００６）：

Ｒ＝ρ
ｍｐ
ｍ（ ）ｓ

２
５

（３ １５）

式中：ｍｐ 为行星的质量；

ｍｓ 为太阳的质量；

ρ为行星与太阳之间的距离。

航天器接近某行星时，若该行星与航天器的距离小于该影响球的半径Ｒ，即航天器已飞

入影响球内，则认为该行星的作用力大于任何其他天体的作用力，可以忽略其他天体的影

响。相反，当航天器远离该行星后，若它们之间的距离大于影响球半径Ｒ，则可忽略该行星

引力对航天器的影响。

太阳系内各行星的影响球半径见附录Ｂ。

３．２．２　逃逸段

假设首段日心转移轨道已经计算出来：已通过求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题确定了，航天器在ｔ０ 时刻

从Ｐ０（地球）出发，经过Δｔ１ 到达ｐ１ 的轨道，并已知轨道初始速度为珗ｖ＋０ 。如图３ ３所示。
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图３ ３　逃逸轨道示意图
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在图３ ３中，珗ｖｐ 为日心坐标系中地球的公转速度；珗ｖ０ 为地心坐标系中双曲线逃逸轨道

近地点速度；珗ｖ 为航天器逃逸双曲线剩余速度（地心坐标系）；珗ｖ＋ 为航天器在日心坐标系中

的速度（Ｌａｍｂｅｒｔ转移轨道段的初始速度）。
其中：

珗ｖ ≈Δ珗ｖ＝珗ｖ＋－珗ｖｐ （３ １６）

式（３ １６）实际上将日心坐标系中的Δ珗ｖ转换到了地心坐标系中的珗ｖ。由于圆锥曲线拼

接法是简化模型，因此Δ珗ｖ和珗ｖ 仅在数值上近似（耿长福，２００６），而实际上我们关心的也只

是｜珗ｖ｜的值。
航天器在首次变轨前，通常在地球停泊轨道上绕飞，假设停泊轨道近地点高度（距离地

心的距离）为ｈ，轨道偏心率为ｅ，且航天器在近地点处施加脉冲进入逃逸双曲线轨道，（停泊

轨道与双曲线逃逸轨道的近地点重合）。那么不难计算近地点需要施加脉冲得到的速度变

量｜Δ珗ｖ０｜。
圆锥曲线方程式（２ ２０）和轨道半长轴ａ与通径ｐ的关系：

ｐ＝ａ（１－ｅ２） （３ １７）

结合公式（２ ２６）若已知近地点高度ｒｐ 和轨道偏心率ｅ，不难得出：

椭圆轨道近地速度珗ｖ０ 的大小为：

｜珗ｖ′０｜＝ μ（１＋ｅ）槡 ｒ
（３ １８）

由能量公式可得双曲线轨道近地速度珗ｖ０ 的大小为：

｜珗ｖ０｜＝ ２μ
ｒ ＋｜

珗ｖ｜槡 ２ （３ １９）

最后得到近地点需要施加脉冲以改变速度的大小为：

｜Δ珗ｖ｜＝｜珗ｖ０｜－｜珗ｖ′０｜＝ ２μ
ｒ ＋｜

珗ｖ｜槡 ２－ μ（１＋ｅ）槡 ｒ
（３ ２０）

３．２．３　俘获段

俘获段与逃逸段的过程刚好相反，逃逸段是由停泊轨道近地点施加脉冲以摆脱地球引

力进入逃逸双曲线，而俘获段则是通过已知的双曲线剩余速度大小和目标轨道的参数（近心

点高度和偏心率）来计算需要多大的Δｖ来进入目标轨道（表３ １）。计算公式与式（３ ２０）
一致。

值得注意的是，对于逃逸轨道，人们通常只关心需要达到的双曲线剩余速度的大小

｜Δ珗ｖ｜，该值通常与逃逸所需要的燃料消耗成正比，有时也用Ｃ３来衡量（Ａｅｒｏｓｐａｃｅ，２００１）。

Ｃ３＝｜Δ珗ｖ｜２ （３ ２１）
但对于俘获轨道，通常根据行星探测目的不同，接近行星后需要的机动量也不一样。
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表３ １　目标行星附近的脉冲机动

探测目的 附加参数 脉冲机动大小（Δｖ）

飞越 无 ０

绕飞 目标轨道近心点高度ｒｐ，目标轨道偏心率ｅ 式（３ ２０）

着陆 无 式（３ １６）

３．２．４　深空机动（ＤＳＭ）

深空机动又称深空点火，属于脉冲变轨类型。前面介绍的脉冲机动，通常是指在行星附

近进行的机动，如从停泊轨道进入转移轨道，深空机动则被认为是非轨道校正性质的大推力

脉冲转移，通常发生在离行星较远处。例如许多文献中提到的多脉冲Ｌａｍｂｅｒｔ交会问题

（齐映红等，２００６），其中间过程中所加的脉冲就可以认为是深空机动。

ＤＳＭ分为位置模型和速度模型两种。位置模型是指在惯性坐标系中指定ＤＳＭ 的位

置矢量Ｐｄｓｍ和施加ＤＳＭ脉冲的时刻，将整个过程分为前后两段Ｌａｍｂｅｒｔ问题；而在某些轨

道优化问题中，人们通常在给定位置，为航天器尝试不同的初始速度，在飞行一段时间后施

加ＤＳＭ脉冲，通过求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题来与目标行星交会，故称这种ＤＳＭ为速度模型。
许多文献也证明，从Δｖ极小的角度出发，三脉冲和四脉冲Ｌａｍｂｅｒｔ交会，通常要比双

脉冲Ｌａｍｂｅｒｔ交会模型更优（齐映红等，２００６）。但向开恒等（１９９９）也证明，在固定转移时

间的前提下，增加脉冲次数并不能显著减少燃料消耗。因此，脉冲次数并不是越多越好。
如图３ ４所示，航天器初始轨道与黄道面重合，逆时针方向飞行，交会点在黄道面上的

投影与分离点共线，太阳与交会点的连线ＯＢ与黄道面有一个很小的夹角α，矢量ＯＡ与ＯＢ
构成的平面与黄道面垂直，由于转移轨道平面由转移轨道的始末位置决定，因此图中的

Ｌａｍｂｅｒｔ转移轨道必与黄道面垂直。若α角为０，则转移轨道与具有“最省能量”的霍曼变轨

类似，转移轨道平面与初始轨道面重合，转移轨道初始速度与原轨道速度共线，需要较小的

Δｖ进行变轨。而图３ ４中的转移轨道初始速度则与分离前的原轨道速度垂直，这将导致

一个更大的Δｖ才能完成这样的变轨。
实际上，行星绕太阳公转的轨道面各有差异，这也导致了依照非共面星历模型计算的行

星际最优双脉冲转移轨道不可能是分离点与交会点接近１８０°的轨道。
耿长福（２００６）、Ｂａｔｅ等（１９９０）介绍了Ｆｉｍｐｌｅ提出的一种飞行程序：先将航天器发射到

一个位于黄道面内的转移轨道上，当航天器离交会点的真近点角还差９０°时（如图３ ５中的

Ｃ点），作平面机动变轨，这样的旋转为最小。但文中并未给出平面机动点的求解方法（Ｏｘ
轴上有无穷多个点符合要求），因此引入位置模型ＤＳＭ。
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图３ ４　非共面转移轨道示意图　　　　　　　　　图３ ５　Ｆｉｍｐｌｅ最优轨道平面点

位置模型ＤＳＭ通过指定深空机动的位置，来确定转移轨道。实际上可以认为，位置模

型ＤＳＭ在整个过程的Δｔ不变的前提下，将一条Ｌａｍｂｅｒｔ转移轨道分成了两段Ｌａｍｂｅｒｔ转

移轨道。

§３．３　借力飞行轨道设计

由于深空探测任务的目标星体距离地球可能很远，如果仅仅使用脉冲变轨，采用相对目

标星的直接转移轨道，那么所要求的发射能量会很大，目前的运载火箭可能无法满足其要

求。为了节省发射能量，通常先用较小的速度飞行，然后在航行过程中借助行星的引力来加

速或改变探测器的飞行方向，从而最终飞向目标星体。这种借助行星引力支援的飞行，即引

力辅助变轨，通常称为“借力飞行”。这就是说，在行星际轨道设计中可以利用行星的引力作

用改变航天器的运动速度的大小和方向，从而可以在没有任何能量消耗的情况下对航天器

加速，从而完成既定的行星际轨道设计。
借力飞行轨道不同于直接转移轨道，因此也需要采用不同的方法来对其进行分析设计。

借力飞行技术目前广泛应用于行星际轨道设计中，本节将主要讨论借力飞行的轨道设计。
下面详细分析借力飞行技术。

３．３．１　弹弓效应

为了更好地理解借力飞行过程中，航天器相对于太阳的速度（大小和方向），即日心速度

发生变化的原因，首先来分析一下物理中的“弹弓效应”现象。
如图３ ６所示，假设整个过程为弹性碰撞，且小球（图３ ６中浅色球）质量远小于大球

（图３ ６中深色球）质量。地面上有一静止的大球，小球从某一高度ｈ落下，以速度珗ｖ与大

球发生碰撞，依据动能和动量守恒定律，小球反弹的速度为－珗ｖ，反弹高度为ｈ。
如果在图３ ６所示的过程中，大球与小球从某一高度ｈ处落下时，如图３ ７（ａ）所示，
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认为下落过程中两球紧挨而不发生接触。以地面作为参考，当大球落地时速度为珗ｕ，大球与

地面发生弹性碰撞，依据动能和动量守恒定律，大球反弹的速度为－珗ｕ，而此时小球以速度珗ｖ
下落。

� �

图３ ６　弹弓效应示意图（大球静止）
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图３ ７　弹弓效应示意图（大球运动）

此时，如图３ ７（ｂ）所示，以地面作为参考，大球速度－珗ｕ，小球速度珗ｖ；若以大球作为参

考，则地面的速度为珗ｕ，而小球的速度为ｖ＋→ｕ。

随后，小球与大球发生碰撞，如图３ ７（ｃ）所示，由于小球质量远小于大球质量，且碰撞

为弹性碰撞。以大球作为参考，依据动能和动量守恒定律，地面的速度为珗ｕ，而小球的反弹

速度为－（ｖ＋→ｕ）向上。而以地面作为参考时，大球的速度为－珗ｕ向上，而小球的反弹速度为

－（ｖ＋２→ｕ）向上。

从分析中可以看到，图３ ６和图３ ７之间的唯一区别在于大球的静止与运动。正是

因为大球的运动，使得小球的反弹速度不同。大球静止时的反弹速度大小为ｖ，而大球运动

（速度大小为ｕ）时小球的反弹速度大小为ｖ＋２ｕ，相当于得到了两倍的大球速度。

理论上，以自由落体运动分析，如图３ ８所示，从高度ｈ处下落时，小球的反弹高度可
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以达到９ｈ（朱仁璋等，２００６；吴涛等，２０００）。
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图３ ８　弹弓效应示意图

３．３．２　借力飞行过程分析

借力飞行是一种经常用来减少航天任务中燃料消耗的方法，因为它可以不需要外力改

变航天器的速度（大小和方向），借力飞行的过程可以借助于物理学上的 “弹弓效应”来进行

对比分析。

航天器在日心轨道飞行的过程中，靠近某一天体（一般是行星）时，如图３ ９所示，当进

入该行星的影响球内后，将主要受到该天体的引力作用。在该引力影响球内，构成了以行星

引力为中心力场的二体问题，且航天器相对于行星的轨道为双曲线轨道。

航天器以双曲线轨道飞出引力影响球之后，将重新以日心轨道飞行。航天器相对于行

星的速度，在进入和飞出引力影响球时，大小不变，只是方向发生了偏转。但是航天器相对

于太阳的速度，因为借力天体存在，类似于“弹弓效应”的分析方法，航天器进入和飞出引力

影响球时，相对于太阳的速度的大小和方向都发生改变，从而导致其脱离该天体影响球后，

日心轨道发生改变，达到变轨的目的。
此过程可与３．３．１节讨论的内容可以类比：太阳地面；借力行星大球；航天器小

球。类似于“弹弓效应”，我们考虑一种极限情况，如图３ １０所示，假设航天器以１８０°绕行

星借力飞行，即类似于小球与大球碰撞的情况。因此借力飞行之后，理论上航天器的速度大

小可达到ｖ＋２ｕ。
接下来，我们从数学角度分析该过程。假设航天器的质量为ｍ，借力星体的质量为Ｍ，

借力飞行之前，航天器的速度为ｖ→
１，借力星体的速度为ｕ→

１，借力飞行之后，它们的速度分别为
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图３ ９　借力飞行过程示意图
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图３ １０　借力飞行的一种极限情形

ｖ→ ２和ｕ→ ２。因为整个过程只有万有引力做功，所以依据动能和动量守恒定律分析借力飞行可

得：

Ｍｕ２１＋ｍｖ２１＝Ｍｕ２２＋ｍｖ２２
Ｍｕ１－ｍｖ＝Ｍｕ２＋ｍｖ２

（３ ２２）

将式（３ ２２）中ｕ２ 消去，可以求得ｖ２：

ｖ２ ＝
（１－ｑ）ｖ１＋２ｕ１

１＋ｑ
（３ ２３）

式中：ｑ为航天器与借力星体的质量之比，即ｍ／Ｍ。
由于ｍＭ，因此可以认为ｑ接近于０，所以有ｖ２＝ｖ１＋２ｕ１。
而实际过程中，这种１８０°的速度偏转是不可能达到的，但是其基本规律是一样的。考

虑更实际的情况，如图３ １１所示，以借力星体的速度方向为ｘ轴，其垂直方向为ｙ轴。航

天器以日心速度ｖ→ １飞向借力星体，与ｘ轴之间的夹角为π－θ，如图３ １１（ａ）。
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图３ １１　借力飞行

在ｘ轴与ｙ轴方向，航天器的速度分别为：

ｖ１ｘ ＝－ｖ１ｃｏｓθ　　　ｖ１ｙ ＝ｖ１ｓｉｎθ （３ ２４）

依据式（３ ２３）可知，借力飞行之后，沿ｘ轴和ｙ轴方向的速度分别为：

ｖ２ｘ ＝ｖ１ｃｏｓθ＋２ｕ１　　　ｖ２ｙ ＝ｖ１ｓｉｎθ （３ ２５）

所以，借力飞行之后，航天器的速度为：

ｖ２ ＝ （ｖ１＋２ｕ１）１－４ｕ１ｖ１
（１－ｃｏｓθ）

（ｖ１＋２ｕ１）槡 ２ （３ ２６）

为分析速度的变化与角度θ之间的关系，我们假设借力飞行之前，ｖ１＝ｕ１，则式（３ ２６）

可简化为：

ｖ２ ＝ｖ１ ５＋４ｃｏｓ槡 θ （３ ２７）

从式（３ ２７）可知：

当θ＝０时，即航天器的飞行方向逆着借力星体的速度方向，借力飞行之后速度是借力

飞行之前的３倍；

当θ＝π时，即航天器的飞行方向顺着借力星体的速度方向，借力飞行前后速度不发生

变化；

当θ＝π／２时，即航天器的飞行方向垂直于借力星体的速度方向，则在水平方向可以得

到的速度为槡５ｖ１。

３．３．３　借力飞行轨道设计

在知道了借力飞行的物理原理和过程之后，就可以根据其自身的特点来设计行星际飞

行轨道，充分利用借力飞行的变轨作用，来实现任务设计中的轨道要求。
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借用引力影响球的概念，一般的行星际轨道可以分为如下几段（马文臻，２００６）：
（１）地球逃逸轨道：摆脱地球引力的轨道，在地球影响球内，航天器以相对于地球的双曲

线轨道飞行，忽略太阳以及其他行星影响；
（２）日心过渡轨道：探测器以相对太阳的椭圆轨道运行，忽略太阳以外天体对航天器的

影响；
（３）行星绕飞轨道：引力影响球内，忽略其他天体，包括太阳的影响，航天器相对借力行

星为双曲线轨道；
（４）目标轨道：航天器被行星捕获进入环绕目标星的轨道，或者绕飞行星后进入日心目

标轨道。
在每一段中，航天器的轨道均为圆锥曲线的一种，任务设计就是需要把各段圆锥曲线连

接起来，确定任务的初轨。这种分段计算，最后将每一段连接起来得到最终的行星际轨道的

方法，就是圆锥曲线拼接法。
借力飞行的原理在前面的有关章节中已有介绍，其关键技术之一是给出行星质心惯性

坐标系中航天器飞入双曲线的剩余速度珗ｖ－ 和双曲线飞越轨道近心点高度ｒｐ 来确定飞出速

度珗ｖ＋
 的方向（即图３ １２中的角度δ）。下面就这一问题作简单推导。
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图３ １２　双曲线飞越轨道示意图

双曲线飞越轨道的几何特性如图３ １２所示，忽略其他星体引力条件下，在行星质心惯

性坐标系中，航天器从无穷远处以速度珗ｖ－ 接近行星Ｐｌ。图中几个参数意义如下：ｒｐ 为飞越

双曲线的近心点高度；μ为行星引力常数；δ为珗ｖ 的斜偏角，即珗ｖ－ 和珗ｖ＋ 之间的夹角；ａ为双

曲线飞越轨道半长轴长度；θ 为双曲线飞越轨道的真近点角。

参数θ、δ和ｅ可由圆锥曲线方程确定。方程如下：
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ｒ＝ａ
（１－ｅ２）
１＋ｅｃｏｓθ

（３ ２８）

当ｒ→时，就有θ，因此：

ｃｏｓθ ＝ｌｉｍ
ｒ→

１
ｅ
ａ（１－ｅ２）
ｒ －［ ］｛ ｝１ ＝－１ｅ

（３ ２９）

从图３ １２可得：

θ ＝π２＋
δ
２

（３ ３０）

由式（３ ２９）和式（３ ３０）即得到：

ｓｉｎδ２ ＝
１
ｅ

（３ ３１）

设行星引力常数为μ，又知，双曲线半长轴为ａ的飞越轨道与剩余速度关系为：

ｖ ＝ μ槡ａ （３ ３２）

双曲线轨道偏心率为：

ｅ＝１＋ｒｐａ
（３ ３３）

由式（３ ３１）、式（３ ３２）和式（３ ３３）不难得出：

δ＝２ａｒｃｓｉｎ １
１＋ ｒｐｖ

２／（ ）［ ］μ
（３ ３４）

这种借力飞行的过程中不加任何脉冲，航天器绕过行星后可改变其相对太阳的速度矢

量，该模型对于给定的飞入双曲线剩余速度珗ｖ－ ，其飞出速度矢量珗ｖ＋ 也就固定了。

需要说明的是，从前面讨论和分析可以知道，航天器借力飞行之后，速度发生改变，从而

实现变轨。但是如果要求变轨之后的轨道就是所需要的轨道，那么就需要考虑行星间的会

合周期，从而确定航天器的发射窗口，因此对发射窗口有特定的限制。在实际情况中，我们

较少考虑行星会合周期，尤其是多借力飞行时，一般都需要对借力飞行后的轨道进行调整以

得到期望的轨道。因此借力飞行可以分为纯借力飞行和带动力借力飞行（ＰｏｗｅｒｅｄＧｒａｖｉｔｙ
Ａｓｓｉｓｔ，ＰＧＡ）。由于纯借力飞行对行星间的会合周期有特定的要求，所以纯借力飞行一般

在实际的工程应用中难于实现。

下面讨论带动力借力飞行轨道设计，而对于施加动力的时刻，Ｐｒａｄｏ等人对此进行了研

究，并指出在借力飞行之后，对航天器实施深空机动以调整轨道，效果要优于借力飞行之前

和借力飞行过程中实施的动力（Ｔａｍáｓ，ｅｔａｌ，２００７）。
若ＰＧＡ变轨前后各为一段Ｌａｍｂｅｒｔ日心转移轨道，结合式（３ １６）不难得出进入借力

行星前后的双曲线剩余速度矢量珗ｖ－ 和珗ｖ＋ 。则可根据式（３ ２０）计算出两条双曲线轨道近

心点速度大小，可得近心点位置脉冲大小公式如下：
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｜Δ珗ｖ｜＝ ２μ
ｒｐ ＋｜

珗ｖ＋｜槡 ２－ ２μ
ｒｐ ＋｜

珗ｖ－｜槡 ２ （３ ３５）

即近心点处施加的脉冲大小｜Δ珗ｖ｜是关于近心点高度ｒｐ 的函数，如图３ １３所示。

Pl
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� ��
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� �
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图３ １３　带机动的借力飞行

其中ａ－和ａ＋为飞入和飞出双曲线的半长轴，可由下式得出：

ａ＝ μｖ２
（３ ３６）

式中：μ为行星引力常数。
那么如何确定一个适当的近心点高度ｒｐ，使得飞出速度矢量在方向上符合要求呢？

设δ为已知飞入和飞出双曲线剩余速度珗ｖ－
 和珗ｖ＋ 的夹角，α和β分别为珗ｖ－

 和珗ｖ＋ 与近心

点速度珗ｖ０ 的夹角，由双曲线性质可以得出：

α＝ａｒｃｓｉｎａ－／ａ－＋ｒ（ ）［ ］ｐ

β＝ａｒｃｓｉｎａ
＋／ａ＋＋ｒ（ ）［ ］ｐ

（３ ３７）

引入函数ｆ：

ｆ＝α＋β－δ
＝ａｒｃｓｉｎａ－／ａ－＋ｒ（ ）［ ］ｐ ＋ａｒｃｓｉｎａ＋／ａ＋＋ｒ（ ）［ ］ｐ －δ （３ ３８）

已知矢量珗ｖ－ 和珗ｖ＋ ，不难得出它们的夹角δ（即双曲渐近线夹角），并且由三角形性质有：

δ＝α＋β （３ ３９）
即需要寻找一个适当的ｒｐ ，使得式（３ ３８）为０。对ｆ求导有：

·３４·　　第三章　行星际脉冲转移轨道设计　



ｆ′＝－ ａ－

ａ－＋ｒ（ ）ｐ ｒｐ ｒｐ＋２ａ（ ）槡 －
－ ａ＋

ａ＋＋ｒ（ ）ｐ ｒｐ ｒ＋２ａ（ ）槡 ＋
（３ ４０）

根据式（３ ４０）即可通过牛顿迭代的方式求得满足式（３ ３９）的ｒｐ 。若方程无解，则该

方案不可行。
图３ １４是采用基于二体模型的圆锥曲线法求解“地球 金星 火星”借力飞行问题的仿

真示意图，即绕金星一次借力飞行，代码使用ＶＣ＋＋编写，三维场景使用ＯｐｅｎＧＬ绘制。
图３ １４仅仅只是一个仿真，左图为完整轨道，右图为航天器飞行轨迹。其中假定航天

器从地球发射的时刻是以 ＭＪＤ２０００为起始时刻的第８０天，从地球到金星的转移时间为８０
天，而金星到火星的转移时间为２００天，图中显示了该借力飞行变轨示意图。

������

�����

Earth
Swing-by

Mercury

Venus

Craft-Orbitl Craft-Orbitl

Mercury

Venus

Earth

图３ １４　借力飞行仿真示意图

§３．４　Ｂ平面法

圆锥曲线拼接法仅计算出各行星质心轨道上的脉冲大小｜Δ珗ｖ｜，而没有其方向信息，从
图３ １１和图３ １２可以看出，仅给出逃逸双曲线剩余速度矢量（珗ｖ－ 或珗ｖ＋）和双曲线近心点

高度ｒｐ 是无法确定轨道平面在三维空间中的方向的。
事实上，这些参数对应着无数条双曲线轨道，以地球逃逸轨道为例，若逃逸轨道近地点

高度确定，那么所有满足给定双曲线剩余速度珗ｖ＋ 的轨线的集合呈现出如图３ １５所示的一

个包络效果。
这些逃逸双曲线轨道有着相同的双曲线剩余速度，它们的近心点初始速度矢量通常作

为精确轨道确定时（如微分校正等方法）的初值。而工程上则通常通过轨道倾角的约束（如
地球自转和太阳光照等因素）来确定具体的逃逸轨道倾角参数，一旦倾角和发射方向确定，
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图３ １５　逃逸地球的双曲线轨道示意图

轨道就具有唯一性了。
而对于借力飞行的双曲线轨道（不管是带机动的还是无机动的借力飞行），通常我们需

要在初轨设计阶段就确定借力后的剩余速度的方向。而给定的飞入剩余速度，对应这无数

条不同方向的飞越双曲线（与图３ １６中的飞越双曲线绕Ｓ
°

轴旋转形成的包络效果类似）。
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图３ １６　Ｂ平面示意图
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为了在轨道设计中参数化行星中心坐标系中的近心点速度和日心坐标系中的行星运行

速度的关系，需引入Ｂ平面参数（Ｇｅｏｒｇｅ，２００５）。

Ｋｉｚｎｅｒ．Ｗ在２０世纪６０年代初发现建立在目标天体Ｂ平面上的参数与航天器飞行轨

道状态参数之间存在很好的线性关系。大量的理论分析和工程实践表明，深空探测航天器

的飞行轨道可以用Ｂ平面参数来描述目标散布，并且用迭代方法修正Ｂ平面参数的误差有

较好的收敛性，因此Ｂ平面参数广泛应用于深空探测的轨道设计与优化中（谷立祥等，

２００３）。

Ｂ平面和航天器的轨道平面垂直相交，Ｂ矢量的方向与这两个平面的相交线一致，起始

点是目标天体的中心，指向飞入渐近线与Ｂ平面的交点。Ｂ平面参数建立在以目标天体中

心为原点的平面坐标系下。以飞入剩余速度珗ｖ－ 的方向为Ｓ
°

轴，Ｓ
°

与行星Ｐｌ的日心速度矢

量的乘积作为Ｔ
°

轴，并由右手定则确定Ｒ
°

轴。

因此，若已知飞入剩余速度矢量珗ｖ－ 和近心点高度ｒｐ，则可通过指定珝Ｂ矢量与Ｔ
°

轴的夹

角θ来唯一地确定飞出剩余速度。方法如下：

已知行星引力常数μ，飞越双曲线近心点高度ｒｐ，飞入双曲线剩余速度珗ｖ－ ，

（１）确定Ｓ
°

轴：珗ｖ－ 的归一化矢量；

（２）由星历表计算得到当前行星的日心速度矢量珗ｖＰｌ，则Ｔ
°
＝ｕｎｉｆｙ（珗ｖＰｌ×珗ｖ－ ），其中ｕｎｉｆｙ

为将矢量归一化的操作；
（３）将Ｔ

°
轴绕Ｓ

°
轴旋转θ角，并根据式（３ ３３）和式（３ ３６），将该矢量缩放至飞越双曲线

短半轴长度ｂ，得出矢量珝Ｂ；
（４）计算轨道平面法矢量珗ｎ，珗ｎ＝ｕｎｉｆｙ（珝Ｂ×Ｓ

°）；

（５）由式（３ ３４）计算珗ｖ－ 与珗ｖ＋ 的夹角δ；
（６）将珗ｖ－ 绕法矢量珗ｎ旋转δ，即得到珗ｖ＋ 。
将矢量绕任意轴旋转的方法见附录Ａ。行星际探测任务设计中，在到达目标行星后，若

目标为绕飞或飞越，则Ｂ平面方法同样适用于目标行星俘获段的设计。
行星际轨道探测中，通常需要使用Ｂ平面方法来进行精确轨道设计。本书讨论初轨设

计，仅在圆锥曲线拼接法中使用该方法来参数化借力飞行的双曲线飞越轨道和俘获轨道的

轨道平面方向。

§３．５　逐次逼近打靶法求解多体问题下行星际转移轨道

在考虑多体问题的情况下，根据牛顿第二定律，在惯性坐标系下航天器的动力学方程可

以写成（２ ３２）的形式，设第ｉ个天体表示航天器，则转移轨道的动力学方程可以写成以下

形式：
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珗ｒ
··

＝ｆ（珗ｒ，珗ｒ
·

，ｔ）
珗ｒ（ｔ０）＝ｒ→ ０，珗ｒ（ｔ）＝ｒ→
烅
烄

烆 ｔ

（３ ４１）

式中：珗ｒ０ 是ｔ０ 时刻的位置；
珗ｒｔ 是ｔ时刻卫星的位置；

珗ｒ
·

ｔ 是ｔ时刻卫星的速度矢量；

珗ｒ
··

ｔ 是ｔ时刻卫星的加速度矢量；

ｔ０、ｔ分别表示发射时刻和到达时刻的时间。
式（３ ４１）是一个非线性的常微分边值问题。

３．５．１　打靶法

打靶法的基本思想是对于一个两点边值问题，将其转换为初值问题。在转移轨道设计

中，要求解的是航天器发射时的初始速度，由于知道了目标位置，可以估计一个初始速度后

进行积分，分析积分终点与目标点的偏移量来计算初始值修正向量，试验修正初值反复迭

代，直到收敛。对于非线性边值问题式（３ ４１），其初值问题：

珗ｒ
··

＝ｆ（珗ｒ，珗ｒ
·

，ｔ）

珗ｒ（ｔ０）＝ｒ→ ０，珗ｒ
·

（ｔ０）＝ｖ→烅
烄

烆 ０

（３ ４２）

的解记为

珗ｒ（ｔ）＝珗ω（ｔ，珗ｖ０） （３ ４３）
如果珗ｖ０ 满足珗ω（ｔ，珗ｖ０）＝珗ｒｔ，则珗ｒ（ｔ）＝珗ω（ｔ，珗ｖ０）就是边值问题式（３ ４１）的解。记

珝Ｆ（珗ｖ０）＝珗ω（ｔ，珗ｖ０）－珗ｒｔ （３ ４４）

则求解线性边值问题式（３ ４１）的打靶法即用某种迭代法求函数方程Ｆ（珗ｖ０）＝０的根珗ｖ０ ，在
迭代过程中不断地调整珗ｖ０使得初值问题（３ ４２）的解满足边值问题式（３ ４１）在ｔ时刻的边

界条件（刘林等，２００５）。

３．５．２　逐次逼近打靶法

逐次逼近打靶法是在打靶法的基础上进一步细分得来的，其基本思想是：如果当前要到

达目标点为Ｒ，假设当前求出的一个假设值ｖ０ 通过积分能够到达一个终点Ｒ，则将区间

Ｒ，［ ］Ｒ 划分为ｎ个子区间：［Ｒ，Ｒ１］，［Ｒ１，Ｒ２］，…，［Ｒｎ－２，Ｒｎ－１］，［Ｒｎ－１，Ｒ］，将打靶目标分

解为ｎ个阶段，即将打靶目标依次确定为：Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ－２，Ｒｎ－１，最终到达目标点Ｒ。将这

种改进的打靶法称为逐次逼近打靶法，如图３ １７所示。
其算法流程如下：
（１）计算发射行星（如地球）和目标行星（如火星）的星历，求出该发射行星在发射时刻的

·７４·　　第三章　行星际脉冲转移轨道设计　



R0

R1

R2

R*

�

R

图３ １７　逐次逼近打靶法的示意图

位置Ｒ０ 和目标行星终点时刻的位置Ｒ；

（２）通过Ｒ０ 和Ｒ求解航天器在二体问题情况下转移轨道的初始速度ｖ０ ；

（３）ｖ０ 通过积分能够到达一个终点Ｒ；

（４）将区间［Ｒ，Ｒ］划分为ｎ个子区间：［Ｒ，Ｒ１］，［Ｒ１，Ｒ２］，…，［Ｒｎ－２，Ｒｎ－１］，［Ｒｎ－１，Ｒ］；

（５）初始位置为Ｒ；

ｆｏｒ　ｉ＝１∶ｎ
　ａ）初始速度ｖｉ ＝ｖｉ－１，目标位置为Ｒｉ；

　ｂ）由Ｒｉ－１和ｖｉ 为初始状态Ｘ
ｉ ，对Ｘ

ｉ 选取状态增量做６次积分，求解状态转移矩

阵φ１２ ；

　ｃ）采用初等变换对状态转移矩阵求逆φ
－１
１２ ；

　ｄ）以Ｘ
ｉ 为初始状态，用Ｒｕｎｇ Ｋｕｔｔａ从ｔ０ 积分到终点时刻ｔ，得到终点位置Ｒ′ｉ；

　ｅ）判断Ｒ′ｉ 与目标点位置Ｒｉ足够接近，即 Ｒ′ｉ－Ｒｉ ＜ε，则结束本次循环；否则执行

ΔＲｉ＝Ｒ′ｉ－Ｒｉ，ｖ（ｋ＋１）ｉ ＝ｖ（ｋ）ｉ ＋φ
－１
１２ΔＲｉ，转向ｂ）；

ｅｎｄ
（６）最后一次迭代的结果即为所求结果。

３．５．３　实验结果

以地球到火星转移轨道为例，基于双脉冲变轨，航天器的初始位置位于距离地表某一高

度的停泊轨道，在初始时刻给一个脉冲使得航天器达到发射速度，到达目标点时对航天器施

加另外一个脉冲，使航天器进入俘获轨道。采用的坐标系是日心黄道坐标系，时间系统是
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ＭＪＤ２０００，实验时将逐次逼近的打靶法与普通的打靶法进行了比较（表３ ２～表３ ５）。
任务目标：到达日期２０１０年９月２日（ＭＪＤ２０００：３８９７．２３７），选择不同的近火点高度

得到实验结果。
约束条件：设转移轨道从近地点起始，转移初速度瞬时获得（即冲量情况），发射时间为

２００９年１０月１３日（ＭＪＤ２０００：３５７３．１９），停泊轨道高度２００ｋｍ。

表３ ２　距离火星表面９６９０７．７３ｋｍ（ｎ＝３）

算　法 结果误差 迭代次数

打靶法 ０．１５９９２１ １９

逐次打靶 ０．５０２８５０ ２０

表３ ３　距离火星表面６６５４．８６ｋｍ（ｎ＝１０）

算　法 结果误差 迭代次数

打靶法 ０．８７８８６７ ９５

逐次打靶 ０．７７２７２２ ６２

表３ ４　距离火星表面１９８８．１６ｋｍ（ｎ＝３）

算　法 结果误差 迭代次数

打靶法 ——— ＞２００

逐次打靶 ０．９６５２４７ ４６

表３ ５　距离火星表面２４３．３２ｋｍ（ｎ＝３）

算　法 结果误差 迭代次数

打靶法 ——— ＞２００

逐次打靶 ０．５０５７８７ ２７

实验结果表明，在目标点距离火星较远的情况下，逐次逼近打靶法和普通打靶法的差别

较小。当目标点距离火星表面较近的时候，逐次逼近打靶法有更快的收敛速度，而且在有些

情况下普通的打靶法无法收敛时，逐次逼近打靶法能够较好地求得结果。
实验表明，采用逐次逼近打靶法的应用范围比普通的打靶法更广，逐次打靶法也存在一

个缺点即划分小区间之后在每个区间内进行打靶时都要求一次状态转移矩阵，而普通的打

靶法只需要求一次矩阵。但是，在很多情况下普通的打靶法在求解时是非常困难的，而采用

逐次打靶法可以很容易的得到结果。
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第四章　行星际轨道优化模型

本书中的行星际轨道优化是指，在给定的发射时间范围内，采用特定的借力飞行序列，
并在给定的时间范围内到达目标行星，在这样的前提下寻找一个适当的发射时机，使得飞行

所需要的燃料和飞行时长尽量地小。可用于行星际轨道优化的算法很多，如传统的单纯形

算法、序列二次规划（ＳＱＰ）算法以及随机优化算法，如演化算法等。

§４．１　优化模型

４．１．１　ＭＰＧＡ＋位置模型ＤＳＭ
考虑带ｎ次机动的借力飞行 ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ行星际脉冲转移轨道设计模型：

珝Ｐ＝ 珝Ｐ０，珝Ｐ１，珝Ｐ２，…，珝Ｐｎ－｛ ｝１ （４ １）
式中：珝Ｐ为脉冲机动位置矢量序列；对于逃逸、借力或俘获，珝Ｐｉ 即为行星位置矢量；对于深空

机动，珝Ｐｉ 为脉冲机动位置矢量。
根据探测目标的不同，还需要额外参数见表３ １中所述参数。
决策向量：

Ｘ＝ ｔ０，珝Ｐ０，Δｔ１，珝Ｐ１，Δｔ２，珝Ｐ２，…，Δｔｎ－１，珝Ｐｎ－｛ ｝１ （４ ２）

Ｘ为轨道脉冲机动发生的时刻序列（ＭＪＤ２０００）。如图４ １所示。

Lambert

DSM
PGA

Lambert

t0 +Dt1 +D 2t ���

图４ １　ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ
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深空机动的位置矢量通常需要指定（日心黄道坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ）。而行星位置则来自行

星星历表，计算方法如下：

珝Ｐｉ ＝
ＯｓｘｓｙｓｚｓＶｅｃｔｏｒ（ｘ，ｙ，ｚ）

　　　　　ｅｐｈ（Ｐｌｉ，ｔｉ｛ ）
（４ ３）

其中：

ｔｉ ＝ｔ０＋∑
ｉ

ｊ＝１
Δｔｊ （４ ４）

ｅｐｈ（Ｐｌｉ，ｔｉ）计算行星Ｐｌｉ 于ｔｉ 时刻在Ｏｓｘｓｙｓｚｓ 中的位置矢量。星历计算模型将在第九

章中展开讨论。
优化目标：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ：ｆ１（Ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
Δｖｉ

ｍｉｎｉｍｉｚｅ：ｆ２（Ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Δｔｉ

（４ ５）

约束条件：

ｒｐ（Ｘ）≥ｒｐｍｉｎ （４ ６）

式中：ｒｐ 为借力飞行的飞越双曲线近心点高度；

ｒｐｍｉｎ 则是高度约束。对于不同的行星，此约束值也不同，最直接的约束就是近心点高

度必须比行星半径要大。当然根据实际情况，还可以设置不同的约束值。

ＭＰＧＡ＋位置模型ＤＳＭ的优化问题可描述为：指定目标行星和目标轨道参数，给定借

力飞行行星序列，在指定的发射和入射窗口内，寻找一个适当的发射时机，并寻找适当的深

空机动位置，使得探测任务所需要的能量尽量小，任务时长尽量短。

４．１．２　ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ
与 ＭＰＧＡ＋位置模型ＤＳＭ不同的是，ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ任务中，借力飞行过程中

无需施加脉冲，ＤＳＭ 也不是在指定位置施加，而是通过ＤＳＭ 前所在轨道的初始速度和飞

行时长来确定施加ＤＳＭ的位置，故称为“速度模型”。
考虑涉及ｎ颗行星的行星际探测任务：

Ｐｌ＝｛Ｐｌ０，Ｐｌ１，…，Ｐｌｎ－１｝ （４ ７）

Ｐｌ为行星序列，其中Ｐｌ０ 为出发行星（通常为地球），Ｐｌｎ－１为目标行星，Ｐｌ１～Ｐｌｎ－２为借

力飞行的行星。根据探测目标的不同，还需要如表３ １中所述的附加参数。
决策向量Ｘ描述如下：

Ｘ＝ ｛ｔ０，ｖ，ｕ，ｖ，η１，Δｔ１，ｒｐ２，θ２，η２，Δｔ２，…，ｒｐｎ－１，θｎ－１，ηｎ－１，Δｔｎ－１｝（４ ８）
式中：ｎ为行星序列长度；
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ｔ０ 为从行星Ｐｌ０ 出发的时刻；

ｖ 为脱离出发行星的逃逸双曲线剩余速度大小；

ｕ为ｖ 在日心黄道球面坐标系中的黄纬；

ｖ为ｖ 在日心黄道球面坐标系中的黄经；

Δｔｉ 为第ｉ段行星际轨道的时长，ｉ∈｛１，２，…，ｎ－１｝；

ｒｐｉ为借力飞行或目标行星的双曲线轨道近心点高度；

ηｉ 中ｉ∈｛１，２，…，ｎ－１｝，表示航天器在第ｉ段转移轨道上运行η

ｉ ×Δｔｉ 后施加ＤＳＭ，

后半段通过求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题实现交会，后半段时长（１－ηｉ）×Δｔｉ；

θｉ 中ｉ∈｛２，３，…，ｎ－１｝，表示第ｉ次借力飞行变轨的Ｂ平面旋转角。
因此 ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ任务的优化可描述为：已知航天器飞行过程中涉及的行星

序列，找出一个适当的发射时刻、逃逸地球后的双曲线剩余速度矢量、ＤＳＭ的时机和各次借

力飞行轨道的Ｂ平面旋转角，以达到降低总能量消耗和减少总飞行时长的目的（图４ ２）。

DSM

GA

Kepler

Lambert

���t0 +�1 1Dt +(1- )�1 1Dt

图４ ２　ＭＧＡ＋ＤＳＭ

优化目标：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ：ｆ１（Ｘ）＝ｖ＋∑
ｎ－１

ｉ＝０
Δｖｉ

ｍｉｎｉｍｉｚｅ：ｆ２（Ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
Δｔｉ

（４ ９）

约束条件同式（４ ６）。
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§４．２　时空复杂度分析

对优化问题的复杂度分析，有助于很好地理解优化模型的性质和空间剪枝算法的应用，
以提高空间搜索效率。本节就一些基本的求解模型和整体优化空间复杂度进行讨论。

４．２．１　Ｌａｍｂｅｒｔ问题时间复杂度分析

作为轨道设计的基础计算部分，寻优过程中需要进行大量次数的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解。
这里给出对ｐ迭代方法进行的理论分析和统计性实验的结果。

二分ｐ 迭代的复杂度与迭代区间的大小，以及迭代的收敛精度密切相关。这里对

８９８０９个算例进行了分析，抽取部分数据如表４ １所示。

表４ １　二分ｐ迭代次数统计

迭代精度ｍ
精确到小数点后ｍ位

迭代宽度Ｗ
（单位：ｍ）

最坏迭代次数

（理论值）
实际迭代次数

（平均）

０ ２３４７３１７２７１５０．３８３２４ ３７．７７２ ２５．１２８

３ ２３４７３１７２７１５０．３８３２４ ４７．７３８ ３４．０９２

６ ２３４７４４２８０１２９．０５７８９ ５７．７０４ ４４．０４８

９ ２２７４６１３３２４６５．５１０１３ ６７．６２４ ５２．６２４

根据算法复杂度理论，为更好地估算连续型区间的优化复杂度，通常将区间内的精度需

求和区间宽度结合起来进行计算。结合实验结果不难看出，Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解时间复杂度

为：

Ｏ（ｌｏｇ２（Ｗ ×１０ｍ）） （４ １０）
式中：Ｗ 为迭代宽度；

ｍ为迭代精度需求。
另外，在对牛顿迭代次数的统计中，平均迭代次数都可以在１０次左右。
实验表明，无论是使用二分迭代还是牛顿迭代，就单次求解过程来看，计算复杂度都不

高（对数复杂度）。但作为轨道设计的基本算子之一，轨道设计和优化过程中将出现大量次

数的求解，因此在寻优过程中，提高求解效率的同时，也应尽量减少求解次数。
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４．２．２　双脉冲轨道优化问题复杂度

作为行星际轨道优化问题的最基础问题之一，对于双脉冲转移轨道的优化问题的时空

复杂度的研究，对研究 ＭＰＧＡ和 ＭＧＡ等模型的优化问题具有重要价值。
指定出发行星和目标行星的单目标的双脉冲变轨优化问题可描述为：
优化目标：

ｍｉｎｉｍｉｚｅ：ｆ（ｔ０，Δｔ）＝Δｖ１＋Δｖ２ （４ １１）
该问题实际上就是求解一个Ｌａｍｂｅｒｔ问题，前面已经讨论过Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解的复杂

度，现在来分析优化问题的空间复杂度。
如图４ ３中绘出的是地球 火星双脉冲转移轨道目标函数ｆ（ｔ０，Δｔ），枚举步长为１

天。由图中可看出，目标函数呈现出多极值即多峰多谷的特性。
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图４ ３　地球 火星双脉冲变轨问题

对于给定的发射时机范围ｔ０ ∈ ［ｔ０ｍｉｎ，ｔ０ｍａｘ］（ＭＪＤ２０００，天）；Δｔ的范围Δｔ∈ ［Δｔｍｉｎ，

Δｔｍａｘ］（天）；该优化问题的复杂性主要呈现以下几个方面特性：
（１）优化范围大，优化空间呈现二维性质，大小为：

Ｒｔｗｏ－ｔｈｒｕｓｔ＝ ［ｔ０ｍｉｎ，ｔ０ｍａｘ］×［Δｔｍｉｎ，Δｔｍａｘ］ （４ １２）
（２）精度要求高，求解精度的要求也直接影响优化性能，若精确到秒，则等价于优化范围

扩大到：

Ｒｔｗｏ－ｔｈｒｕｓｔ＝ ［ｔ０ｍｉｎ，ｔ０ｍａｘ］×［Δｔｍｉｎ，Δｔｍａｘ］×８６４００２ （４ １３）
（３）目标函数非线性，对决策向量的评价，需要求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题，目标函数ｆ（ｔ０，Δｔ）

呈现高度的非线性。
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４．２．３　ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ和 ＭＧＡ＋ＤＳＭ优化问题复杂度

带机动的多借力飞行（ＭＰＧＡ）问题的优化，在目标函数求解上可以认为是多段Ｌａｍ
ｂｅｒｔ问题的组合，而在优化空间的划分上，则可以认为是类似多段双脉冲交会问题的空间乘

积。
考虑行星序列长度为ｎ的 ＭＰＧＡ任务，其优化问题的空间复杂度可描述如下：

ＲＭＰＧＡ ＝２ｎ－１×［ｔ０ｍｉｎ，ｔ０ｍａｘ］×［Δｔ１ｍｉｎ，Δｔ２ｍａｘ］×…

×［Δｔｎ－１ｍｉｎ，Δｔｎ－１ｍａｘ］ （４ １４）

其中２ｎ－１ 项为：每次求解一段Ｌａｍｂｅｒｔ轨道，都需要尝试长程和短程轨道。
不难看出，多借力飞行优化问题随着行星序列的增长，其空间复杂度呈指数级的生长。

因此在优化过程中对优化空间的修剪是非常有必要的。
对于 ＭＰＧＡ＋位置模型ＤＳＭ的优化问题，设脉冲机动次数为ｎ，其中ｍ 次为ＤＳＭ机

动，那么 ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ优化问题空间复杂度为：

ＲＭＰＧＡ＋ＤＳＭ ＝ＲＭＰＧＡ×∏
ｍ

１

（［Ｘｉｍｉｎ，Ｘｉｍａｘ］×［Ｙｉｍｉｎ，Ｙｉｍａｘ］×［Ｚｉｍｉｎ，Ｚｉｍａｘ］）

（４ １５）
式中：［Ｘｉｍｉｎ，Ｘｉｍａｘ］、［Ｙｉｍｉｎ，Ｙｉｍａｘ］和 ［Ｚｉｍｉｎ，Ｚｉｍａｘ］表示第ｉ次ＤＳＭ的位置约束。

为便于计算，将 ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ的优化问题的部分参数归一化：

ｕ（Ｘ）∈ ［－π／２，π／２］ｕ（Ｘ）∈ ［０，１］

ｖ（Ｘ）∈ ［０，２π］ｖ（Ｘ）∈ ［０，１］

θ（Ｘ）∈ ［－π，π］θ（Ｘ）∈ ［０，１］
结合归一化后区间中的精度需求，设区间宽度为Ｒｕ ，则 ＭＧＡ＋ＤＳＭ优化问题的空间

复杂度可估算如下：

ＲＭＧＡ＋ＤＳＭ ＝２ｎ－１×［ｔ０ｍｉｎ，ｔ０ｍａｘ］×∏
ｎ－１

ｉ＝１

［ΔＴｉｍｉｎ，ΔＴｉｍａｘ］

×∏
ｎ－１

ｉ＝２

［ｒｐｉｍｉｎ，ｒｐｉｍａｘ］×Ｒ
２（ｎ－２）＋３
ｕ

（４ １６）

式中：Ｒ２（ｎ－２）＋３ｕ 为归一化后的参数ｕ（Ｘ）、ｖ（Ｘ）、θ（Ｘ）和η的优化空间；

２ｎ－１为Ｌａｍｂｅｒｔ轨道段的数量（第一次ＤＳＭ前的一段是速度模型确定的轨道，之后每

两颗行星之间轨道分为一段Ｋｅｐｌｅｒ轨道和一段Ｌａｍｂｅｒｔ轨道）。
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第五章　行星际轨道优化的差分演化算法

§５．１　差分演化算法

本书没有对优化算法的选取做详细的分析，而只选取了遗传算法和差分演化算法来进

行优化设计，原因在于 Ｍｙａｔｔ（２００３）已经指出，对于航天任务优化设计技术，差分演化算法

具有比较好的效果，此处使用遗传算法仅仅是为了与差分演化算法做比较。
下面先给出遗传算法和差分演化算法的基本原理与实现方法，随后给出实验结果。

５．１．１　遗传算法

遗传算法（ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）是由美国 Ｍｉｃｈｉｇａｎ大学的ＪｏｈｎＨｏｌｌａｎｄ教授于

１９７５年构建的，它是模拟自然界生物进化机制的一种算法，即遵循“适者生存，优胜劣汰”的
原则，也就是寻优过程中有用的保留，无用的则去除。在科学和生产实践中表现为，在所有

可能的解决方法中找出最符合该问题所要求条件的解决方法，即找出一个最优解。遗传算

法的思想来源于达尔文的进化论、孟德尔的群体遗传学说和魏茨曼的物种选择学说，其基本

思想是模拟自然界遗传机制和生物进化论而形成的一种过程搜索最优解的算法。
遗传算法的特点是对参数进行编码运算，几乎不需要所求问题的任何信息，仅需要目标

函数的信息。不受搜索空间是否连续或目标函数可微的限制就可找到最优解。依据它的并

行性，非常适用于大规模并行计算机。因此，遗传算法广泛地应用于自动控制、计算科学、模
式识别、工程设计、智能故障诊断、管理科学和社会科学领域，适用于解决复杂的非线性和多

维空间寻优问题（陈国良等，１９９６；刘勇等，１９９８）。
与传统搜索算法不同，遗传算法从一组随机产生的初始解（称为群体）开始搜索过程，群体

中的每个个体是问题的一个解（称为染色体），这些染色体在后续迭代中不断进化（称为遗传）。
遗传算法主要通过交叉、变异、选择运算实现。交叉或变异运算生成下一代染色体（称

为后代），染色体的好坏用适应度来衡量，根据适应度的大小从上一代和后代中选择一定数

量的个体，作为下一代群体，再继续进化，这样经过若干代之后，算法收敛于最好的染色体，
它很可能就是问题的最优解或次优解。遗传算法中使用适应度概念来度量群体中的各个个

体的好坏。
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ＧＡ的基本思想是对需要优化的问题的参数进行编码，然后由若干个编码后的参数形

成一个初始种群作为优化问题的候选解，使用选择、交叉和变异三种算子进行操作，不断迭

代优化，直到满足停机条件，如找到最优解和迭代到最大代数。
遗传算法的计算流程如图５ １所示。从图中可以看出，遗传算法是一种种群型操作，

该操作以种群中的所有个体为对象。具体求解步骤如下（吉根林，２００４；肖伟等，２００４）。

��
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���

��


�

��������
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图５ １　遗传算法的计算流程图

（１）编码：依据优化问题的特点确定使用何种码制进行编码，然后将问题参数编码形成

基因链，即染色体。每一个染色体代表一个个体，表示优化问题的一个解。
（２）初始化：随机产生一个规模为Ｐ的初始种群，其中每个个体为一定长度（或不定长）

的染色体，该群体代表优化问题的一些可能解的集合。
（３）适应度评估：计算种群中每个个体的适应度，适应度为群体进化时的选择提供了依

据。一般来说，适应度越高，表示解越好。适应度函数一般可以根据目标函数而定。
（４）选择：根据每个个体的适应度，依据一定的选择标准，进行选择操作，产生新的个体

加入到下一代群体中，一般个体被选择的概率与其适应度优劣成正比。
（５）交叉：从种群中随机选择两个染色体，按一定的交叉概率进行基因交换。交换位置

的选取是随机的，也可以是多个基因位的交换。
（６）变异：从种群中随机地选择一个染色体，按一定的变异概率进行基因变异。

ＧＡ的搜索能力主要是由选择与交叉操作体现的，变异算子则保证了算法能搜索到问

题空间的每一点，从而使算法具有全局最优性，进一步增强了ＧＡ的搜索能力。
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（７）若发现最优解或迭代到最大代数，则算法停止，否则转（３），对产生的新一代群体进

行重新评估、选择、交叉、变异操作，如此循环往复，使群体中最优个体的适应度和平均适应

度不断提高。
使用遗传算法求解问题，需要根据优化问题本身的特点，确定种群规模、交叉概率和变

异概率等几个重要的参数，参数的选取直接影响到算法的性能。

５．１．２　差分演化算法

差分演化算法（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）是ＲａｉｎｅｒＳｔｏｒｎ和ＫｅｎｎｅｔｈＰｒｉｃｅ在１９９５年

为求解有关切比雪夫多项式的问题提出来的，是一类基于群体差异的演化算法。最初，主要

目的是用差分演化算法来求解连续全局优化问题。其基本思想是应用当前种群中个体的差

来重组得到中间种群，然后通过父子之间的锦标赛制的竞争获得新一代种群。
差分演化算法最新颖的特征是它的变异操作，当选定一个个体后，算法通过在该个体上

加上两个个体带权的差来完成变异。在算法迭代的初期，因为种群中个体的差较大，从而这

样的变异操作会使算法本身具有较强的全局搜索能力；而到迭代的后期，当趋于收敛的时

候，种群中个体的差较小了，这也使得算法具有较强的局部搜索能力。这种新颖的变异操作

也使得该算法在求解函数优化等问题上有着其他同类方法不可比拟的优点。主要优点可以

总结为以下三点（胡中波，２００６）：①待定参数少；②不易陷入局部最优；③收敛速度快。
差分演化是一种基于实数编码的演化算法，算法的基本思想及整体构架与遗传算法相

类似，从一代种群到下一代种群都要经过变异、交叉、选择等操作，也一样有几个至关重要的

参数必须事先确定。与遗传算法的主要区别在于变异操作上，差分演化的变异操作是基于

染色体的差异向量进行的，其余操作和遗传算法类似。下面通过求解非线性函数ｆ（ｘ１，ｘ２，
…，ｘｎ）的最小值问题，ｘｉ 满足ｘＬｉ ≤ｘｉ≤ｘＵｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，来介绍差分演化算法的操作过

程（Ｓｒｉｎｉｖａｓ，ｅｔａｌ，１９９４）：
令ｘｊ（ｔ）是第ｔ代的第ｊ个染色体，则：

ｘｊ（ｔ）＝ （ｘｊ１（ｔ），ｘｊ２（ｔ），…，ｘｊｎ），　ｊ＝１，２，…，Ｍ；ｔ＝１，２，…，ｔｍａｘ
（５ １）

式中：ｎ为染色体的长度，即变量的个数；

Ｍ 为群体规模；

ｔｍａｘ为最大的进化代数。
第一步：生成初始种群

在ｎ维空间里随机产生满足约束条件的Ｍ 个染色体，实施措施如下：

ｘｊｉ（０）＝ｒｎｄｊｉ（０，１）（ｘＵｉ －ｘＬｉ）＋ｘＬｉ，　ｊ＝１，２，…，Ｍ （５ ２）

式中：ｘＵｉ，ｘＬｉ 分别为第ｉ个变量的上界和下界，ｉ＝１，２，…，ｎ；

ｒｎｄｉｊ（０，１）为［０，１］之间的随机小数。
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第二步：变异操作

从群体中随机选择３个染色体ｘｐ１，ｘｐ２，ｘｐ３ 且ｊ≠ｐ１≠ｐ２≠ｐ３，则：

ｈｊｉ（ｔ＋１）＝ｘｐ１ｉ（ｔ）＋Ｆ×［ｘｐ２ｉ（ｔ）－ｘｐ３ｉ（ｔ）］ （５ ３）
式中：ｘｐ２ｉ（ｔ）－ｘｐ３ｉ（ｔ）为差异化向量；

Ｆ为缩放因子。
第三步：交叉操作

交叉操作是为了增加种群的多样性，具体操作如下：

ｖｊｉ（ｔ＋１）＝
ｈｊｉ（ｔ＋１），ｒａｎｄｊｉ ≤ＣＲａｎｄｉ＜ｎ
ｘｊｉ，　　　
烅
烄

烆 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（５ ４）

式中：ｒａｎｄｊｉ 为［０，１］之间的随机小数；

ＣＲ为交叉概率，ＣＲ∈［０，１］。
第四步：选择操作

为了决定ｘｊ（ｔ）是否成为下一代的成员，向量ｖｊ（ｔ＋１）和目标向量ｘｊ（ｔ）对评价函数进

行比较：

ｘｊ（ｔ＋１）＝
ｖｊ（ｔ＋１），ｆ（ｖｊ１（ｔ＋１），…，ｖｊｎ（ｔ＋１））＜ｆ（ｘｊ１（ｔ），…，ｘｊｎ（ｔ））

ｘｊ（ｔ），　ｆ（ｖｊ１（ｔ＋１），…，ｖｊｎ（ｔ＋１））≥ｆ（ｘｊ１（ｔ），…，ｘｊｎ（ｔ｛ ））
（５ ５）

反复执行第二步到第四步的操作，直至达到最大的进化代数ｔｍａｘ。

§５．２　实验结果

５．２．１　双脉冲＋单次位置模型ＤＳＭ
双脉冲＋单次位置模型的优化问题决策向量：

Ｘ＝ ｛ｔ０，Δｔ，α，珝ＰＤＳＭ｝ （５ ６）
式中：α∈［０，１］为航天器在ＤＳＭ发生前的一段Ｌａｍｂｅｒｔ轨道时长占总Δｔ中的比例；决策

向量Ｘ是式（４ ２）的变形，转换到式（４ ２）的形式为：

Ｘ＝ ｛ｔ０，ｅｐｈ（２，ｔ０），αΔｔ，珝Ｐｄｓｍ，（１－α）Δｔ，ｅｐｈ（３，ｔ０＋Δｔ）｝ （５ ７）
式中：ｅｐｈ（Ｐｌ，ｔ０）为星历计算，详见９．２节，本实验采用ＥＳＡ提供的星历模型（ＡＣＴ，２００８），

ｅｐｈ（２，ｔ）即为计算地球在ｔ时刻的位置；
珝ＰＤＳＭ为ＤＳＭ位置。
发射时刻范围（ＭＪＤ２０００）：ｔ０∈［８００，３８００］。
表５ １中第一行为ＥＳＡ（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）的最优解，方案Ａ和方案Ｂ在总Δｖ上略

占优势，但其转移时长过大，虽然没有什么实用价值，但却能说明非共面双脉冲转移轨道在

过程中增加ＤＳＭ的必要性。
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表５ １　地球 火星双脉冲＋单次ＤＳＭ优化结果

方案
发射时刻ｔ０
（ＭＪＤ２０００）

转移时长

（天）
ＤＳＭ时刻

（比例）
ＤＳＭ位置

（Ｏｓｘｓｙｓｚｓ）
总Δｖ
（ｋｍ／ｓ）

总Δｔ
（天）

ＥＳＡ １２５３．７ ２０２．９ ＮＡ ＮＡ ５．６６７ ［１００～４００］

ＤＥ Ａ １２４３．６８２ ５７９．３２６ ０．３５０

１６２２３０１０２．１３４，

１４０３９７５２４．８４９，

－１０５０６６４．５６１

５．６３２ ［１００～６００］

ＤＥ Ｂ １２４７．２６４ ４００．０００ ０．４９１

１６１６３１８１７．０８４，

１４０１９０９１１．２３０，

－１１６３７７８．２０３

５．６３５ ［１００－４００］

５．２．２　双脉冲＋单次速度模型ＤＳＭ
速度模型ＤＳＭ的优化结果也表明，双脉冲＋单次ＤＳＭ的行星际转移轨道比直接双脉

冲转移轨道更优。实验中使用ＤＥ算法进行优化，种群规模：２００；运行代数：２００；ＤＥ策略；

Ｂｅｓｔ１Ｂｉｎ；缩放因子：０．９；变异概率：０．９。
双脉冲＋单次速度模型ＤＳＭ的决策向量：

Ｘ＝ ｛ｔ０，ｖ，ｕ，ｖ，η，Δｔ｝ （５ ８）

参数说明见式（４ ８）。在优化实验中，η∈ ０．１，０．［ ］９ ，ｕ∈ －π２
，π［ ］２ ，ｖ∈ －π，［ ］π 。

地球 水星优化结果比较（表５ ２）：

参数范围：ｔ０ ∈ ８００，［ ］３８００ ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ １００，［ ］６００ Ｄａｙｓ，ｖ ∈ ０，［ ］１８ （ｋｍ／ｓ）。

总Δｖ减少量：１．１１４％。

表５ ２　地球 水星双脉冲＋ＤＳＭ优化结果

参数

最优类别
ｔ０ Δｔ η ｖ ｕ ｖ Δｖ

双脉冲 １９５７．２６９ １０４．８８４ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ＮＡ １７．５５８

双脉冲＋ＤＳＭ １９５７．３５５ ４５５．７２３ ０．７８５２ ０．２１０ ４．４８１ ５．６２３ １７．３５０

地球 金星优化结果比较（表５ ３）：

参数范围：ｔ０ ∈ ８００，［ ］３８００ ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ １００，［ ］６００ Ｄａｙｓ，ｖ ∈ ０，［ ］６ （ｋｍ／ｓ）。

总Δｖ减少量：９．２２０％。
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表５ ３　地球 金星双脉冲＋ＤＳＭ优化结果

参数

最优类别
ｔ０ Δｔ η ｖ ｕ ｖ Δｖ

双脉冲 ２７１５．３１６ １３３．２７５ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ６．１１７

双脉冲＋ＤＳＭ ３２６４．０５４ ２６５．３４２ ０．５５８ ２．３５６ １．１９８ ６．０６２ ５．５５３

　　地球 火星优化结果比较（表５ ４）：
参数范围：ｔ０ ∈ ８００，［ ］３８００ ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ １００，［ ］６００ Ｄａｙｓ，ｖ ∈ ０，［ ］６ （ｋｍ／ｓ）。
总Δｖ减少量：０．６３５％。

表５ ４　地球 火星双脉冲＋ＤＳＭ优化结果１

参数

最优类别
ｔ０ Δｔ η ｖ ｕ ｖ Δｖ

双脉冲 １２５３．４３６ ２０３．６６６ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ５．６６９

双脉冲＋ＤＳＭ １２４４．３６４ ５３７．６５９ ０．３７５ ２．７７７ ４．５８３ ２．７６１ ５．６３３

地球 火星优化结果比较２（表５ ５）：
参数范围：ｔ０∈ ３８００，［ ］７０００ ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ １００，［ ］６００ Ｄａｙｓ，ｖ ∈ ０，［ ］６ （ｋｍ／ｓ）。
总Δｖ减少量：２．２９１％。

表５ ５　地球 火星双脉冲＋ＤＳＭ优化结果２

参数

最优类别
ｔ０ Δｔ η ｖ ｕ ｖ Δｖ

双脉冲 ６７０５．５１１ ２０４．４６８ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ５．７６０

双脉冲＋ＤＳＭ ６３５５．９９４ ５８１．６６６ ０．６４６ ０．２８８ ４．５８０ ２．７２９ ５．６２８

地球 土星优化结果比较（表５ ６）：
参数范围：ｔ０∈ ８００，［ ］３８００ ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ １０００，［ ］６０００ Ｄａｙｓ，ｖ ∈ ０，［ ］２０ （ｋｍ／ｓ）。
总Δｖ减少量：８．４８８％。

表５ ６　地球 土星双脉冲＋ＤＳＭ优化结果

参数

最优类别
ｔ０ Δｔ η ｖ ｕ ｖ Δｖ

双脉冲 ３６３６．２１７ ２２０１．３４０ ＮＡ ＮＡ ＮＡ ＮＡ １６．９５４

双脉冲＋ＤＳＭ ３７１８．１９５ ３６５６．６４６ ０．３８７ ０．０３６ ２．２８１ ４．１９１ １５．５１５
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５．２．３　ＥＶＶＥＪＳ
以ＥＶＶＥＪＳ为例，其中决策向量空间，即式（４ ２）中的Ｘ取值范围为：

ｔ０ ∈ ［－１０００，０］，Δｔ１∈ ［３０，４００］，Δｔ２∈ ［１００，４７０］

Δｔ３ ∈ ［３０，４００］，Δｔ４∈ ［４００，２０００］，Δｔ５∈ ［１０００，６０００］ （５ ９）

并且满足约束条件：

ｒｐ１ ＞６３５１．８ｋｍ，ｒｐ２＞６３５１．８ｋｍ，

ｒｐ３ ＞６７７８．１ｋｍ，ｒｐ４＞６７１４９２ｋｍ （５ １０）

对于该问题，根据Ｂｅｃｅｒｒａ等（２００５）中的分析可知，当前已知的最好结果为４．８７０ｋｍ／ｓ，
并且该问题的目标函数，即式（４ ５）的全局最小值具有一个较小的吸引盆，最小值是伴生

的，从而使得搜索很难达到全局最优，Ｂｅｃｅｒｒａ等（２００５）中使用改进的差分演化算法，选取种

群规模为４０，演化代数２０００代，执行了２０次实验，结果１９次找到了次优解５．２２５７ｋｍ／ｓ。

Ｖｉｃｔｏｒ等（２００６）中给出了该结果的轨道示意图，即图５ ２，而仅有一次得到的结果比较接

近４．８７０ｋｍ／ｓ。另外，欧空局官方网站上给出了使用改进的差分演化算法，求得的最好结果

为４．９３０７２２９６９４２３。表５ ７给出了本书结果和文献中的结果。

表５ ７　本书结果与文献结果比较

　
ｔ０，Δｔ１，Δｔ２，

Δｔ３，Δｔ４，Δｔ５
ｖ０，ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５ ｒｐ１，ｒｐ２，ｒｐ３，ｒｐ４ ｍｉｎ（ｆ）

ＥＳＡ
（图５ ４）

－７８９．８１１７２１７９８６２０
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８７２３７５．１３１５４８６９３５２０

５．９０４７２５６８６４４６

ＤＥ
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１０２４．７６０００２４６１６１５
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２．７５４５９８８６１６９０
１．０９２４１６９５２０８９
０．６１３９４４５１２２２４
０．００００００００１８１４
０．００００００００１１７１
０．４６９７４７９７３３５８

６３５１．８０００６２４０５５２９
８８６６．３２１８２８３４２６８７
６７７８．１０００２３１５６８４５

８３２７９４．９８６８０４０３６３１０

４．９３０７０８３０２３４６
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　　从表５ ７可以看出，ＤＥ明显优于ＧＡ。我们改进了基本的ＤＥ算法，在算法搜索的后

期，根据对问题的已知信息，采取启发式的搜索方式，得到了满意的效果。参照文献（Ｂｅｃｅｒ
ｒａ，ｅｔａｌ，２００５），进 行 了 ２０ 次 实 验，种 群 规 模 ２００，演 化 代 数 ２０００，得 到 最 优 解

４．９３０７０８３０２３４６，而得到的次优解为５．３０３４２２３７１９１２。图５ ３至图５ ５给出了相应

结果的仿真示意图。
虽然本书结果优于文献中给出的结果，但是仔细分析发现，本书结果中ｖ３、ｖ４ 均不为

零，即需要对航天器深空机动；而文献中的结果均为零，不需要深空机动。从航天器工程的

角度考虑，点火次数会影响航天器寿命，点火次数越少越好。

1.Earth 23/11/1997

2.Venus 17/5/19983.Venus 7/7/1999
4.Earth 29/8/1999

5.Jupiter 17/7/2002

6.Saturn 18/2/2015

图５ ２　ｍｉｎ（ｆ）＝５．２２５７ｋｍ／ｓ
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第六章　行星际轨道优化设计的ＳＱＰ算法

§６．１　ＳＱＰ方法

ＳＱＰ方法，即序列二次规划，是解决非线性约束问题的最有效的方法。此方法是在牛

顿线性搜索上发展起来的，牛顿法是用于解决无约束非线性问题的好方法，它可以看作是寻

求作为最优性必要条件的目标函数梯度零点的一种方法。ＳＱＰ方法是由此得到启发，将牛

顿法用于求解约束问题最优性必要条件的Ｋ Ｔ 方程组导出来的一种算法。
这里着重对ＳＱＰ方法进行研究，拟牛顿法在文献（王于，２００６）中已经详细介绍，不再赘

述。
由于地球 火星转移轨道优化设计问题的目标函数不是一个简单的非线性函数，它还有

一些关于能量和时间的约束条件。对于解决这种非线性的带约束条件的优化问题，ＳＱＰ可

以很有效地解决（徐成贤等，２００２；袁亚湘等，１９９７；席少霜，１９９２；Ｆｕｋｕｓｈｉｍａ，１９８６；ＭｃＣｏｒ
ｍｉｃｋ，１９８３；Ｇｏｌｄｂｅｒｇ，１９８９）。顾名思义，序列二次规划法主要是用二次规划（ＱＰ）来顺序求

解搜索方向而得名。在国外，ＳＱＰ是一种常用的解决卫星交会的最优化方法。由于这是一

个纯数学的面向过程的算法，涉及的数学知识很多，很复杂，这里仅选择与推导相关的定理

来论述。

６．１．１　关于ＳＱＰ的定理和公式

首先介绍若干关于非线性带约束规划的定义（徐成贤等，２００２）。
定义６．１　非线性带约束规划

　
ｍｉｎ ｆ（ｘ） ｘ∈Ｒｎ

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）≤０，ｉ∈ ｛１，２，…，ｍ｝
（６ １）

其中：ｃｉ：Ｒｎ →Ｒ，（ｉ＝１，２，…，ｍ）是光滑函数。
记可行域为：

Ｄ＝ ｘ∈Ｒｎ｜ｃｉ（ｘ）≤０，ｉ∈ ｛１，２，…，ｍ｛ ｝｝ 。
先考虑等式约束问题：
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ｍｉｎ ｆ（ｘ） ｘ∈Ｒｎ

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）＝０，ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｌ｝
（６ ２）

定理６．１　（一阶必要条件）
若　１）等式约束问题（６ ２）局部最优解是ｘ；

２）ｆ（ｘ）与ｃｉ（ｘ），（ｉ＝１，２，…，ｌ）在ｘ 的某个邻域内连续可微；

３）ｃｉ（ｘ），（ｉ＝１，２，…，ｌ）线性无关；

则存在一组不全为零的实数λ１ ，…，λｌ 使得

ｆ（ｘ）－∑
ｌ

ｉ＝１
λｉ ｃｉ（ｘ）＝０ （６ ３）

等式约束问题（６ ２）的最优解所对应的一阶必要条件就是非线性方程组（６ ３），但非

充分条件。
定理６．２　（二阶充分条件）在等式约束问题（６ ２）中，若

１）ｆ（ｘ）与ｃｉ（ｘ），（ｉ＝１，２，…，ｌ）是二阶连续可微函数

２）存在于使Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的梯度为零，即：
Ｌ（ｘ，λ）＝０

３）对任意非零向量ｓ∈Ｒｎ 且

ｓＴ ｃｉ（ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｌ均有ｓＴ ２ｘＬ（ｘ，λ）ｓ＞０
则ｘ是问题（６ ２）的严格局部极小点。
定义６．２　有效集的概念

若不等式约束问题（６ １）的一个可行点ｘ 使某个不等式约束ｃｉ（ｘ）≤０，变成等式

ｃｉ（ｘ）＝０，则该不等式约束称为关于ｘ 的有效约束。否则，若对某个ｋ使得ｃｋ（ｘ）＜０，则该

不等式约束称为关于ｘ 的非有效约束。称所有在ｘ 处的有效约束的指标组成的集合Ｉ＝
Ｉ（ｘ）＝ ｛ｉ｜ｃｉ（ｘ）＝０｝为ｘ 处的有效指标集，简称有效集。

定理６．３　（Ｋｕｈｎ Ｔｕｃｋｅｒ一阶必要条件）
在不等式约束问题（６ １）中，若：

１）ｘ 为局部最优解，有效集Ｉ ＝ ｛ｉ｜ｃｉ（ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ｝；

２）ｆ（ｘ）与ｃｉ（ｘ），（ｉ＝１，２，…，ｍ）在ｘ 的某邻域内连续可微；

３）对于ｉ∈Ｉ 的ｃｉ（ｘ）线性无关（此条件叫Ｋｕｈｎ Ｔｕｃｋｅｒ约束规范），则存在向量

λ ＝ （λ１ ，…，λｍ）Ｔ 使

ｆ（ｘ）－∑
ｍ

ｉ＝１
λｉ ｃｉ（ｘ）＝０

λｉ ｃｉ（ｘ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ
λｉ ≥０，ｉ＝１，２，…，ｍ

上面已经说明了必要条件，最后说明凸规划问题最优解的充分条件。设凸规划问题：
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ｍｉｎ ｆ（ｘ）

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ＝０，ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｌ｝

　 ｃｉ（ｘ）≤０，ｉ∈Ｉ＝ ｛ｌ＋１，ｌ＋２，…，ｍ｝
（６ ４）

其中ｆ（ｘ）和ｃｉ（ｘ）均为凸函数。
定理６．４　（凸规划问题的充分条件）
设凸规划问题（６ ４）中ｆ（ｘ）和ｃｉ（ｘ）（ｉ∈Ｉ）为可微函数，若ｘ 为问题（６ ４）的Ｋ

Ｔ点，则ｘ 是问题（６ ４）的整体最优解。
前面给出了有关最优化问题的概念以及定理、定义，相关证明参考相关文献。

６．１．２　Ｊａｃｏｂｉ迭代法

在数学规划的相关算法中，求解线性方程组是一个必不可少的环节，这里用雅可比

Ｊａｃｏｂｉ迭代法来求解线性方程组。

１．Ｊａｃｏｂｉ迭代法的数学原理

Ｊａｃｏｂｉ迭代法的基本思想就是迭代，具体做法是从方程组Ａ珝ｘ ＝珗ｂ推导出一个迭代公

式，从可行域随意选取一个初始向量珝ｘ（０）代入推导出的迭代公式，解出珝ｘ（１），再将珝ｘ（１）代入同

一迭代公式，得到珝ｘ（２），以此类推，可以求得一个向量的序列｛珝ｘ（ｋ）｝。若｛珝ｘ（ｋ）｝收敛，其极限就

是原方程组的解。

详细说明如下，假设有方程组∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ ＝ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，可以简单改写为：

Ａｘ＝ｂ （６ ５）
上式中，Ａ为非奇异矩阵，ａｉｉ≠０（ｉ＝１，２，…，ｎ）。将矩阵Ａ分为Ｄ、Ｌ和Ｕ 三个子矩阵，

分别表示如下：

Ｄ＝

ａ１１
ａ２２

　 　 …

　 　 　 ａ

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｎｎ

Ｌ＝－

０
ａ２１ ０ 　 　
ａ３１ ａ３２ ０ 　
…

ａｎ１ ａｎ２ …

烅

烄

烆

烍

烌

烎０
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Ｕ ＝－

０ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ ａ２３ … ａ３ｎ

　 　 　 　 …

　 　 　 　

烅

烄

烆

烍

烌

烎０
将式（６ ５）的第ｉ个方程除以ａｉｉ，然后移项可以得到等价的方程组：

ｘｉ ＝ １ａｉｉ
（ｂｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

ａｉｊｘｊ），　ｉ＝１，２，…，ｎ （６ ６）

记为： ｘ＝Ｂｘ＋ｆ
其中： Ｂ＝Ｉ－Ｄ－１Ａ＝Ｄ－１（Ｌ＋Ｕ），ｆ＝Ｄ－１ｂ

对方程组（６ ６）使用迭代方法：
给定一个初始向量珝ｘ（０），利用下式迭代：

ｘ（ｋ＋１）ｉ ＝ １ａｉｉ
（ｂｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

ａｉｊｘ（ｋ）
ｊ ） （６ ７）

迭代的矩阵形式为：

Ｘ（ｋ＋１）＝ＢＸ（ｋ）＋ｆ （６ ８）
其中，Ｂ是迭代矩阵，用Ｇａｕｓｓ列主消元法求解其迭代的初始向量。

２．Ｊａｃｏｂｉ迭代法的算法流程

下面具体介绍雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）迭代法解方程组算法流程。设方程组Ａ珝ｘ＝珗ｂ系数矩阵的

主对角线元素均不为零，即ａｉｉ ≠０（ｉ＝１，２，…，ｎ）。迭代方式如下：

Ｓ１：选取初始向量珝ｘ＝ （ｘ（０）１ ，ｘ（０）２ ，…，ｘ（０）ｎ ）Ｔ，令ｋ＝０；

Ｓ２：计算下式：

ｘ（ｋ＋１）ｉ ＝ １ａｉｉ
（ｂｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｊ≠ｉ

ａｉｊｘ（ｋ）
ｊ ）

其中，ｉ＝１，２，…，ｎ；

Ｓ３：如果有∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｋ＋１）ｉ －ｘ（ｋ）ｉ ＜ε，则求得方程组的解珝ｘ（ｋ＋１），算法终止；否则执行Ｓ４；

Ｓ４：若ｋ≥Ｍ，则表示该方程组无法收敛，程序终止；否则令ｋ＝ｋ＋１，转Ｓ２。
其中，Ｍ 为最大迭代次数，ε为容许误差。

６．１．３　二次规划（ＱＰ）及其有效集法

二次规划（ＱＰ）是序列二次规划（ＳＱＰ）的核心，在ＳＱＰ方法中每一轮迭代都需要求解

子二次规划问题。本节针对这个问题进行介绍。

１．二次规划的算法原理

对于目标函数为二次函数、约束条件为线性函数的数学规划问题统称为二次规划问题
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（ＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ），一般的求解形式如下：

　

ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ １２ｘ
ＴＧｘ＋ＣＴｘ

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ＝０，　ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｌ｝

ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ≤０，　ｉ∈Ｉ＝ ｛ｌ＋１，ｌ＋２，…，ｍ｝

（６ ９）

式中：Ｇ称为 Ｈｅｓｓｅ矩阵，它是ｎ阶对称矩阵；

Ｃ为ｎ维向量。

Ｇ的性质决定了二次规划解的性质，若Ｇ正定，则称式（６ ９）为严格凸二次规划，其产

生的解是效益函数的下降方向，进而问题有唯一解；若Ｇ正半定，则称式（６ ９）为凸二次规

划，此时问题能否求解不定；若Ｇ不定，则称式（６ ９）为非凸二次规划，那么可能有多个局部

解，从而造成求解困难。由于ＳＱＰ方法中需要在每一步迭代中保证 Ｈｅｓｓｅ矩阵的正定性，
从而需要对其进行修正，因此这里仅讨论严格凸二次规划问题。对于严格凸二次规划问题

来讲，Ｋｕｈｎ Ｔｕｃｋｅｒ条件就是最优解的充要条件。
定理６．５　若ｘ 满足Ｋ Ｔ 条件，即存在乘子向量λ ＝ （λ１ ，λ２ ，…，λｍ）Ｔ ，使得

　

Ｇｘ ＋Ｃ－∑
ｉ∈Ｅ
λ
ｉａｉ－∑

ｉ∈Ｉ
λ
ｉａｉ ＝０

ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ＝０，ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｌ｝

ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ≤０，ｉ∈Ｉ＝ ｛ｌ＋１，ｌ＋２，…，ｍ｝

λｉ ≥０，ｉ∈Ｉ

λｉ ＝０，ｉ∈Ｉ／Ｉ

（６ １０）

其中Ｉ 为ｘ 处的有效集，则称点ｘ 是严格凸二次规划（ＱＰ）的严格全局最优解，这是一个

充要条件。
下面分两种情况讨论如何求解严格凸二次规划问题。
（１）仅含等式约束的严格凸二次规划问题

假设此类二次规划问题形如：

　
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ １２ｘ

ＴＧｘ＋ＣＴｘ

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ＝０，ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｌ｝
（６ １１）

其中，Ａ＝（ａ１…ａｌ）的秩为ｌ，则由定理６．５可知，ｘ为严格凸二次规划问题（６ １１）的全局最

优解的充分必要条件是：

Ｇｘ＋Ｃ－∑
ｉ∈Ｅ
λｉａｉ＝０

ｃｉ（ｘ）＝ａｉＴｘ＋ｂｉ＝０，ｉ∈Ｅ
做替换，令ｂ＝ ｂ１，…，ｂ（ ）ｌ Ｔ，λ＝ λ１，…，λ（ ）ｌ Ｔ ，则充要条件可以写成向量矩阵方程组形

式：
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Ｇ －Ａ
ＧＴ｛ ｝０

ｘ｛｝λ ＝
－Ｃ｛ ｝ｂ

（６ １２）

由于是严格凸二次规划，所以Ｇ正定，Ａ的秩为ｌ，因此Ａ列满秩，由线性代数知识可以

推得方程组（６ １２）有唯一解
ｘ

λ
烅
烄
烆

烍
烌
烎
，其中ｘ 为问题（６ １１）的最优解，λ 为相应的拉格朗

日向量。

式（６ １２）实际上就是求解线性方程组，用Ｊａｃｏｂｉ迭代法就可以求解。
（２）一般严格凸二次规划的有效集法

定理６．６　（有效集法的基础）设ｘ是问题（６ ９）的解，且在ｘ处的有效集为Ｉ，则

ｘ也是下列约束问题的最优解。

　
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ １２ｘ

ＴＧｘ＋ＣＴｘ

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ）＝ａＴｉｘ＋ｂｉ＝０，　　ｉ∈Ｉ
（６ １３）

从定理６．６可知，若能找到严格凸二次规划问题（６ ９）的某一个可行解ｘｋ，并且ｘｋ 恰

好是问题（６ １３）的最优解，则只要其拉格朗日乘子向量非负，由定理６．５可知ｘｋ 即为问题

（６ ９）的最优解。这样，问题可以由不等式约束问题简化等式约束问题，由方法（１）中求解

方程组（６ １２），就可以求得最优解。这个思想就是有效集法的基本思想，下面详细说明。

设ｘｋ 为问题（６ ９）的一个可行解，相应的有效集为Ｉｋ，Ａｋ 为Ａ ＝ （ａ１，ａ２，…，ａｍ）中对

应Ｉｋ 的子矩阵，求解二次规划问题：

　
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ １２ｘ

ＴＧｘ＋ＣＴｘ

ｓ．ｔ． ＡＴｋｘ＝ｂｋ
（６ １４）

可以通过定理证明，问题（６ １４）与下面二次规划问题（６ １５）等价：

　
ｍｉｎ ｑ（ｘ）＝ １２ｄ

ＴＧｄ＋ｇＴｋｄ

ｓ．ｔ． ＡＴｋｄ＝０
（６ １５）

其中：ｘ＝ｘｋ＋ｄ，ｇｋ ＝ ｆ（ｘｋ）＝Ｇｘｋ＋Ｃ。

当二次规划问题（６ １５）的最优解ｄｋ＝０时，则ｘｋ为问题（６ １４）最优解。若此时ｘｋ对

应的拉格朗日乘子向量非负，则由定理６．５知ｘｋ为问题（６ ９）的最优解从而迭代停止。当问

题（６ １５）的最优解ｄｋ ≠０时，若ｘｋ＋ｄｋ 为问题（６ ９）的可行解，则令ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ｄｋ；否
则以ｄｋ 为方向作线性搜索，以求得最好的可行点。由于ｆ（ｘ）为凸二次函数，故此点必在边

界上达到。记其步长为ａｋ ＞０，ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ａｋｄｋ，则由可行性要求应该有：

ａＴｉ（ｘｋ＋ａｋｄｋ）≤ｂｉ，　　ｉＩｋ
移项得：
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ａＴｉｘｋ－ｂｉ＋ａｋａＴｉｄｋ ≤０，　　ｉＩｋ
上式右端非正，当ａＴｉｄｋ ≥０时，上式恒成立；反之若要求上式成立，则必须满足当ａｋ 增

加，只有当ａＴｉｄｋ ＞０时，才有可能破坏约束条件，因此：

ａｋ ≤
ｂｉ－ａＴｉｘｋ
ａＴｉｄｋ

，　　ｉＩｋ 且ａＴｉｄｋ ＞０

故应该取：

ａｋ ＝珔ａｋ ＝ｍｉｎ
ｉＩｋ

ｂｉ－ａＴｉｘｋ
ａＴｉｄｋ ｜ａＴｉｄｋ ＞｛ ｝０ ＝ｂｔ－ａＴｔｘｋａＴｔｄｋ

（６ １６）

综合上述情况，取：

ａｋ ＝ｍｉｎ｛１，珔ａｋ｝ （６ １７）

其中：珔ａｋ 由式（６ １６）确定，ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ａｋｄｋ 。

当ａｋ ＜１，即ａｋ ＝珔ａｋ ＝
ｂｔ－ａＴｔｘｋ
ａＴｔｄｋ

时，则有某个ｔＩｋ，使得：

ａｋ ＝珔ａｋ ＝ｂｔ－ａ
Ｔ
ｔｘｋ

ａＴｔｄｋ
进而得到：

ａＴｔｘｋ＋１＝ａＴｔｘｋ＋ａｋａＴｔｄｋ ＝ｂｔ
因此，在ｘｋ＋１ 处增加一个有效约束，有效集变为Ｉｋ ＝Ｉｋ∪ ｛｝ｔ ；

当ａｋ＝１时，则保持有效集不变进行下一轮的迭代。

若式（６ １５）的最优解ｄｋ＝０，并且其拉格朗日乘子向量有负的分量，例如（λｋ）ｓ＜０，从

Ｋ Ｔ 条件可知ｘｋ 不是式（６ ９）的最优解。此时应该找出一个下降可行方向ｐｋ，满足：

ｇＴｋｐｋ ＜０　 且 　ＡＴｋｐｋ ≥０
为了满足上述条件，选择的ｐｋ 必然使ｘｋ＋ｐｋ 仍然位于除ｓ个有效约束外的其他约束

上，于是有：

　
ａＴｊ（ｘｋ＋ｐｋ）＝ｂｊ，ｊ∈Ｉｋ，ｊ≠ｓ
ａＴｓ（ｘｋ＋ｐｋ）＜ｂｓ

变形为：

ａＴｊｐｋ ＝０，　ｊ∈Ｉｋ，ｊ≠ｓ （６ １８）

ａＴｓｐｋ ＞０ （６ １９）

由于ｘｋ 是式（６ １４）的最优解，因此：

ｇＴｋｐｋ ＝λＴｋＡＴ
ｋｐｋ

由式（６ １８），ＡＴｋｐｋ ＝ （ａＴｓｐｋ）ｅｓ，ｅｓ 为单位矩阵的第ｓ列，有：

ｇＴｋｐｋ ＝ （ａＴｓｐｋ）λＴｋｅｓ ＝ （λｋ）ｓａＴｓｐｋ
由式（６ １９）知，当 （λｋ）ｓ＜０时，ｇＴｋｐｋ＜０，从而ｐｋ 为下降方向。因此若（λｋ）ｓ＜０，就可
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以找到满足式（６ １８）的下降方向，特别是将问题（６ １５）中的约束换成式（６ １８），即删去第

ｓ个约束，所得到的新二次规划问题（６ １５）的最优解必为一个可行的下降方向。

２．有效集法算法流程

有效集法算法流程如下：

Ｓ１：选取初始的可行解ｘ（１），ｘ（１）满足：

　
ａＴｉｘ（１）－ｂｉ＝０，ｉ∈Ｅ
ａＴｉｘ（１）－ｂｉ≤０，ｉ∈Ｉ

求得ｘ（１）处的有效集：

Ｉ（ｘ（１））＝ ａＴｉｘ（１）－ｂｉ＝０，ｉ∈｛ ｝Ｉ ，
令ｋ＝１。

Ｓ２：求解等式二次规划问题：

　
ｍｉｎ ｑ（ｘ）＝ １２ｄ

ＴＧｄ＋ｇＴｋｄ

ｓ．ｔ． ａＴｉｄ＝０，　ｉ∈Ｅ∪Ｉ（ｘ（ｋ））

其中：ｇｋ ＝ ｆ（ｘｋ）＝Ｇｘｋ＋Ｃ，可以求得解为ｄｋ。

Ｓ３：根据ｄｋ 性质，分两种情况：

若ｄｋ＝０，则计算相应的乘子λｋ。若λｋ≥０，ｉ∈Ｉ（ｘ（１）），则找到了最优解（ｘ（ｋ）为一般

二次规划问题（６ １４）的最优解，λｋ 为相应的乘子）；否则求

λ（ｋ）ｑ ＝ｍｉｎ｛λ（ｋ）ｉ ｜ｉ∈Ｉ（ｘ（１））｝，
令ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ），Ｉ（ｘ（ｋ＋１））＝Ｉ（ｘ（ｋ））－｛ｑ｝，ｋ＝ｋ＋１，转Ｓ２；

若ｄｋ ≠０，计算珔ａｋ ＝ｍｉｎ
ｉＩｋ

ｂｉ－ａＴｉｘｋ
ａＴｉｄｋ ｜ａＴｉｄｋ＞０，ｉＩ（ｘ（ｋ）｛ ｝）＝ｂｔ－ａＴｔｘｋａＴｔｄｋ

其中ｔ为满足条件的有效约束指标，
取ａｋ ＝ｍｉｎ｛珔ａｋ，１｝，令ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ａｋｄ（ｋ）。

如果ａｋ ＝珔ａｋ，则令Ｉ（ｘ（ｋ＋１））＝Ｉ（ｘ（ｋ））＋｛ｔ｝，
否则令Ｉ（ｘ（ｋ＋１））＝Ｉ（ｘ（ｋ）），ｋ＝ｋ＋１，转Ｓ２。
算法流程图如图６ １所示。

３．二次规划的算例分析

由于有效集法的算法流程比较复杂，为了简单说明有效集法，下面给出两个算例。
算例１：求解问题

　

ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ｘ２１＋ｘ２２－２ｘ１－４ｘ２
ｓ．ｔ．ｃ１（ｘ）＝ｘ１＋ｘ２－１≤０，

ｃ２（ｘ）＝－ｘ１≤０，

ｃ３（ｘ）＝－ｘ２≤０，
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图６ １　有效集法流程

取初始点ｘ（１）＝ （０，０）Ｔ 。

解：首先，计算 ｆ（ｘ）＝（２ｘ１－２，２ｘ２－４）Ｔ。由于ｘ（１）＝（０，０）Ｔ，算得初始点的有效集

为Ｉ（ｘ（１））＝ ｛２，３｝，ｆ（ｘ（１））＝ （－２，－４）Ｔ ，化成对应的等式约束问题为：

　

ｍｉｎ ｄ２１＋ｄ２２－２ｄ１－４ｄ２，

ｓ．ｔ． －ｄ１＝０，

－ｄ２＝０．
由等式约束的一阶必要条件得到如下矩阵方程式：

２ ０ －１ ０
０ ２ ０ －１
－１ ０ ０ ０
０ －

烄

烆

烌

烎１ ０ ０

ｄ１
ｄ２
λ２
λ

烄

烆

烌

烎３

＝

烄

烆

烌

烎

２
４
０
０
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求解方程组得到ｄ１ ＝０，ｄ２ ＝０，λ２ ＝－２，λ３ ＝－４，因为λ存在小于０的分量，所以

ｘ（１）＝ （０，０）Ｔ 不是最优解。
进行第二轮迭代：取ｘ（２）＝（０，０）Ｔ，则对应有效集Ｉ（ｘ（２））＝Ｉ（ｘ（１））－｛３｝＝｛２｝，对应

的二次规划问题为：

　
ｍｉｎ ｄ２１＋ｄ２２－２ｄ１－４ｄ２，

ｓ．ｔ． －ｄ１＝０，
由等式二次规划的一阶必要条件同样得到：

２ ０ －１
０ ２ ０
－

烄

烆

烌

烎１ ０ ０

ｄ１
ｄ２
λ

烄

烆

烌

烎２
＝
烄

烆

烌

烎

２
４
０

求解方程组可以得到ｄ１＝０，ｄ２＝２，即ｄ（２）＝ （０，２）Ｔ，因为ｄ不全为０，所以计算：

　α
－
２ ＝ｂ１－ａ

Ｔ
１ｘ（２）

ａＴ１ｄ（２） ＝１－０２ ＝ １２
，

α２ ＝ｍｉｎ １２
，｛ ｝１ ＝ １２，

所以

ｘ（３）＝ｘ（２）＋α２ｄ（２）＝ （０，１）Ｔ，

由于α
－
２ ＝α２，因此在ｘ（３）处的有效集要加入第一个约束，有效集变为：

Ｉ（ｘ（３））＝ １，｛ ｝２ ．
第三次迭代：在ｘ（３）处ｆ（ｘ（３））＝ （－２，－２）Ｔ ，对应的二次规划问题为：

　

ｍｉｎ ｄ２１＋ｄ２２－２ｄ１－２ｄ２，

ｓ．ｔ． ｄ１＋ｄ２＝０，

－ｄ１＝０．
由等式二次规划的一阶必要条件得到：

２ ０ １ －１
０ ２ １ ０
１ １ ０ ０
－

烄

烆

烌

烎１ ０ ０ ０

ｄ１
ｄ２
λ１
λ

烄

烆

烌

烎２

＝

烄

烆

烌

烎

２
２
０
０

解方程得ｄ１ ＝０，ｄ２＝０，λ１＝２，λ２＝２，并且其拉格朗日乘子向量的所有分量均大于

０，根据定理可得，ｘ（３）＝（０，１）Ｔ就是问题的最优解，λ（３）＝ ２，０，（ ）０ Ｔ是其相应的拉格朗日乘

子。
程序运行结果如图６ ２所示。
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图６ ２　算例１的程序运行结果

　　算例２：求解问题

　

ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ （ｘ１－１）２＋（ｘ２－２．５）２

ｓ．ｔ．ｃ１（ｘ）＝－ｘ１＋２ｘ２－２≤０，

ｃ２（ｘ）＝ｘ１＋２ｘ２－６≤０，

ｃ３（ｘ）＝ｘ１－２ｘ２－２≤０，

ｃ４（ｘ）＝－ｘ１≤０，

ｃ５（ｘ）＝－ｘ２≤０．
解：第一轮迭代：选取初始可行解ｘ（０）＝（２，０）Ｔ，求得其有效集Ｉ（ｘ（０））＝｛３，５｝，从一阶

必要条件求解方程组得到其乘子为（λ３，λ５）＝ （－２，－１）Ｔ，ｄ全为０。因为λ３ 最小且小于０，
所以有效集个数减一个，即Ｉ（ｘ（１））＝｛５｝。令ｋ＝１，ｘ（１）＝（２，０）Ｔ，再求解子问题得到ｄ１＝
（－１，０）Ｔ，则步长α１ ＝１，ｘ（２）＝ （１，０）Ｔ，其有效集为：Ｉ（ｘ（２））＝ ｛５｝。

第二轮迭代：求解子问题得ｄ全为０，λ５＝－５，有效约束再减一个，则Ｉ（ｘ（３））＝φ。
第三轮迭代：求解无约束二次规划问题，解方程组求得最优解ｄ３ ＝ （０，２．５）Ｔ，α１ ＝

０．６，求得ｘ（４）＝ （１，１．５）Ｔ，加上一个约束Ｉ（ｘ（４））＝ ｛１｝。
同理求得ｄ４ ＝ （０．４，０．２）Ｔ，Ｉ（ｘ（５））＝ ｛１｝，ｘ（５）＝ （１．４，１．７）Ｔ。
第四轮迭代：求得ｄ为０，且相应的拉格朗日乘子向量的所有分量均大于０，因此找到了

最优解ｘ＝ （１．４，１．７）Ｔ 。
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程序运行结果如图６ ３所示。

图６ ３　算例２的程序运行结果

在上例中，若把第一个条件的第一个未知数的符号改变，则得出的解就是（１，２．５），这是

很显然的，同时进一步说明了算法的正确性。

６．１．４　ＳＱＰ方法

前面已经实现了ＳＱＰ的核心算法ＱＰ，下面介绍ＳＱＰ算法。

１．最优化方法的一般迭代思想

最优化方法的一般迭代思想可概括如下：

Ｓ１：给定一个最优点ｘ（０），令ｋ＝０；

Ｓ２：如果ｘ（ｋ）满足最优解收敛条件，则停止迭代；

Ｓ３：确定ｘ（ｋ）一个改善的修正量ξ
（ｋ）；

Ｓ４：得到一个更好的猜测点ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋ξ
（ｋ），令ｋ＝ｋ＋１，转Ｓ２；

２．ＳＱＰ方法的算法流程

ＳＱＰ的一般迭代格式（Ｓｔｏｒｎ，ｅｔａｌ，１９９５）可以描述为：

Ｓ１：选取初始点ｘ（１），正定的ｎ维矩阵Ｂ１，令ｋ＝１；

Ｓ２：求解二次规划子问题Ｑ（ｘ（ｋ），Ｂｋ）：
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ｍｉｎ １
２ｄ

ＴＢｋｄ＋ｄＴｇ（ｋ）

ｓ．ｔ．ｃｉ（ｘ（ｋ））＋ｄＴ ｃｉ（ｘ（ｋ））＝０，　ｉ∈Ｅ＝ ｛１，２，…，ｍｅ｝，

ｃｉ（ｘ（ｋ））＋ｄＴ ｃｉ（ｘ（ｋ））≥０，　ｉ∈Ｉ＝ ｛ｍｅ，ｍｅ＋１，…，ｍ｝，

得到其解ｄ（ｋ）和其对应的拉格朗日乘子λ（ｋ＋１）。

Ｓ３：针对所选的效益函数从点ｘ（ｋ）沿方向ｄ（ｋ）进行线性搜索，确定步长ａｋ，并令ｘ（ｋ＋１）＝
ｘ（ｋ）＋ａｋｄ（ｋ）；

Ｓ４：利用λ（ｋ＋１）等信息，采用ＢＦＧＳ拟牛顿修正公式（Ｋｅｎｎｅｄｙ，ｅｔａｌ，１９９５）对Ｂｋ进行修

正，以得到对ｗ＝ ２Ｌ的新近似Ｂｋ＋１，令ｋ＝ｋ＋１，转Ｓ２。

３．ＳＱＰ算法的算例

例：考虑非线性优化问题

　
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ｅ３ｘ１＋４ｘ２

ｓ．ｔ．ｃ１（ｘ）＝ｘ２１＋ｘ２２＝１
以点ｘ０ ＝ （－０．７，－０．７）为初始点，逐次求解下列二次规划子问题：

　
ｍｉｎ ｑ（ｄ）＝ １２ｄ

Ｔ（Ｇ（ｘｋ）－λｋ ２ｃ１（ｘｋ））ｄ＋ｇＴｋｄ

ｓ．ｔ． ｃ１（ｘｋ）Ｔｄ＋ｃ１（ｘｋ）＝０
的最优解和拉格朗日乘子，其中：

　　　　　　
ｇ（ｘ）＝ｅ３ｘ１＋４ｘ２（）３４ ， ｃ１（ｘ）＝２

ｘ１
ｘ（ ）
２

，

Ｇ（ｘ）＝ｅ３ｘ１＋４ｘ２
９　１２
１２　（ ）１６ ， ２ｃ１（ｘ）＝２

２　０
０　（ ）２

在初始点求得第一次二次规划解为：

ｄ１ ＝
０．１４１９６
－０．（ ）１５６２４

，λ（１）１ ＝－０．０１４８０８

由此得到：

ｘ（１）＝
－０．７
－０．（ ）７ ＋ ０．１４１９６

－０．（ ）１５６２４
＝
－０．５５８０４
－０．（ ）８５６２４

经过五次迭代，得到最优解：

ｘ ＝ （－０．６，－０．８）Ｔ，其对应的拉格朗日乘子为λ（５）１ ＝－０．０１６８４５。

§６．２　改进的ＳＱＰ算法

对于复杂的非线性搜索问题，遗传算法的搜索不依赖于目标函数的梯度信息，也不需要
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初始值信息，有着全局搜索能力强的优点，但存在着求解精确度低、收敛慢等问题。而基本

的ＳＱＰ方法虽然求解速度快、精确度高，有着极强的局部收敛性，但又存在着初始点敏感等

问题。因此，如何构造一个新的算法，它能结合遗传算法和ＳＱＰ算法的优点呢？下面从两

个方面介绍这方面的工作。

６．２．１　全局 局部结合搜索

全局 局部搜索是一种比较简单的结合思想，是将全局算法和局部算法结合使用。本书

中全局 局部搜索思想主要是为了克服ＳＱＰ的初始点敏感问题，而且不失精确度和收敛速

度。主要思想就是将遗传算法搜索得到的优化解作为ＳＱＰ方法的初始点。哈尔滨工业大

学（张然等，２００８）也曾运用这种思想求解小天体交会问题。
全局 局部协同搜索方式步骤如下：

Ｓ１：根据任务要求选择适当的发射窗口和转移时间作为搜索域；

Ｓ２：选择遗传算法的搜索参数，并设置初始搜索的终止条件；

Ｓ３：采用遗传算法得到的搜索结果，作为ＳＱＰ搜索的初始条件；

Ｓ４：用ＳＱＰ方法进行局部搜索，得到精确解。
该方法的流程如图６ ４所示，图６ ５给出了搜索过程的简单示意图。
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图６ ４　全局 局部方法流程
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图６ ５　全局 局部搜索示意图

６．２．２　基于ＳＱＰ算子的混合遗传算法

基于ＳＱＰ的混合遗传算法思想主要是，为了克服遗传算法的精确度低、收敛慢等问题，
同时也可以避免ＳＱＰ的局部收敛性。主要思想也就是把ＳＱＰ方法作为遗传算法的变异策

略，利用ＳＱＰ始终是朝着目标函数下降方向迭代的性质和其精确特性，让遗传算法的变异

更有启发性。其流程如图６ ６所示。
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图６ ６　基于ＳＱＰ变异算子的混合遗传算法流程
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§６．３　实验结果

在本节里，将采用基本的ＳＱＰ方法、ＧＡ、全局 局部方法以及混合遗传算法４种算法分

别对式（４ １１）进行求解，将求得的结果与文献的结果进行比较的同时，还将从求解时间、精
确度以及改进效果等方面对这４种算法来进行比较。

６．３．１　遗传算法设计

１．种群的初始化

ｔｊ０ ＝ （ｔ０ｍａｘ－ｔ０ｍｉｎ）·ｂ＋ｔ０ｍｉｎ

ΔＴｊ ＝ （ΔＴｍａｘ－ΔＴｍｉｎ）·ｂ＋ΔＴｍｉｎ

式中：ｊ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ为群体规模；Ｔｊ＝（ｔｊ０，ΔＴｊ）是第ｊ组个体，分别为发射时间、交会的

飞行时间；ｂ∈ ［０，１］。

２．适应度的求法

由于这里要求的是最小值，所以ｆ越小，这个个体的适应度就越大。于是采用下式计

算：

ｆｊ ＝Ｃ－ｆ（ｔｊ０，ΔＴｊ）

式中：Ｃ为常数，其值应该大于或等于ｍａｘ（ｆ（ｔｊ０，ΔＴｊ））。

３．选择算子的设计

个体被选择的概率ｐｊ ＝ｆｊ／Ｆ；

ｆｊ 为个体的适应度，Ｆ为种群的总适应度，即个体适应度值总和。个体适应度越高，被
选中的几率就越大。

４．杂交算子的设计

Ｔｊ１ ＝Ｔｊ１－ｂ·（Ｔｊ１－Ｔｊ２）

Ｔｊ２ ＝Ｔｊ２＋ｂ·（Ｔｊ１－Ｔｊ２）

其中，ｂ为０～１间的随机数，若Ｔｊ１ 和Ｔｊ２ 比原来个体的适应度高，则选择。杂交概率为

ｐｃ，杂交个体的数目为Ｍ·ｐｃ。

５．变异算子的设计

假设第ｇ代的个体为Ｔｇ ，则新个体

Ｔｇ＋１＝
Ｔｇ＋Δ（ｇ，ｅ），　Ｒ＝０
Ｔｇ－Δ（ｇ，ｅ），　Ｒ＝｛ １

其中ｅ＝Ｔｍａｘ－Ｔｍｉｎ，Δ（ｇ，ｅ）＝ｅ（１－ｒ（１－
ｇ
Ｇ）
ｂ），ｒ∈［０，１］，Ｒ∈｛０，１｝，Ｇ为最大允许迭代次

数，ｂ为正整数，ｇ为当前迭代次数。这样的好处是迭代后期方便收敛。
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这些是下面ＧＡ使用的算子，需要说明的是，在全局 局部策略中的ＧＡ模块中也采用

上述算子。在基于ＳＱＰ的混合遗传算法中，采用ＳＱＰ算子作为变异算子，其余算子相同，
这样做才能更加公平地比较４种方法的优劣。

６．３．２　实验数据及结果

１．实验一

Ｍｙａｔｔ（２００３）给出了地火最优转移轨道求解问题在发射时刻ｔ０∈ ８００，［ ］３８００ ＭＪＤ２０００
（即２００３年３月到２０１１年５月）和转移时长Δｔ∈ １００，［ ］４００ （ｄａｙｓ），为了与ＥＳＡ的文献结

果相比，本书首先采用此数据做实验。可以看到目标函数图像如图６ ７所示。
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图６ ７　目标函数在解空间ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００、Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ的图像

（１）基本的ＳＱＰ方法。
基本的ＳＱＰ方法得到的结果如表６ １所示。
解在空间中的分布情况如图６ ９所示。
从ＳＱＰ算法的优化结果可以看出，找到了文献（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）给出的全部１１个局

部最优解，全局最优解是第一个解，优化结果与文献（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）基本一致，两者之间

的差别可能来源于星历计算或其他一些参数的取值精度。
（２）全局 局部策略。
以迭代次数为５０次作为初始解产生的终止条件，优化的初始点如表６ ２所示，这里只

列出前６个初始点。
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表６ １　ＳＱＰ算法的优化结果与文献（马文臻，２００６）对比

ＳＱＰ
ＳＱＰ算法的优化结果 文献（马文臻，２００６）

ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） ｆ（ｋｍ／ｓ） ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ ｆ（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３２６ ２０３．７５５ ５．６６８６１９４９６ １２５３．７ ２０２．９ ５．６６７

２ ３５７３．１５１ ３２４．１４８ ５．６６９４９８７３０ ３５７３．４ ３２３．２ ５．６７３

３ ２８１２．５０４ ３４５．６１１ ６．１８５０６２１０９ ２８１２．５ ３４４．２ ６．２２３

４ １２２６．６０１ ２２１．７５６ ６．２３８２８０３８８ １２２５．５ ２３３．２ ６．３５３

５ ２０５７．３０５ ２１６．５４１ ６．７８９８９４３２９ ２０５７．５ ２１６．５ ６．８３５

６ ３５９７．０１ ３０９．８７６ ６．４５２８４５６７６ ３５９７．８ ２７３．５ ６．８６１

７ ２０４８．２ ３５２．５８２ ７．０７７４９６５８２ ２０４８．２ ３５０．５ ７．１０６

８ ２８３４．０１ ３５６．７１７ ６．７１３０３１９５２ ２８３４．３ ２４６．０ ７．３６９

９ ３７６６．７７９ ４００．０ ２１．５４５８２０１０１ ３７６６．８ ４００．０ ２１．６３３

１０ ７９８．１１２ ４００．０ ４４．０６３９７５１３８ ８００．０ ４００．０ ４４．２９２

１１ ３７９９．６６３ ４００．０ ２３．９０８６８５０３２ ３８００．０ １２６．７ ６３．２８９
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图６ ９　解的分布情况

表６ ２　全局初始点结果

全局 局部 ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１ １２５２．３１ ２０５．４１６ ５．６７０４１５４６１

２ １２６７．１７ ２０５．７９６ ５．８８６０２５２２１

３ ２８３４．７８ ２２３．５６１ ７．６９３３４８５７０

４ ２０５６．３９ ２０１．８６６ ６．９０３６０７１１０

５ ２０５２．４８ ２２６．７１１ ６．９６４７１６０７８

６ ３５６９．７３ ３３５．３３ ５．７２６６６６７９１
…… …… …… ……

用ＳＱＰ精确搜索后得到结果对应表６ ３中的初始点。

表６ ３　局部搜索点结果

全局 局部 ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３３４ ２０３．７５４ ５．６６８６１９５５０

２ １２５３．３２７ ２０３．７６０ ５．６６８６１９５０４

３ ２８３４．０１ ３５６．７１７ ６．７１３０３１９５２

４ ２０５７．３０３ ２１６．５３９ ６．７８９８８７３３９

５ ２０５７．３０９ ２１６．５３６ ６．７８９８９５８４３

６ ３５７３．１４９ ３２４．１５２ ５．６６９４９８７５２
…… …… …… ……
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挑选出与文献（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）中接近的点如表６ ４所示。

表６ ４　全局 局部策略与ＧＡ的结果比较

ｍｉｎ

ＧＡ 全局 局部策略

ｔ０
（ＭＪＤ２０００）

Δｔ
（ｄａｙｓ）

ｆ
（ｋｍ／ｓ）

ｔ０
（ＭＪＤ２０００）

Δｔ
（ｄａｙｓ）

ｆ
（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３３ ２０３．７５８ ５．６６８６１９５１３ １２５３．３２７２０３．７６０ ５．６６８６１９５０４

２ ３５７３．２６ ３２３．８０１ ５．６６９５６７６８７ ３５７３．１４９３２４．１５２ ５．６６９４９８７５２

３ ２８１２．２７ ３４６．６７９ ６．１８５７７４０９１ ２８１２．５３８３４５．５７７ ６．１８５０６４８５３

４ ２０５６．５１ ２１５．０３ ６．７８８２２３２２９ ２０５７．３０３２１６．５３９ ６．７８９８８７３３９

５ ３５９７．１９ ２４８．３６９ ７．２６７９１４９２５ ３５９７．００３３０９．８７３ ６．４５２３９４０６４

６ ２８３４．０１ ３５６．７１７ ６．７１３０３１９５２

运算时间（ｓ） ６．３３２ １．６０４＋０．４３７＝２．０４１

表６ ４中ＧＡ的结果为实验２０次的结果，由于适应度的选择策略原因，全局 局部策

略不能找到所有的局部最优解。实验结果证明，全局 局部策略可以有效地改进ＳＱＰ初始

点敏感问题，而且比ＧＡ更精确，耗时仅为ＧＡ的３２．２％，但不能找到所有的局部最优解。
（３）ＳＧＡ搜索 。

本例中，ＳＧＡ的变异策略为每演化１０代挑选其中适应度从优到劣排在前１５％的个体

进行随机ＳＱＰ变异。做了２０次实验，种群规模为１００，ＳＧＡ的结果如表６ ５所示，这里只

列举前５个。

表６ ５　ＳＧＡ的结果

ＳＧＡ ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３３ ２０３．７５４ ５．６６８６１９５０７

２ ２０５６．８７ ２１７．００９ ６．７９０２３５５３４

３ １２５３．２３ ２０４．１４３ ５．６６８６９４９１３

４ ２０５６．５６ ２１５．２６８ ６．７８８１８８６８３

５ ２０５７．６４ ２１５．８１ ６．７９０２７４３６８

…… …… …… ……

挑选出与文献（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）中接近的点，ＧＡ与ＳＧＡ的比较如表６ ６所示。
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表６ ６　ＳＧＡ与ＧＡ的结果比较

ｍｉｎ

ＧＡ ＳＧＡ

ｔ０
（ＭＪＤ２０００）

Δｔ
（ｄａｙｓ）

ｆ
（ｋｍ／ｓ）

ｔ０
（ＭＪＤ２０００）

Δｔ
（ｄａｙｓ）

ｆ
（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３３ ２０３．７５８ ５．６６８６１９５１３ １２５３．３３ ２０３．７５４ ５．６６８６１９５０７

２ ３５７３．２６ ３２３．８０１ ５．６６９５６７６８７ ３５７３．０８ ３２３．８４６ ５．６６９５４９５２５

３ ２８１２．２７ ３４６．６７９ ６．１８５７７４０９１ ２８１２．５８ ３４５．６５ ６．１８５０６８９７４

４ ２０５６．５１ ２１５．０３ ６．７８８２２３２２９ ２０５６．５６ ２１５．２６８ ６．７８８１８８６８３

５ ３５９７．１９ ２４８．３６９ ７．２６７９１４９２５

运算时间（ｓ） ６．３３２ ５．２５７

由于适应度的选择策略原因，ＳＧＡ也不能找到所有的局部最优解。从表６ ６中可以

看到，求解结果与表６ １中的基本ＳＱＰ求解结果非常接近，而且算法具有全局搜索性能。
实验结果证明，ＳＧＡ算法比ＧＡ收敛得更快，耗时为ＧＡ的８３．０２％，精确度更高。但是同

样不能找到所有的局部最优解。

３种算法的比较如表６ ７所示，这里只比较全局最优解，由于其他的局部极小点只有

基本ＳＱＰ算法才能够全部得到，因此这里不作比较，全局最优解为发射窗口２００３年６月左

右、交会时间为２０３．７５５天时，能量最省。

ＧＡ和ＳＧＡ的２０次求解平均值以及方差如表６ ８所示。

表６ ７　实验一的３种算法的结果比较

基本ＳＱＰ方法 ＧＡ 全局 局部策略 ＳＧＡ

ｔ０（ＭＪＤ２０００）（ｄａｙｓ） １２５３．３２６ １２５３．３３ １２５３．３２７ １２５３．３３

ΔＴ（ｄａｙｓ） ２０３．７５５ ２０３．７５８ ２０３．７６０ ２０３．７５４

ｆ（ｋｍ／ｓ） ５．６６８６１９４９６ ５．６６８６１９５１３ ５．６６８６１９５０４ ５．６６８６１９５０７

计算时间（ｓ） ０．４３７（单次） ６．３３２ ２．０４１ ５．２５７

表６ ８　ＧＡ与ＳＧＡ在２０次求解后的统计结果

实验次数 最大值 最小值 平均值 方差

ＧＡ ２０ ５．６６８２９９８０ ５．６６８１９５１３ ５．６６８２１７７０ １．１×１０－８

ＳＧＡ ２０ ５．６６８３０４７５ ５．６６８１９５０７ ５．６６８２１３１０ １．３×１０－８
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　　基本的ＳＱＰ算法在时间上与其他３种算法比较并没有任何意义，因为ＳＱＰ存在初始点

敏感的问题，每次求解初始点不同，得到的结果也不同。假设用ＳＱＰ方法在一次随机选取初

始点的情况下求得全局最优解的概率为ｐ，那么ｎ次后求解均陷入局部最优的概率为：

ｐｆａｉｌ＝ （１－ｐ）ｎ

那么需要随机求解次数与陷入局部最优的概率的关系为：

ｎ＝ ｌｏｇｐｆａｉｌ
ｌｏｇ（１－ｐ）

经过简单的计算可以求出，至少经过１６次的随机试验，才能使求得全局最优解的概率

达到９９％。因此，ＳＱＰ的求解时间是不定的，但是基本的ＳＱＰ可以找到更多的局部最优

点，这对于工程上的分析是有意义的。

这个问题可以考虑引用概率算法的思想。常用的概率算法有数值概率算法、Ｓｈｅｒｗｏｏｄ
算法、ＬａｓＶｅｇａｓ算法以及ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ算法等。数值概率算法一般是用来求解一些问题的

近似解，且求解时间越长，结果越精确；Ｓｈｅｒｗｏｏｄ算法是用来消除确定性算法在最坏情况下

与平均情况下的计算复杂性有较大差别时，最坏情况与特定实例间的关联性；ＬａｓＶｅｇａｓ算

法和 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ算法的特点是，若反复用一个算法求解多次，那么求得正确解的概率任意

高，但是 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ算法有时候求得的解未必正确。

２．实验二

发射时刻ｔ０∈ ３８００，［ ］６０００ ＭＪＤ２０００（即２０１１年５月到２０１７年６月）和转移时长Δｔ

∈ １００，［ ］４００ Ｄａｙｓ的双脉冲转移能量函数如图６ １０。
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图６ １０　目标函数在解空间ｔ０∈［３８００，６０００］ＭＪＤ２０００、Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ的图像
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图６ １１　目标函数在解空间ｔ０∈［３８００，６０００］ＭＪＤ２０００、Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ的投影图

这里实验过程与实验一类似，这里给出４种算法求得的全局最优解的比较结果。如表

６ ９所示。

表６ ９　实验二的３种算法的结果比较

基本ＳＱＰ方法 ＧＡ 全局 局部策略 ＳＧＡ

ｔ０［ＭＪＤ２０００］（ｄａｙｓ） ４３２９．７５８ ４３２９．７５ ４３２９．７５３ ４３２９．７６

ｔ（ｄａｙｓ） ３０６．５９４ ３０６．５８９ ３０６．５９７ ３０６．５９６

ｆ（ｋｍ／ｓ） ５．６９８４８４０７２ ５．６９８４８４１７６ ５．６９８４８４０８６ ５．６９８４８４０９１

计算时间（ｓ） ０．４２２（单次） ６．３４７ ２．１４３ ５．２２２

全局最优解为发射窗口２０１２年１１月左右、交会时间为３０６．５９４天时，能量最省。可以

看到，全局 局部策略的搜索时间为ＧＡ的３３．７６％；ＳＧＡ的搜索时间为ＧＡ的８２．２８％。

６．３．３　算法比较结论

从上一节中列出的各种算法的比较结果中可以看到，全局 局部策略的方法在求解地球

火星双脉冲最优转移轨道中的表现是最出色的，不仅耗时最少，而且精确度高，全局策略为

ＳＱＰ搜索提供了优秀的初始点，从而克服了ＳＱＰ对初始点敏感的问题，而ＳＱＰ极强的局部
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搜索能力，为算法本身保证了求解效率和精确度；其次，ＳＧＡ算法的表现也不错，在耗时和

精确度方面同样比ＧＡ要优，这是因为其采用ＳＱＰ变异这种启发式的变异策略，从而保证

算法在１５０代以内便可以迅速收敛，而且精确度也很高，但是从表６ ８中的方差项可以看

到ＳＧＡ比ＧＡ稳定性稍微差一点，但是基本上可以忽略。若需要找到多个点，ＳＧＡ比全局

局部策略要好，因为全局 局部策略需要针对每个点来进行ＳＱＰ搜索。ＧＡ算法可以解决

这个问题，但是需要在２００代左右才能收敛，在耗时和精确度上表现不如其他算法。ＳＱＰ
单次的运算效率是最高的，但是由于它对初始点敏感，因此耗时是一个不确定因素，当决策

变量的维数增多时，其初始点的选择是异常麻烦的。
需要说明的是，由于算法策略原因，只有ＳＱＰ方法能够找到所有１１个局部极小点，而

全局 局部结合搜索策略、ＳＧＡ和ＧＡ只能找到包括全局极小点在内的部分局部极小点。
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第七章　行星际轨道优化设计的单纯形算法

单纯形算法产生于２０世纪６０年代直接搜索算法发展的黄金时期。它的基本思想是由

Ｓｐｅｎｄｌｅｙ等于１９６２年在论文中首次提出的。之后针对在理论和实践中遇到的问题，又提

出了第二代和第三代单纯形算法，使该算法得到进一步的发展和完善，表现出更好的性能

（Ｆｒｅｄ，ｅｔａｌ，１９９１）。目前单纯形算法在工程与经济等领域已得到广泛的应用。

§７．１　单纯形算法

单纯形算法是求解无约束非线性规划问题的一种直接搜索算法，相对于以上需要计算

导数的算法，直接搜索方法只要目标函数是连续的，无需计算目标函数的偏导数，甚至不要

求偏导数一定存在，只需要计算目标函数值的值就够了。这类算法思想比较简单，编制程序

也比较容易，对于变量不多的问题，能够收到较好的效果（陈宝林，１９８９）。
单纯形算法是建立在单纯形的概念基础上的。几何学上，单纯形或者ｎ 单纯形是和三

角形类似的ｎ维几何体。
例如，０ 单纯形就是点，１ 单纯形就是线段，２ 单纯形就是三角形，３ 单纯形就是四面

体，而４ 单纯形是一个五胞体（每种情况都包含内部）。
任何ｎ＋１个点集的非空子集的凸包定义了一个ｎ 单纯形，称为该（ｎ＋１）单纯形的

面。面本身也是单纯形。（ｎ＋１）的ｍ＋１子集的凸包是一个ｍ 单纯形，称为ｎ 单纯形的

ｍ 面。０ 面（也即一个点构成的面）称为顶点，而１ 面称为边，（ｎ－１）面称为面片，而ｎ
面就是ｎ 单纯形本身。

７．１．１　早期单纯形算法

单纯形具有这样一个特性，如果用某个点的相对于单纯形中心点的对称点代替该点后

仍然是单纯形（图７ １）。因为在搜索最优解时需要反射一个顶点，根据这一特征，反射之

后仍然构成一个单纯形，简化了过程。１９６２年Ｓｐｅｎｄｌｅｙ等在论文中提出了单纯形算法的

雏形。
在初始单纯形构造好后，首先确定这个单纯形中的“最差”顶点，之后找出除这个点之外

的其他所有点的几何中心点，并以这个中心点为中心反射“最差”顶点并替代之，形成新的单
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图７ １　单纯形镜像过程

纯形。在这个过程中单纯形移动是镜像的。但是如果映射后的点仍然是最差的，则选择“次
差”顶点继续这个过程，最终的目标是取代“最好”顶点或者确定出最优顶点是一个最优解的

候选。直到那时，算法一直在通过相对面的中心翻转顶点来移动单纯形（而不是最好顶点）。

对于这种最初的单纯形算法，反射是它的核心迭代策略，但是这种过于简单的算法思想

甚至在理论上就存在着缺陷。每一次的反射都是通过相对面的中心翻转来镜像移动单纯

形，但是这个翻转方向是否就是可靠的寻找更优点的期望方向则难以保证。

在最极端的情况下，这种镜像的移动甚至会造成单纯形的循环序列，致使一系列的迭代

后又返回到出发点的尴尬局面。对于这个缺陷的论述，Ｓｐｅｎｄｌｅｙ等（１９６２）在论文中已经给

出。图７ ２为Ｓｐｅｎｄｌｅｙ用二维演示的一个例子，这里５步映射就回到了开始的地方，没有

取代ｘｋ。
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图７ ２　镜像循环
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７．１．２　Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形算法

为了克服Ｓｐｅｎｄｌｅｙ单纯形算法的缺陷，Ｎｅｌｄｅｒ和 Ｍｅａｄ在１９６５年发表的论文中提出

了一些针对性的改进，这是迄今最为流行的单纯形算法。在这篇论文中，给出了一个启发性

的公式，用来确定什么时候单纯形已绕最好点足够长而可以确定最优点的范围。当出现这

种情况时，有两种解决方法：延长或缩短连接到最好顶点的边长，或者重新用获得快速局部

收敛的更高阶的方法。

Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ的算法是为了能够更好适应目标函数特性，并提出了两点改进：一是在

原来的基本操作 反射的基础上，提出了在反射成功时加强反射效果而增加延伸策略，在反

射失败时削减反射的效果而增加压缩策略；二是当怀疑原来镜像移动的中心是否能够更为

接近最优候选解时，修改原来单纯形的形状。
尽管Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形算法中仍然存在着一些缺陷，但是它的综合效能是比较理

想的。在所有的直接搜索法中，Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形算法是在数值软件包中最常见的。

Ｎｅｌｄｅｒ和 Ｍｅａｄ的原始论文也是最常用的科学索引文献。

Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形算法的算法流程图见图７ ３，算法思想如下：
（１）构造初始单纯形。选取ｘ（０）为起点，取一正数ｈ为步长，令ｘ（ｉ）＝ｘ（０）＋ｈｅ（ｉ），其中

ｅ（ｉ）为第ｉ个单位坐标向量ｉ＝１，２，…，ｎ。
计算各顶点的函数值ｆ（ｘ）：ｆｉ ＝ｆ（ｘ（ｉ）），ｉ＝０，１，…，ｎ。然后比较诸函数值的大小，选

出最小值点ｘ（Ｌ）、最大值点ｘ（Ｈ）（对目标函数求极小而言）及次大值点ｘ（Ｇ），并计算其函数值

ｆＬ ＝ｆ（ｘ（Ｌ））、ｆＨ ＝ｆ（ｘ（Ｈ））、ｆＧ ＝ｆ（ｘ（Ｇ））。
（２）求反射点ｘ（Ｒ）。计算除去最大值点ｘ（Ｈ）以外的ｎ个点的形心ｘ（Ｃ），再进行反射，得到

反射点ｘ（Ｒ）＝ｘ（Ｃ）＋α（ｘ（Ｃ）－ｘ（Ｈ）），其中α为反射系数，一般取α＝１。
反射后比较ｆＲ 与ｆＬ、ｆＧ 有三种情形，如果ｆＲ ＜ｆＬ，则转入步骤（３）；如果ｆＲ ＞ｆＧ，则

转入步骤（５）；否则转入步骤（４）。
（３）延伸。若ｆＲ＜ｆＬ，则进行延伸，即令ｘ（Ｅ）＝ｘ（Ｃ）＋β（ｘ

（Ｒ）－ｘ（Ｃ）），其中β为延伸系数。

计算延伸点函数值ｆＥ，若ｆＥ＜ｆＲ，则以点ｘ（Ｓ）取代ｘ（Ｈ），构成新的单纯形，转步骤（７）；否则

以点ｘ（Ｒ）取代ｘ（Ｈ），转步骤（７）。
（４）直接替换。若ｆＬ ≤ｆＲ ≤ｆＧ，则以点ｘ（Ｒ）取代ｘ（Ｈ），转步骤（７）。
（５）压缩。若ｆＲ ＞ｆＧ，令ｆ（ｘ（Ｈ′））＝ ｍｉｎ｛ｆ（ｘ（Ｈ）），ｆ（ｘ（Ｒ））｝。进行压缩：ｘ（Ｓ）＝ｘ（Ｃ）＋

γ（ｘ（Ｈ′）－ｘ（Ｃ）），得到压缩点ｘ（Ｓ）。计算ｆＳ ＝ｘ（Ｓ），如ｆＳ≤ｆＨ′，则压缩成功，转步骤（７）；否则

转步骤（６）。

（６）收缩。调整单纯形的形状：令，ｘ（ｉ）＝ｘ（ｉ）＋１２
（ｘ（Ｌ）－ｘ（ｉ）），其中ｉ＝０，１，…，ｎ。转入

步骤（７）。
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图７ ３　Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ算法流程图
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（７）检验。是否满足收敛准则：｛１
ｎ＋１∑

ｎ＋１

ｉ＝１

［ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘ）］２｝＜ε，满足则结束，否则转步

骤（２）。

７．１．３　加权形心单纯形法

早期单纯形和Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形都是采用去掉点的反射方向为新试验点的搜索方

向，这就意味着，去掉点的反射方向作为近似的优化方向，就是梯度变化最大的方向。实际

上，这个方向是一个近似的梯度最大方向，这样的搜索结果可能导致搜索次数的增加和搜索

结果精度的降低。为了解决这个问题，Ｒｏｕｔｈ提出了加权形心法，加权形心法利用加权形心

代替单纯的反射形心，使新点的搜索方向更接近实际的最优方向。

E

O

C

E�

O�

�

��1

��2

E

图７ ４　加权形心点

如图７ ４，使ω、Ｂ、Ｃ三个顶点组成的一个二

因素的优化过程的一个单纯形，并知Ｃ点的响应最

坏，Ｂ的响应最好。如果搜索优化过程中函数不出

现异常，那么搜索最优点的方向明显应当更靠近

ωＢ 的方向，而不是靠近ωＣ的方向。因此可以通过

加权的办法来使搜索的方向由原来的ωＥ（反射方

向）变为ωＥ′方向（加权方向），此时用加权形心点

Ｏω 代替反射形心点Ｏ。
在上述三种单纯形算法的基础上，不少学者

从不同角度对单纯形优化方法做了进一步研究，
又相继提出了改进单纯形法（ＭＳＭ）、超改进单纯

形法（ＳＭＳ）、控制加权形心超改进单纯形法（ＣＷＣＳＭＳ）和超改进控制加权形心单纯形法

（ＳＭＣＷＣ）等。Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ单纯形算法和加权形心单纯形法是目前被广泛采用的算法，
其中Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ算法又以其实现简单更受欢迎，这里采用的是Ｎｅｌｄｅｒ Ｍｅａｄ算法。

７．１．４　算法的性能分析

１．单纯形算法的优点

单纯形方法不同于沿着某一方向进行搜索的下山类优化方法，它向各个方向不断地优

化新的单纯形，直至找到最优解。该算法对待估函数的连续性要求较低，不需要求其导数矩

阵和 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，运算简单，比较适合求解大型和复杂函数表达式等计算量大的问题，所
以在一些复杂的优化计算中，单纯形法比鲍威尔（Ｐｏｗｅｌｌ）算法得到更好的结果。

如果能够选择较合适的步长、延伸和压缩系数，单纯形法的迭代次数较少，收敛速度快，
优于遗传算法等智能算法，比较适合单峰函数的优化求解。
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２．单纯形算法的不足

（１）初始点敏感。单纯形算法虽然简单高效，但它也并非适用于任何情况。对于一个给

定的初始单纯形，单纯形算法经过迭代，能够快速地收敛到距离初始值最近的一个极值点，
所以对于单调的函数而言，单纯形算法收敛效率很高，结果比较理想。但是，如果需要优化

的函数不是单调的，而是对于给定的优化范围，存在多个极值点，则单纯形算法最终能收敛

到哪个极值点取决于初始单纯形的选择。严格地讲，它会收敛到距离这个初始值较近的极

值点，这就是单纯形算法所表现出来的初始点敏感问题，即：单纯形算法最终的优化结果将

在很大程度上受到初始单纯形的选择。所以，从这个意义上讲，单纯形算法对于不严格单调

的优化目标而言，缺乏全局优化能力，它只是一个局部搜索算法。
（２）振荡现象。单纯形算法在搜索的初始阶段通过反射、延伸等步骤能够快速地、以较

大步长，以比较少的迭代次数接近最优解方向，但是在搜索的后期阶段，当试验点接近极小

点时，其收敛速度明显变慢（耿长福，２００６），甚至会出现围绕极小值点反复振荡而最终却收

敛不到精确极小值点上的现象。

§７．２　单纯形算法的改进

７．２．１　振荡现象的实例分析

例如，对函数ｆ２＝３ｘ１·ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ２·ｘ２－４ｘ２进行单纯形搜索。表７ １给出了单

纯形算法在整个迭代过程中每一步迭代的单纯形顶点，以及这些点相对于目标点的偏差。
从表中偏差的分布可以看出，在搜索的后期阶段偏差呈现正负的分布，揭示着其围绕最优解

振荡的现象。
根据对大量的实例数据分析的结果可知，这种振荡的现象并非是偶然遇到的个别特例，

而是一种由算法特性造成的，有一定的必然性。为了更清晰地表示这一特征，图７ ５、图７
６为当选择初始值为（０，０）（－１，１）时，使用 Ｍａｔｌａｂ绘制的算法的二维搜索路径，其中（ａ）

图为搜索的全部过程，（ｂ）图为（ａ）图中后期搜索产生振荡现象的部分放大，其中灰色“”表
示收敛的极小值点（０．０００４８９５，０．３３１１２９）。从图中可以看出，当迭代进行一定步骤后，
新确定的单纯形顶点多次跨越极小值点，呈现出围绕极小值点振荡的现象。

究其原因，延伸是在反射寻找到比现有顶点更优点的前提下，假定当前搜索方向为下降

方向，为了最大化利用下降方向而进行继续优化的过程，如果延伸成功，则新形成的单纯形

顶点无疑是一个较优点；然而压缩步骤是反射失败时所采取的补救措施，如果反射失败，至
少证明当前搜索方向不一定是最优下降方向，此时即使压缩，也容易错过寻找极小值的搜

索方向，而发生偏离。如果搜索过程中连续出现压缩，则可能导致了极端情形下的振荡

现象。
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表７ １　迭代数据列表

ｋ ｘ１ ｘ２ ｆ（ｘ１，ｘ２） ｘ１ 偏差 ｘ２ 偏差

１ １．００００００ －１．００００００ ８．００００００ １．００００００ －１．３３３３３３

１ １．５０００００ －１．００００００ １１．７５０００ １．５０００００ －１．３３３３３３

１ １．００００００ －０．５０００００ ４．７５００００ １．００００００ －０．８３３３３３

２ ０．００００００ －０．２５００００ ０．６８７５００ ０．００００００ －０．５８３３３３

２ ０．００００００ ０．２５００００ －０．３１２５００ ０．００００００ －０．８３３３３３

３ ０．３０００００ ０．１５００００ ０．０３７５００ －０．３０００００ －０．１８３３３３

４ －０．１９５０００ ０．３３５０００ －０．２１９２５０ －０．１９５０００ ０．２９９８３３

４ ０．１０５０００ ０．４３５０００ －０．２６９２５０ ０．１０５０００ ０．１０１６６７

５ －０．０２１７５０ ０．３４０２５０ －０．３３１７７１ －０．０２１７５０ ０．００６９１７

６ ０．０２３８８７ ０．３３７０８７ －０．３３１５７９ ０．０２３８８７ ０．００３７５４

７ ０．０００７４８ ０．３１２０６８ －０．３３１９７５ ０．０００７４８ －０．０２１２６５

８ －０．０００１８４ ０．３２９４３８ －０．３３３２８８ －０．０００１８４ －０．００３８９５

９ －０．００６３２８ ０．３２６６０２ －０．３３３０７７ －０．００６３２８ －０．００６７３１

１０ －０．００４４５７ ０．３３２８０５ －０．３３３２７３ －０．００４４５７ －０．０００５２８

１１ ０．００１６８６ ０．３３５６４１ －０．３３３３０９ ０．００１６８６ ０．００２３４８

１２ －０．０００８１２ ０．３３２６１９ －０．３３３３３０ －０．０００８１２ －０．０００７１４

１３ ０．０００２５１ ０．３３２７２２ －０．３３３３３２ －０．０００６１１ －０．０００６１１

１４ ０．０００３０９ ０．３３３５６２ －０．３３３３３３ ０．０００３０９ ０．０００２２９

１５ ０．００００４７ ０．３３２９８８ ０．３３３３３３ －０．００００４７ －０．０００３４５
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图７ ５　初始点（０，０）
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图７ ６　初始点（－１，１）

７．２．２　算法改进策略

为了克服这种现象，这里对原始单纯形算法进行一定的修改，改变原压缩策略为：当反

射点大于次大点时，不进行压缩，而是修改单纯形的形状直接令最大值点、次大值点以一定

的比例靠近最小值点。算法步骤如下：
（１）构造初始单纯形。选取ｘ（０）为起点，取一正数ｈ为步长，令ｘ（ｉ）＝ｘ（０）＋ｈｅ（ｉ），其中

ｅ（ｉ）为第ｉ个单位坐标向量ｉ＝１，２，…，ｎ。
计算各顶点的函数值ｆ（ｘ）：ｆｉ ＝ｆ（ｘ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，ｎ。然后比较诸函数值的大小，选

出最小值点ｘ（Ｌ）、最大值点ｘ（Ｈ）（对目标函数求极小而言）及次大值点ｘ（Ｇ），并计算其函数值

ｆＬ ＝ｆ（ｘ（Ｌ））、ｆＨ ＝ｆ（ｘ（Ｈ））、ｆＧ ＝ｆ（ｘ（Ｇ））。
（２）求反射点ｘ（Ｒ）。计算除去最大值点ｘ（Ｈ）以外的ｎ个点的形心ｘ（Ｃ），再进行反射，得到

反射点ｘ（Ｒ）＝ｘ（Ｃ）＋α（ｘ（Ｃ）－ｘ（Ｈ）），其中α为反射系数，一般取α＝１。
反射后比较ｆＲ 与ｆＬ、ｆＧ 有三种情形：如果ｆＲ ＜ｆＬ，则转入步骤（３）；如果ｆＲ ＞ｆＧ，则

转入步骤（５）；否则转入步骤（４）。
（３）延伸。若ｆＲ＜ｆＬ，则进行延伸，即令ｘ（Ｓ）＝ｘ（Ｃ）＋β（ｘ

（Ｒ）－ｘ（Ｃ）），其中β为延伸系数。
计算延伸点函数值ｆＥ，若ｆＥ＜ｆＲ，则以点ｘ（Ｓ）取代ｘ（Ｈ），构成新的单纯形，转步骤（６）；否则

以点ｘ（Ｒ）取代ｘ（Ｈ），转步骤（６）。
（４）直接替换。若ｆＬ ≤ｆＲ ≤ｆＧ，则以点ｘ（Ｒ）取代ｘ（Ｈ），转步骤（６）。
（５）缩进。若ｆＲ ＞ｆＧ，则不进行压缩，令最差点ｆＨ 与次差点ｆＧ 分别向最小点ｆＬ 缩进：

ｘ（ｉ）＝ｘ（ｉ）＋γ（ｘ（Ｌ）－ｘ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，ｎ。其中γ为缩进系数，一般取０．６≤γ≤０．８为宜。
同时，缩小延伸系数β为原来的０．９倍，即β＝β×０．９。然后转步骤（６）。

（６）检验。是否满足收敛准则：｛１
ｎ＋１∑

ｎ＋１

ｉ＝１

［ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘ）］２｝＜ε，若满足则停止计算，否
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则转步骤（２）。

７．２．３　实验数据分析

为了验证算法的可行性，采取以下函数为算例对原算法与改进的算法进行比较：

ｆ１ ＝ （ｘ１－３）２＋２（ｘ２＋２）２；

ｆ２ ＝３ｘ１·ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ２·ｘ２－４ｘ２；

ｆ３ ＝４ｘ１·ｘ１＋４ｘ２·ｘ２－４ｘ１·ｘ２－１２ｘ２；
其中函数ｆ１、ｆ２ 和ｆ３ 的最优解分别是：０、－０．３３３３３和－１２（表７ ２）。
从表７ ２的数据可以看出，在初始值距离最优解比较近时，改进的算法不仅迭代次数

少，且收敛结果精确度比原算法高。
图７ ７、图７ ８是函数ｆ２ 在初始点分别为（０，０）、（１，－１）时原算法与修改算法的二维搜

索路径的对比［其中（ａ）为原算法，（ｂ）为修改算法］，图中反映出当试验点已经接近极小值时，
原算法围绕极值点波动很大；而改进的算法则能比较理想地克服这一情况，按照一定的规律循

序渐进地靠近最优解，能够避免围绕极值点反复振荡，从而稳定、快速地收敛到极小点。

表７ ２　修改算法与原算法的对比

函数 初始值
函数值 迭代次数

原算法 修改算法 原算法 修改算法

ｆ１

（２．５，－２．５） ５．０５５５１ｅ－００５ ５．７９２９２ｅ－００６ ８ ５

（２，－１） ０ ０ １８ ６

（０，０） ５．２０２５４ｅ－００５ １．３５４２６ｅ－００５ １８ １３

（１，－１） ９．２０８１３ｅ－００５ １．８１８５１ｅ－００５ ９ １５

ｆ２

（０，０） －０．３３３３１ －０．３３３３３ １０ ５

（１．５，１） －０．３３３１３ －０．３３３３３ １６ １２

（３，５） －０．３３３３３ －０．３３３３２ ２６ １８

ｆ３

（０，１） －１２ －１２ １６ １２

（２，３） －１１．９９８ －１２ １８ １３

（－１，０） －１１．９９９ －１２ １８ １２

　　注：其中收敛精度ε＝１ｅ－４，延伸系数为１．７，原算法中压缩系数为０．３。
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图７ ８　初始点为（１，－１）的对比

７．２．４　结果分析

书中针对试验点接近极小值点时原算法搜索效率降低的情况，不是通过取消原算法中

的压缩策略，而是直接进行向最小值点适当靠近，并缩小扩张系数。经过大量的数值检验，
证明这种方法在初始值距离最优解较近时能够取得优于原算法的效果。

但这种修改也具有一定的局限性，大量的实验数据证明，当初始值选择距最优解较远

时，改进算法平均需要较多的步骤收敛，稳定性差于原算法，所以改进算法适宜在特定的前

提下应用。
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§７．３　遗传算法 单纯形两级优化算法

关于遗传算法与单纯形算法的结合策略，不少学者已经做过深入研究。在研究前人工

作的基础上，认真分析了单纯形算法、遗传算法以及目标函数的特性，提出了一种对目标函

数首先应用遗传算法进行全局优化，再应用改进单纯形算法进行局部优化的算法过程。

７．３．１　算法原理

下面分别对遗传算法与单纯形算法进行分析，构造一种新的两级优化算法。

１．遗传算法

（１）遗传算法的全局搜索能力。遗传算法采用简单的编码技术表示各种复杂的结构，它
采用种群的方式组织搜索，具有隐含的并行性，使得它可以同时搜索解空间的多个区域，像
网一样覆盖整个搜索空间，从而有效防止了算法陷入局部最优。遗传算法的全局搜索能力

是它优于传统优化算法的明显特性之一。
（２）遗传算法的效率。在另一方面，遗传算法对多个个体同时操作，而且遗传算法的随

机转移规则也降低了算法收敛的速度，使得遗传算法没有传统确定性算法那么简单高效。
（３）遗传算法的精确度。由于遗传算法是随机搜索算法，大量的实验表明，在算法执行

的后期算法收敛慢，甚至无法达到问题的精确最优解。

２．单纯形算法

（１）单纯形算法简单、高效、精确的性能。非线性规划单纯形优化算法计算简单，收敛快

速，精确度高，是一个性能优秀的局部搜索算法。
（２）单纯形算法的初始值敏感问题。也正因为这个算法是局部搜索算法，只适用于单峰

函数的优化，对于存在多个极值点的目标函数，它会依据不同的初始值收敛到特定的某个极

值解附近，所以对于多峰多谷函数的优化，一个好的初始点对于单纯形算法是至关重要的。
综上所述，结合遗传算法的全局搜索性能和单纯形算法局部优化性能，即利用遗传算法

初步搜索到全局解附近，再用单纯形算法进行搜索，可以在降低计算量的同时保证结果的精

确度。这样既克服单纯形算法初始点敏感，又克服了遗传算法效率不高的问题，能够有效地

发挥两类算法的优点，形成一个高效的新算法。

７．３．２　算法实现

遗传算法 单纯形两级优化算法流程，如图７ ９所示。
算法实现步骤如下：
（１）用遗传算法对目标函数进行全局优化。如果仅用遗传算法对目标函数进行优化，则

一般进化代数较大，耗时较多，而此处设置较少的进化代数。

·１０１·　　第七章　行星际轨道优化设计的单纯形算法　



� �

�������	


������

���������

��������	

��

图７ ９　遗传算法 单纯形两级优化算法流程图

（２）以遗传算法的优化结果为中心构造一个与原参数约束成正比的新的参数约束作为

单纯形算法的二级优化初始范围。
（３）对新参数约束应用改进的单纯形算法进行两级优化。为了避免初始点敏感问题，随

机产生若干组初始单纯形，针对新的参数约束同时执行多次单纯形搜索，选取优化结果最好

者作为最终结果。

７．３．３　实验分析

表７ ３、表７ ４从不同角度给出了遗传算法分别与原单纯形算法、修改单纯形算法结

合优化地球 火星转移轨道的数据结果。其中利用遗传算法初步优化的结果为极值点：（１
２５０．０００，２０５．９００），极值：５．６８１，迭代次数：７５０；单纯形算法与修改单纯形算法的延伸系数

均为１．７，单纯形算法压缩系数为０．３，修改单纯形算法缩进系数为０．８。
因为存在尾期振荡的困扰，即使通过若干次的搜索，单纯形算法在遗传算法基础上搜寻

到精确的极值点比较困难。单纯形算法在随机产生１６组初始单纯形才首次寻找到目标解，
表７ ３列出了这１６次的寻找结果和取相同初始单纯形组数的修改单纯形算法的数据结

果，其中产生随机初始值的参数约束为ｔ０∈［１２００，１３００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈［１９５，２１０］Ｄａｙｓ。

Ｎ 为１６次单纯形算法，Ａ为每次搜索总迭代次数。
表７ ４给出了遗传算法分别与原单纯形算法、修改单纯形算法结合，执行不同次数单

纯形算法进行二级优化时，最终寻找到精确最优解的概率对比。
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表７ ３　多组初始单纯形并行搜索结果原始单纯形与改进单纯形算法对比

Ｎ
单纯形算法优化结果

（ＭＪＤ２０００，ｄａｙｓ，ｋｍ／ｓ）
Ａ

修改单纯形算法优化结果

（ＭＪＤ２０００，ｄａｙｓ，ｋｍ／ｓ）
Ａ

１ １２５６．１９９９４４ １９５．４４５２８０ ５．７０３３８３ １６ １２５３．４３６２６０ ２０３．６６６０７８ ５．６６９６２２ ２０

２ １２５２．４４３１１６ ２０６．９９４０１２ ５．６７５３８５ ２２ １２５３．４２５３４８ ２０３．６９８１３３ ５．６６９６２３ ２５

３ １２５２．４１２１０９ ２０８．００００００ ５．６７９４０２ １７ １２５３．４２０６５４ ２０３．６６９１２６ ５．６６９６２２ ２１

４ １２５４．２０８９８６ ２０３．７３６７３２ ５．６７０２８０ ２６ １２５３．４５４８８５ ２０３．６３１３７１ ５．６６９６２３ ２６

５ １２５３．４５８２５７ ２０３．６５９７４ ５．６６８６２０ ２２ １２５３．４３３１６９ ２０３．６６４７７８ ５．６６８６２０ ２７

６ １２５４．０８１１２８ ２０１．２９８３９８ ５．６７２４２８ ２６ １２５３．４４０４８４ ２０３．６７９９４０ ５．６６８６２０ ２４

７ １２５４．９７９３９３ ２１１．０１１７６７ ５．７０８４６５ ２２ １２５３．４３７８５０ ２０３．６６３１０４ ５．６６８６２０ ２５

８ １２５６．０５８０７６ １９６．４５５７５１ ５．６９６０４８ １８ １２５３．１２９４００ ２０５．７７８２００ ５．６７１９４５ １０

９ １２５３．９５２８６４ ２０１．７２４２３９ ５．６７１５１１ ２８ １２５３．４４１４８２ ２０３．６６３５５１ ５．６６８６２０ ２８

１０ １２６５．６７５０００ ２１４．２７００００ ５．９２３６１９ ６ １２５３．４３２８４９ ２０３．６５８６３４ ５．６６８６２０ ２０

１１ １２３３．２７５０２７ ２２２．６５９７５５ ６．０２５２３６ １９ １２５３．４２４３３４ ２０３．６４５７１６ ５．６６９６２３ １５

１２ １２５４．２９４７６５ ２００．７５９０４３ ５．６７３８６２ １８ １２５３．４３５９７７ ２０３．６６５０２６ ５．６６８６２０ ２１

１３ １２５３．７２２９１７ ２０１．５１３３４８ ５．６７１９９０ ２０ １２５６．０９６０００ １９６．３６３２００ ５．６９６７３３ ７

１４ １２５５．０３５８７８ １９６．９７１００２ ５．６９１６０８ ２１ １２５３．４２４８４４ ２０３．６８６５１６ ５．６６８６２０ ２１

１５ １２５４．１０００００ １９６．０５００００ ５．６９９５３４ １６ １２５３．４４１４７１ ２０３．６６６２６２ ５．６６８６２０ １７

１６ １２２８．００００００ ２００．００００００ ６．３９１０４２ ２ １２５３．４３８３８５ ２０３．６７３１６２ ５．６６８６２０ ２７

表７ ４　不同初始组数两种算法搜索到目标解的对比

初始组数
单纯形算法 修改单纯形算法

搜索到目标解的次数 概率（％） 搜索到目标解的次数 概率（％）

２ ０ ０ ２ １００

４ ０ ０ ３ ７５

６ ０ ０ ６ １００

８ １ １２．５ ６ １００

１６ １ ６．３ １３ ８１．２

２４ ２ ８．３ １９ ７９．２

３２ ３ ９．４ ２３ ７１．９

６４ ３ ４．７ ４８ ７５．０

１００ ４ ４．０ ７３ ７３．０
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　　从表７ ３、表７ ４可以得出以下结论：
（１）遗传算法 单纯形两级优化算法在遗传算法进化到较少的代数后，利用单纯形算法

进行二级优化能够精确寻找到全局最优解，效率较高。
（２）利用修改的单纯形算法与遗传算法结合比原单纯形算法得到的优化结果在分布上

更聚集于目标解，搜索到全局最优解的概率更高，所以修改的单纯形算法与遗传算法结合的

两级优化算法更加稳定，效率更高。

§７．４　遗传算法 单纯形混合优化算法

在上一节中讨论了怎样结合遗传算法与单纯形算法的特性来高效、精确地定位到目标

问题的全局最优解。但在许多情况下，如果能够在此基础上寻找到包含全局解在内的目标

函数的所有极值解，可以为实际应用提供更好的参考价值。
在多峰多谷类函数优化问题中，从传统的确定性优化算法到现代演化算法，如何设计一

种高效的全局优化算法一直是广受关注的热点问题。在现在的研究中，大部分算法最终的

目的都是试图寻找到所有极值解中最优的一个，即：全局最优解。但在局部优化解较多的情

况下，如优化范围内吸引盆个数多，全局优化解附近存在多个伴生解，这时确定算法寻找到

的解是全局最优解还是局部最优解，就牵涉到算法可靠度的衡量。目前主要是通过测试函

数来判断，或者是考察它对一个已知解的目标函数进行优化的过程中所表现的性能，根据相

关知识和经验来推测该算法的可靠性。这时，如果有这样一种优化算法，能在搜索机制上保

证它不是仅仅把目标锁定在唯一的全局最优解上，而能搜索到包括局部解在内的全部极值

解，这样就可以对比所有极值解，找出全局最优解，这样就保证了算法的稳定性。
另一方面，由于受到多方面因素的影响，特别是工程可靠性的要求，算法理论上求得的

全局最优解在实际的应用中并不一定就好于其他的局部极值解。在实际应用中，某些局部

极值点可能有更重要的价值。从这种意义上说，如果能够找出目标函数所有的极值解，不仅

能增加算法使用者对解的选择可能，而且有利于决策者能够统揽大局，分析寻找到更有实际

应用价值的优化结果。

７．４．１　算法原理

把单纯形算法作为交叉算子融入遗传算法中是单纯形算法与遗传算法的众多结合策略

之一。遗传算法的交叉操作随机性较强、方向性差，无法保证交叉得到的子代优于父代（即：
所谓的非效率计算）。而单纯形算法是一种直接搜索算法，对于Ｎ维问题采用Ｎ＋１个初始

点为顶点组成单纯形进行计算，通过反射、延伸等简单操作改良单纯形较劣顶点逐步逼近相

对优点的方法。它搜索的方向性强，步长大，速度快，寻找下降方向的效率高。它的这些特性

与遗传算法交叉操作的盲目性可以互补，把单纯形算法加入遗传算法，可以增强遗传算法的
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收敛效果。
遗传算法初始个体规模大，计算量大，收敛速度慢，普通的交叉操作难以保证收敛的精

确度，加入单纯形算法，可以在提高算法整体效率的同时保证收敛精度。
非线性单纯形算法是最优化理论中一类典型的直接搜索方法，采用的是一种“下山”策

略，即寻找一个“下降”的方向爬到一个局部最优点，如果遇到一个谷底，则算法结束，它不具

备全局搜索能力。所以在一个多极值的目标函数优化中，它对于全局最优解没有概念。而

遗传算法从种群中的诸多个体开始搜索，并加入变异算子，具有并行性和随机性，是一种全

局优化算法，可以对算法整体的方向性进行控制，防止算法陷入局部最优，引导算法进行全

局搜索。
单纯形算法实现简单，计算量小。对于给定的初始点，经过较少的迭代便可以相对精确

地收敛到初始点所在吸引盆中的某个极值点，这些极值点有三种可能：全局最优解、局部极

值点或者是这些解的伴生解。从前面论述来看，无论是哪种情况，这些极值点都有保留的价

值。

７．４．２　算法实现

算法的步骤如下：
（１）遗传算法种群大小为ＰＯＰＳＩＺＥ，初始化种群ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ＰＯＰＳＩＺＥ］及遗传算法、单

纯形算法各参数；设置指针ｐｏｉｎｔ指向ＰＯＰＳＩＺＥ；遗传算法迭代次数ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，单纯形算

法执行次数ｋＳＭ。
（２）对ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ｉ］执行轮盘赌选择、交叉、变异策略，其中ｉ＝０，１，２，…ｐｏｉｎｔ－１。
（３）随机产生正数ｊ∈［０，ｐｏｉｎｔ－１］及一个个体取代ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ｊ］。
（４）以个体ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ｊ］为中心点生成初始单纯形，执行单纯形算法，得到最优解。
（５）取一适当正数ｄ，若｜ｘ－ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ｉ］｜＞ｄ，（其中ｉ＝ｐｏｉｎｔ，ｐｏｉｎｔ＋１，…ＰＯＰ

ＳＩＺＥ），ｐｏｉｎｔ ，置ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ［ｐｏｉｎｔ］为ｘ。
（６）重复步骤（３）～（５）ｋＳＭ次。
（７）重复步骤（１）～（６）ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ次。
流程图如图７ １０所示。

７．４．３　实验分析

图７ １１的优化范围为ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ，图７ １１中

（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）分别为混合算法进化５、１０、２０、５０代后的结果。
图７ １２的优化范围为ｔ０∈［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ，图７ １２中

（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）分别为结合算法进化５、１０、２０、５０代后的结果。
从图７ １１、图７ １２的优化结果可以看出，遗传算法 单纯形混合算法经过１０代的进
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化就能够寻找到全局最优解，５０代的进化就能比较稳定地寻找到包括全局最优解在内的全

部极值点。
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图７ １０　遗传算法 单纯形混合优化算法流程图
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图７ １１　混合算法结果ｔ０∈［８００，８００］ＭＪＤ２０００
400

300

200

100
1 000 3 000 5 000 7 000

400

300

200

100
3 000 4 000 5 000 6 000 7 000

400

350

300

250

200

150

320

280

240

200

1 000 3 000 5 000 7 000

1 000 3 000 5 000 7 000

(a) (b)

(c) (d)

图７ １２　混合算法结果ｔ０∈［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００
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　　表７ ５、表７ ６给出了混合算法优化范围分别在ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈
［１００，４００］Ｄａｙｓ和ｔ０∈［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ内，对表中所列的每一

个进化代数（５、１０、２０、３０、５０、１００）都执行１００次，统计这１００次中寻找到全部极值与全局最

优解的次数而得到的概率。

表７ ５　优化性能列表ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００

优化范围（ＭＪＤ２０００，ｄａｙｓ） 进化代数 全部极值概率（％）全局最优概率（％）

ｔ０ ∈ ［８００，３８００］

Δｔ∈ ［１００，４００］

５ １８ ９３
１０ ３９ ９２
２０ ６８ ９８
３０ ８３ ９７
５０ ７９ １００
１００ ９７ １００

表７ ６　优化性能列表ｔ０∈［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００

优化范围（ＭＪＤ２０００，ｄａｙｓ） 进化代数 全部极值概率（％）全局最优概率（％）

ｔ０ ∈ ［３８００，７０００］

Δｔ∈ ［１００，４００］

５ ２１ ９３
１０ ５１ ９２
２０ ５９ ９８
３０ ７６ ９７
５０ ８８ １００
１００ ９４ １００

图７ １３、图７ １４的 优 化 范 围 分 别 是ｔ０ ∈ ［８００，３８００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈ ［１００，

４００］Ｄａｙｓ和ｔ０∈［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００，Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ，图７ １３中（ａ）、（ｂ）分别表

示搜索全部极值点和全局最优解的更精确的概率曲线图。图中每５代统计一次平均概率，
从绘制的曲线走势可以看出，当进化代数大于５０的情况下，算法寻找到全部极值点的概率

大于８０％并趋于稳定，并且随着进化代数的增加，这个概率值将继续增大，并逐渐接近于

１００％。而寻找到全局最优解的概率则更高。数据表明，当进化代数大于２０时已可达到

１００％，之后将一直稳定。
分析以上数据可得到以下结论：
（１）寻找全局最优解的稳定性：算法在运行５代后，寻找到全局最优解的概率已经达到

９３％，之后随进化代数的增加，此概率保证稳定上升趋势，充分证明了其全局搜索能力较强。
（２）寻找全部极值解的稳定性：算法在运行５０代后，寻找到全部极值点的概率超过

８０％，作为随机搜索方法，已较稳定。
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图７ １３　概率统计曲线ｔ０ ∈ ［８００，３８００］ＭＪＤ２０００
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图７ １４　概率统计曲线ｔ０ ∈ ［３８００，７０００］ＭＪＤ２０００

遗传算法与单纯形算法优化原理不同，适用于求解不同特性的目标函数，因为自身特性

的限制，都不能独立地求解目标问题。应该利用其互补性使其可以进行地球 火星双脉冲转

移轨道能量的优化，并能得到满意的结果。
遗传算法 单纯形两级优化算法有效地结合了遗传算法的全局优化性能和单纯形算法

的局部优化性能，在遗传算法全局优化的基础上运用单纯形算法进行局部优化，不仅减少了

遗传算法的进化代数，而且提高了最终优化结果的精确度。
遗传算法 单纯形混合优化算法利用遗传算法全局控制能力，保证全局最优解能够被搜

索到的同时，有效地融入单纯形算法，对单纯形算法的执行结果进行选择性地保存，这样不

仅增加了搜索到全局最优解的可靠性，而且能够同时搜寻到解空间内的其他极值点。实验

数据显示，种群大小相同时，这种混合策略仅需要５０代的进化就能够搜索到包括全局最优

解在内的全部极值解，充分证明了该算法的高效性。
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第八章　双脉冲变轨问题的多目标优化算法

行星际转移轨道设计是行星探测任务设计的关键步骤之一，由于双脉冲控制设计简便，
系统简单，易于实现，从地球到火星转移轨道通常采用双脉冲变轨。本章研究在设计地球到

火星转移轨道时，同时考虑地球到火星轨道的转移时长即飞行时间Δｔ和两次脉冲所需能量

Δｖ１ 和Δｖ２ 之和两个优化目标，即双脉冲变轨的多目标优化问题。
对此两个目标的优化问题，通常是把目标Δｔ、Δｖ１ 和Δｖ２ 进行聚合，把多目标优化问题

转换成单目标优化问题，然后用序列二次规划ＳＱＰ进行优化求解。其缺点是每次仅能得到

一个可供选择的最优解。这里采用ＮＳＧＡ Ⅱ算法对飞行时间Δｔ和所需的总能量Δｖ１ 和

Δｖ２ 两个优化目标同时进行优化，得到了一组可供选择的Ｐａｒｅｔｏ最优解集。

§８．１　地球到火星双脉冲转移轨道多目标优化模型

１．从地球到火星双脉冲变轨设计需要优化的目标

（１）ｆ１＝飞行时间Δｔ；
（２）ｆ２＝第一次脉冲所需的能量Δｖ１＋第二次脉冲所需能量Δｖ２ 之和。
约束条件定义为：发射时刻ｔ０∈［８００，３８００］ＭＪＤ２０００，飞行时间Δｔ∈［１００，４００］Ｄａｙｓ。

２．优化问题的特殊性

第一：Δｔ既是优化目标，同时又是目标ｆ２ 的优化参数。

第二：目标ｆ２ 是发射时刻ｔ０ 和飞行总时间Δｔ的函数，然而无法找到ｆ２的关于ｔ０和Δｔ
的解析表达式。为求解ｆ２ 需要求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题和Ｋａｐｌｅｒ方程。求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题采用

面积比迭代法。用穷举法画出的ｆ２ 的函数图６ ７，从图中可以看出该函数是一个多峰多

谷的多极值函数。

§８．２　ＮＳＧＡ Ⅱ算法

近年来，多目标进化算法在多目标领域已经成为一个研究热点，出现了许多优秀的算

法，取得了较好的效果。其中非支配排序算法 ＮＳＧＡ Ⅱ（Ｎｏｎ ｄｏｍｉｎａｔｅｄＳｏｒｔｉｎｇＧｅｎｅｔｉｃ
ＡｌｇｏｒｉｔｈｍⅡ）是具有代表性的算法。ＮＳＧＡ Ⅱ是ＮＳＧＡ算法的改进，在ＮＳＧＡ的基础上
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加上了精英策略、虚拟适应度策略和快速非支配排序策略，在很大程度上改善了ＮＳＧＡ的

缺点。
非支配排序遗传算法 ＮＳＧＡ是由Ｓｒｉｎｉｖａｓ和Ｄｅｂ于１９９４年提出的（Ｓｒｉｎｉｖａｓ，ｅｔａｌ，

１９９４）。这是一种基于Ｐａｒｅｔｏ最优概念的遗传算法，它是众多的多目标遗传算法中体现

Ｇｏｌｄｂｅｒｇ思想最直接的方法。该算法就是在基本遗传算法的基础上，对选择再生方法进行

改进：将每个个体按照它们的支配与非支配关系进行分层，再做选择操作，从而使得该算法

在多目标优化方面得到非常满意的结果。
虽然ＮＳＧＡ有一定的优点：优化目标个数任选，非劣最优解分布均匀，并允许存在多个

不同的等价解。但它仍存在一些问题：①计算复杂度较高，算法复杂度为Ｏ ＭＮ（ ）３ （其中

Ｎ 为种群大小，Ｍ 为目标函数的个数），当种群较大时，计算相当耗时；②没有精英策略，精
英策略可以加速算法的执行速度，而且也能在一定程度上确保已经找到的满意解不被丢失；

③需要指定共享半径σｓｈａｒｅ。

Ｄｅｂ等（２０００）针对ＮＳＧＡ的不足之处，提出ＮＳＧＡ的改进算法———带精英策略的非支

配集排序遗传算法（ＮＳＧＡ Ⅱ）。提出了非支配集排序的方法，以降低算法的计算复杂度。
采用拥挤度距离，代替了需要指定共享半径的适应度共享策略，并在快速排序后的同级比较

中作为胜出标准，使Ｐａｒｅｔｏ域中的个体能扩展到整个Ｐａｒｅｔｏ域，并均匀分布，保持了种群多

样性。它采用了新的选择操作：在包含父种群和子种群的交配池中，依照适应度和分布度选

择最好的Ｎ（种群大小）个个体，从而使解有较好的分布性。它存在的不足是难以找到孤立

点，此外当目标数增加时可能产生搜索偏移。ＮＳＧＡ Ⅱ改进了原来算法的不足之处，提高

了算法的运算速度和鲁棒性，并保证了非劣最优解的均匀分布。

８．２．１　快速的非劣解分类方法

为了根据个体的非劣解水平将种群分类，必须将每一个体与其他个体进行比较。

ＮＳＧＡ Ⅱ算法采用快速的非劣解分类方法，计算速度大大提高。
首先，对每一个解计算两个属性：①ｎｉ，支配解ｉ的解数目；②Ｓｉ，解ｉ所支配解的集合。

找到所有ｎｉ＝０的解并将其放入Ｆ１，称Ｆ１是当前非劣解，其等级为１。对当前非劣解中的每

一个解ｉ，考察其支配集中Ｓｉ的每一点ｊ并将ｎｊ 减少一个，如果某一个体ｊ其ｎｊ 成为零，我
们把它放入单独的类Ｈ。如此反复考察所有的点，得到当前非劣解Ｈ （级数为２）。依次类

推，直至所有解被分类。

８．２．２　虚拟适应度的计算

为了保持个体的多样性，防止个体在局部堆积，ＮＳＧＡ Ⅱ算法首次提出了虚拟适应度

（ｄｕｍｍｙｆｉｔｎｅｓｓ）的概念。它是指目标空间上的每一点与同等级相邻两点之间的局部拥挤

距离。使用这一方法可以自动调整小生境，使计算结果在目标空间比较均匀地散布，具有较
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好的鲁棒性。
个体之间的聚集距离如图８ １，计算如下：

Ｐ［ｉ］ｄｉｓｔａｎｃｅ＝ （Ｐ［ｉ＋１］·ｆ１－Ｐ［ｉ－１］·ｆ１）

＋（Ｐ［ｉ＋１］·ｆ２－Ｐ［ｉ－１］·ｆ２）
一般情况下，当有ｒ个子目标时个体ｉ的聚集距离为：

Ｐ［ｉ］ｄｉｓｔａｎｃｅ＝∑
ｒ

ｋ＝１

（Ｐ［ｉ＋１］·ｆｋ－Ｐ［ｉ－１］·ｆｋ）

f2

f1

0

i�1

i+1

i

�

图８ １　个体之间的聚集距离

８．２．３　选择运算

选择过程使优化朝Ｐａｒｅｔｏ最优解的方向进行并使解均匀散布。设每一个体的非劣等

级属性和局部拥挤距离属性分别为ｉｒａｎｋ 和ｉｄｉｓｔａｎｃｅ，采用轮赛制，即随机选取两个个体并进行

比较，保留一个优良个体，淘汰另一较差个体。具体过程为：

ｉｆ（ｉｒａｎｋ＜ｊｒａｎｋ）ｏｒ（（ｉｒａｎｋ＝ｊｒａｎｋ）ａｎｄ（ｉｄｉｓｔａｎｃｅ＞ｊｄｉｓｔａｎｃｅ））ｔｈｅｎｉ＞ｊ
ｏｒ　ｅｌｓｅ　ｊ＞ｉ

比较两个个体，如果非劣等级不同，则取等级高（级数值小）的点。否则，如果两点在同

一等级上，则取比较稀疏区域内的点，以使进化朝非劣解和均匀散布的方向进行。

８．２．４　精英保留策略

首先，将父体和子代全部个体合并成一个统一的种群Ｒｔ＝Ｐｔ∪Ｑｔ放入进化池中，种群

Ｒｔ的个体数成为２Ｎ。然后种群Ｒｔ按非劣解等级分类并计算每一个体的局部拥挤距离。依据

等级的高低逐一选取个体直到个体总数达到Ｎ，从而形成新一轮进化的父代种群Ｐｔ＋１，其个

体数为Ｎ。在此基础上开始新一轮的选择、交叉和变异，形成新的子代种群Ｑｔ＋１。这种方法

可加快进化的速度，如图８ ２。
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图８ ２　在组合后的种群中选择Ｎ 个个体

８．２．５　遗传操作

１．选择

在选择之前对种群进行非劣分层排序，每次随机地选择两个个体ｉ和个体ｊ，如果个体ｉ
的ｒａｎｋ少于个体ｊ的ｒａｎｋ，则选择个体ｉ；否则选择个体ｊ。

２．交叉

本书采用的是一种模拟二进制交叉（ＳＢＸ），从当代种群和交配池中分别选择其第ｉ个

体作为父体１、父体２，把父体１和父体２交叉后得到子体１和子体２的第ｉ个决策变量的

值按如下公式计算：

Ｃｉ１ ＝０．５［（ｙｉ１＋ｙｉ２）－βｑｉ（ｙ
ｉ
１－ｙｉ２）］；

Ｃｉ２ ＝０．５［（ｙｉ１＋ｙｉ２）＋βｑｉ（ｙ
ｉ
１－ｙｉ２）］

式中：Ｃｉ１、Ｃｉ２ 分别为个体１和个体２的第ｉ个决策变量的值；

ｙｉ１、ｙｉ２ 分别为父体１和父体２的第ｉ个决策变量的值；

ｙｉｍｉｎ、ｙｉｍａｘ 分别为父体１和父体２的第ｉ个决策变量的下约束。

３．变异

采用多项式变异：

α＝
（２μ）

１
η＋１－１， μ＜０．５

１－［２（１－μ）］
１
η＋１， μ≥０．

烅
烄

烆 ５

μ是［０，１］之间的一个随机数，η任意指定。个体变异后第ｉ个决策变量的值为 ：

Ｃ′ｉ＝Ｃｉ＋α（ｙｍａｘ－ｙｍｉｎ）
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８．２．６　算法流程

随机产生一个规模为Ｎ 的初始种群Ｐ０，将种群中的所有个体快速非支配排序。采用选

择、交叉遗传算子产生一个规模为Ｎ的子代种群Ｑ０。其中，选择算子主要根据累积排序值评

价个体的优劣，选择累积排序值小的个体参与繁殖。将Ｐ０和Ｑ０ 合并为一个规模为２Ｎ 的种

群Ｒ０，对Ｒ０进行非支配排序得到非支配个体集（Ｆ１，Ｆ２），选择前ｉ个非支配集和Ｆｉ＋１的前Ｎ

－∑
ｉ

ｊ＝１
Ｆｉ 个个体组成Ｐ１。∑

ｉ

ｊ＝１
Ｆｉ ≤Ｎ，且∑

ｉ＋１

ｊ＝１
Ｆｉ ＞Ｎ，再由Ｐ１经选择、交叉产生Ｑ１，将

Ｐ１ 和Ｑ１ 合并为Ｒ１。重复上面的循环，直到满足停止条件。算法流程如图８ ３。
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图８ ３　ＩＮＳＧＡ Ⅱ流程图
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§８．３　数值实验

８．３．１　参数设置

算法的参数设置：

种群大小 演化代数 交叉概率 变异概率 ＳＢＸ ηｃ ＳＢＭ ηｍ

１００ ５０００ ０．８ ０．１ ２０ １０

８．３．２　数值实验结果及分析

用ＮＳＧＡ Ⅱ算法，从演化后非劣解集中的１００个体中选取以ｆ２（Δｖ１＋Δｖ２）为目标的

最小１０个解，如表８ １。

表８ １　ＮＳＧＡ Ⅱ算法实验结果

最小点 ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．３２３ ２０３．７３２５ ５．６６８６２

２ １２５４．１４０７ ２００．２１８６ ５．６７４８０９

３ １２５３．８３８５０１ １９８．１３４９ ５．６８４８８７

４ １２５６．９１９５５６ １９５．８０２４ ５．７０２８４９

５ １２５３．８３８５０１ １９４．６７８１ ５．７１１８７２

６ １２５４．１４０７４７ １９３．８６６７ ５．７１８８７

７ １２５７．１３９４０４ １９１．６８９２ ５．７３９７９７

８ １２５３．０９５８２５ １９１．２７０４ ５．７５６６６１

９ １２５７．１４９５３６ １８９．２４８５ ５．７６９６６

１０ １２５９．４５２１４８ １８４．７０５９ ５．８４４３８３

Ｍｙａｔｔ等（２００３）把优化目标飞行时间Δｔ和两次脉冲所需的能量Δｖ１＋Δｖ２ 聚合得到：

ｆ＝ｋΔｔ＋ｌ（Δｖ１＋Δｖ２）
为了求得ｆ局部最优解，将搜索空间每一维划分为５０块，在每一个格网内，执行ＳＱＰ

算法，找到了对应网格的局部最小值，使用这种方法，找到１１个不同的最小值，如表８ ２。

图８ ４为所求得的Ｐａｒｅｔｏ前沿，图８ ５为所求得发射时刻ｔ０、飞行时间Δｔ以及两次

脉冲所需的能量Δｖ１＋Δｖ２ 的三维图形。
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从表８ １和表８ ２可以看出，用ＮＳＧＡ Ⅱ算法优化从地球到火星双脉冲转移轨道能

够近似找到 Ｍｙａｔｔ等（２００３）所提供的所需能量最小值。表８ ２中的第２～９个解用

ＮＳＧＡ Ⅱ算法是不可能得到的，因为它们被第１个解所支配。

但是如果把参数ｔ０ 的搜索空间分为三段，分别为［８００，１８００］，［１８００，２８００］，［２８００，

３８００］，取这三段空间的以ｆ２ 为目标的５个典型代表解，如表８ ３。

表８ ２　ＳＱＰ算法实验结果

最小点 ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（Ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１ １２５３．７ ２０２．９ ５．６６７

２ ３５７３．４ ３２３．２ ５．６７３

３ ２８１２．５ ３４４．２ ６．２２３

４ １２２５．５ ２３３．２ ６．３５３

５ ２０５７．５ ２１６．５ ６．８３５

６ ３５９７．８ ２７３．５ ６．８６１

７ ２０４８．２ ３５０．５ ７．１０６

８ ２８３４．３ ２４６．０ ７．３６９

９ ３７６６．８ ４００．０ ２１．６３３

１０ ８００．０ ４００．０ ４４．２９２

１１ ３８００．０ １２６．７ ６３．２８９
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图８ ４　Ｐａｒｅｔｏ前沿二维　　　　　　　　　　　　　图８ ５　Ｐａｒｅｔｏ前沿三维
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表８ ３　把ｔ０ 的搜索空间分为三段，用ＮＳＧＡ Ⅱ算法求得的结果

区间 Ｍｉｎｉｍａ ｔ０（ＭＪＤ２０００） Δｔ（ｄａｙｓ） Δｖ１＋Δｖ２（ｋｍ／ｓ）

１

２

３

１ １２５３．３２３９ ２０３．７３１９ ５．６６８６

２ １２５５．０６１５ ２０１．４４７９ ５．６７２８

３ １２５６．５６２１ １９５．３３０４ ５．７０４９

４ １２５７．１０２４ １９１．６０９５ ５．７４０５

５ １２５９．４３１５ １８２．２６４３ ５．８９９１

１ ２０５６．５３５８ ２１５．２４０９ ６．７８８１

２ ２０５７．０２０５ １９０．１５１４ ７．１７７１

３ ２０６１．０１７１ １８２．２３０５ ７．４５７７

４ ２０５８．９８２９ １７９．６５９８ ７．５４４６

５ ２０６２．４５９２ １７４．１６９４ ７．７９２８

１ ３５７３．１１７６ ３２４．１３４３ ５．６６９４

２ ３５７４．３３８６ ３２３．１１８８ ５．６７１６

３ ３５６５．５３８５ ２９０．５１３９ ６．７１２６

４ ３５９８．２５１４ ２７６．２２２６ ６．８９０１

５ ２８３２．２１８７ ２３５．６６６２ ７．４４７８

比较表８ ２、表８ ３可以看出，用ＮＳＧＡ Ⅱ算法把ｔ０ 的搜索空间分为三段，同样可以

找到与文献（Ｍｙａｔｔ，ｅｔａｌ，２００３）很接近的解。
从地球到火星双脉冲转移轨道设计优化的两个目标是飞行时间Δｔ和两次脉冲所需的

能量Δｖ１＋Δｖ２，这是一个典型的多目标问题。如按照马文臻（２００６）把这两个目标聚合成单

目标，通常是更多地考虑在两次脉冲所需的能量Δｖ１＋Δｖ２ 最省，而忽略了飞行时间Δｔ这

个目标；而且每次仅可以得到一个可供选择的解。但是采用ＮＳＧＡ Ⅱ算法除了得到Ｍｙａｔｔ
等（２００３）所得的最优解外，还可以得到一组可供决策者参考的Ｐａｒｅｔｏ解集。
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第九章　轨道设计与优化仿真工具

计算机仿真是通过建立数学模型，以程序的方式来模拟真实的事物，对目标进行快速准

确分析的同时，具有节约投资、直观生动的优点，已经广泛应用于各个领域。计算机仿真技

术也在航天领域得到广泛的应用，并为航天事业的宣传和技术应用等领域发挥着不可替代

的作用。因此，在开展航天任务轨道设计和优化的研究工作中，引入可视化仿真技术也极具

意义。

本章就设计和实现行星际轨道优化和仿真的工具———ＩｎｔｅｒｐｌａｎｅｔａｒｙＴｒａｊｅｃｔｒｏｙＯｐｔｉ
ｍｉｚａｔｉｏｎＴｏｏｌ（ＩＴＯＴ），从总体框架、数值计算和可视化仿真等方面展开介绍。

§９．１　总体结构

ＩＴＯＴ的设计采用面向对象思想，采用Ｃ＋＋语言开发，同时按功能划分不同，可看作由

不同的模块组成。其中核心类有６个，按模块划分，可将系统划分为１５个子模块。

９．１．１　模块组织

整个优化仿真工具ＩＴＯＴ，从功能模块上划分，可大致划分为５个层次和１５个子模块，

ＩＴＯＴ的总体框架如图９ １所示。

Interplanetary Trajectory Optimization Tool

Simulator XML Mission Manager Mission Optimizer

Integral Mission

Integrator TPBVP Solver

Naive Mission

MPGA+DSM MGA+DSM

Solar System

Ephemeries
Kepler Orbit Lambert Solver Swing-by Solver

Coordinate System Time System Vector & Math

图９ １　ＩＴＯＴ总体框架
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ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＳｙｓｔｅｍ：坐标系统，实现日心惯性坐标系和行星中心惯性坐标系的转换；

ＴｉｍｅＳｙｓｔｅｍ：时间系统，实现了时间不同儒略历元之间的转换，儒略日和 ＵＴＣ以及

ＴＡＩ之间的转换；

Ｖｅｃｔｏｒ＆ Ｍａｔｈ：矢量运算和数学库，提供所有矢量运算，包括矢量旋转等功能（ＩＴＯＴ
中未显示的使用矩阵方式来完成坐标旋转等功能）；

ＳｏｌａｒＳｙｓｔｅｍ／Ｅｐｈｅｍｅｒｉｅｓ：太阳系和星历模块，该模块提供太阳系模型中的所有常量

和星历数据，同时实现了基于ＥＳＡ和ＪＰＬ的两种拟平均根数星历模型；

ＫｅｐｌｅｒＯｒｂｉｔ：基本二体轨道求解模块，维护一条二体轨道的根数等信息；

ＬａｍｂｅｒｔＳｏｌｖｅｒ：Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解模块，使用一个ＴｒａｎｓＯｒｂｉｔ类来维护一条交会轨道

的参数信息；

Ｓｗｉｎｇ ｂｙＳｏｌｖｅｒ：借力飞行求解模块，求解带机动和无机动两种不同的借力飞行轨道

模型；

ＩｎｔｅｒｇａｌＭｉｓｓｉｏｎ／Ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒ／ＴＰＢＶＰＳｏｌｖｅｒ：数值积分轨道任务管理／多体问题轨道积

分／两点边值问题求解。Ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒ根据给定的航天器位置速度初值，在日心惯性坐标系中

进行轨道积分，实现了单步法如ＲＫ４和多步法如Ａｄａｍｓ Ｃｏｗｅｌｌ。积分轨道交会问题（两
点边值问题ＴｏｗＰｏｉｎｔＢｏｕｎｄａｒｙＶａｌｕｅＰｒｏｂｌｅｍ，ＴＰＢＶＰ）的求解，则通过打靶法和微分校

正方法实现。

ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ／ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ／ＭＧＡ＋ＤＳＭ：简单任务管理器，管理 ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ 和

ＭＧＡ＋ＤＳＭ的行星际探测任务参数，并为上层优化和仿真提供访问接口；

Ｓｉｍｕｌａｔｏｒ：任务仿真模块，主要功能包括，使用ＯｐｅｎＧＬ渲染背景，仿真太阳系行星运

行过程，结合ＸＭＬＭｉｓｓｉｏｎＭａｎａｇｅｒ，绘制一个行星际飞行任务的轨迹；

ＸＭＬＭｉｓｓｉｏｎＭａｎａｇｅｒ：任务想定管理器，所有的想定数据存放于ＸＭＬ文件中，该模

块负责解析想定文件，并以树状结构向用户展示，提供编辑保持等功能；

Ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ：任务优化模块，该模块对 ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ和 ＭＧＡ＋ＤＳＭ等类型任务的优化

模型进行优化，以独立线程进行优化，并提供优化算法参数设置和优化进程监视等功能界

面。

９．１．２　核心类简述

ＩＴＯＴ的核心虚基类都以ＡｂｓｔｒａｃｔＸｘｘ的方式命名，以纯虚或虚函数方式向上层提供

统一操作的接口，以增强软件可扩展性和开发的协同性。正如面向对象程序设计所提倡的，
上层通过虚基类的指针透明地调用实例化的子类，而无需关心底层实现细节。下面就几个

核心虚基类作简单介绍。

１．ＡｂｓｔｒａｃｔＥｐｈｅｍｅｒｉｓｅ
星历表类，管理不同的星历模型，以统一的接口方式向上层调用者提供不同的星历接
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口，目前实现了ＪＰＬ和ＥＳＡ提供的两种星历模型（详见§９．２节）。

２．ＡｂｓｔｒａｃｔＭｉｓｓｉｏｎ
行星际探测任务类，分别实例化了简单任务类（基于二体）ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ和积分任务类

（基于多体积分）ＩｎｔｅｇｒａｌＭｉｓｓｉｏｎ。为飞行过程仿真模块（ｓｉｍｕｌａｔｏｒ）提供接口ｇｅｔＣｒａｆｔＰｏｓ
Ｖｅｌ，返回航天器在指定时刻的位置和速度矢量；为任务优化模块提供任务燃料消耗（总Δｖ）
计算接口 ＭｉｓｓｉｏｎＥｎｅｒｇｙ，作为优化算法的任务评价函数。

３．ＡｂｓｔｒａｃｔＯｐｔｉｍｉｚｅｒ
虚优化器类，已实现ＤｅＯｐｔｉｍｉｚｅｒ和ＰｓｏＯｐｔｉｍｉｚｅｒ分别是差分演化（ＤＥ）和粒子群算法

（ＰＳＯ）优化器，任务优化模块（Ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ）提供迭代一步（ＩｔｅｒａｔｅＯｎｅＳｔｅｐ）的接口，以监视优

化进程，同时还提供其他的优化控制接口。

４．ＡｂｓｔｒａｃｔＴｒａｊｅｃｔｏｒｙ
已实例化子类开普勒轨道类（ＫｅｐＯｒｂｉｔ）和积分轨道类（ＩｎｔｅｇｒａｌＴｒａｊｅｃｔｏｒｙ）分别维护开

普勒轨道和积分轨道信息，实现向外部提供任意时刻航天器位置矢量和速度矢量的接口

ｇｅｔＰｏｓＶｅｌ，以统一的操作方式为可视化仿真模块（Ｓｉｍｕｌａｔｏｒ）提供轨迹信息。

５．ＡｂｓｔｒａｃｔＩｎｔｅｇｒａｔｏｒ
积分器类，已实例化子类Ｒｋ４Ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒ和 Ａｃ４Ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒ，分别为四阶Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ

和四阶Ａｄａｍｓ Ｃｏｗｅｌｌ方法积分器，Ｉｎｔｅｇｒａｔｅ为上层提供积分操作接口。

６．ＡｂｓｔｒａｃｔＴＰＢＶＳｏｌｖｅｒ
积分轨道交会问题（两点边值问题）求解器，本书尝试了基于状态转移矩阵的微分校正

方法和基于遗传算法的打靶法，试图从精确数值计算上对行星际探测任务的轨迹进行仿真。

§９．２　数值仿真

对行星际轨道任务的数值仿真，便于与实际任务或其他文献中提供的任务数据进行比

较，并方便将轨道设计和优化的结果进行分析或改进。本系统的数值仿真主要涉及星历计

算，基于二体和多体积分的航天器轨迹仿真等。
在航天器轨道理论中，除二体问题等少数几种情况外，都不可能给出严格的解析解，所

以在精度要求较高时通常采用数值算法。轨道交会问题，在二体模型中可以使用Ｌａｍｂｅｒｔ
方法进行求解；而在多体模型中，则必须通过打靶或微分校正等方法进行迭代求解。

９．２．１　星历计算

太阳系行星的运行规律非常复杂，高精度的星历计算通常是一个复杂的查表和插值的

过程，在深空探测精确导航中使用。自２０世纪７０年代初，来自ＪＰＬ和 ＭＩＴ的星历已经成

为世界标准，目前较流行的星历模型是ＪＰＬ的ＤＥ系列。
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此外，ＪＰＬ和ＥＳＡ都提供了一些近似星历模型（Ｓｔａｎｄｉｓｈ，２００８；ＡＣＴ，２００８），这些模型

采用拟平均根数的方法实现星历的近似计算，其中ＥＳＡ模型是基于ＪＰＬ ＤＥ４０５星历模型

的五次多项式拟合所得。这些虽然是近似的星历模型，但在初轨优化设计中，尤其是圆锥曲

线拼接法的模型中，其精度已经足够。因此本系统使用的是ＪＰＬ和ＥＳＡ的星历模型。
考虑到软件可扩展性能，本书的星历计算模块独立封装，可以在软件运行过程中随时更

换星历模型，也可以针对不同的任务应用不同的星历模型。星历模型提供如式（９ １）的星

历计算接口。
（ｒＰｌ，ｒＰｌ）＝ｅｐｈ（Ｐｌ，ｔ） （９ １）

式中：Ｐｌ为行星ＩＤ；

ｔ用于指定时刻。

９．２．２　二体任务仿真

简单任务ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ基于二体轨道模型，分为 ＭＰＧＡ＋ＤＳＭ和 ＭＧＡ＋ＤＳＭ两种

类型。ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ使用一个Ｍａｎｏｅｕｖｒｅ序列来维护多次轨道机动信息，不同的机动类型

描述如表９ １所示。

表９ １　ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ轨道机动类型

Ｍａｎｏｅｕｖｒｅ类型 参　数 说　明

Ｄｅｐａｒｔｕｒｅ Ｐｌ，ｔ，ｖ 发射（仅考虑逃逸双曲线剩余速度）

Ｄｓｍ ＤｓｍＰｏｓ，ｔ，ｖ 深空机动

ＰｏｗｅｒｅｄＳｗｉｎｇ ｂｙ（ＰＧＡ） Ｐｌ，ｔ，ｖ 带动力借力飞行

Ｓｗｉｎｇ ｂｙ（ＧＡ） Ｐｌ，ｔ，ｒｐ，θ，ｖ 纯借力飞行

Ｌａｎｄｉｎｇ Ｐｌ，ｖ 着陆（仅考虑飞入双曲线剩余速度）

ＯｆｆＯｒｂｉｔｉｎｇ Ｐｌ，ｔ，ｒｐ，ｅ，ｖ 脱离绕飞状态

ＴｏＯｒｂｉｔｉｎｇ Ｐｌ，ｔ，ｒｐ，ｅ 进入绕飞状态

表中的参数：

Ｐｌ为太阳系中的行星ＩＤ；ｔ为表示脉冲机动发生的时刻；ＤｓｍＰｏｓ为深空脉冲机动在日

心惯性坐标系Ｏｓｘｓｙｓｚｓ 中的位置（对于 ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ 的ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ，需要根据

式（２ ２６）解出ＤＳＭ位置）；ｒｐ 为指借力飞行或绕飞轨道的近心点高度（ｋｍ）；θ为无机动借

力飞行过程中的Ｂ平面旋转角；ｅ为脱离前或进入后的行星中心绕飞轨道偏心率；ｖ为机动

后航天器的日心轨道速度，在 ＭＧＡ＋速度模型ＤＳＭ 的Ｄｅｐａｒｔｕｒｅ机动类型中，ｖ为指定

量，见式（４ ８）；其他机动类型的ｖ则需要求解Ｌａｍｂｅｒｔ问题得出，见式（３ １４）。
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若已知一个行星际探测任务的机动序列，则根据二体轨道方程和对Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求

解，不难得出任意时刻航天器在日心惯性系中的位置和速度；同时也不难计算出各次机动的

Δｖ大小，作为优化算法的目标函数之一。

９．２．３　多体任务数值仿真

在§２．２节中，介绍了多体问题的运动方程。从式（２ ３７）不难发现，在多体模型中，航
天器的加速度ｒ̈是关于航天器所在日心惯性系中与其他行星相对位置的函数。结合已有的

星历模型，见式（９ １），将航天器运动方程变形为如下形式：

　珗ｒ
··

＝ｆ珗ｒ，（ ）ｔ （９ ２）

若已知航天器在ｔ０ 时刻在日心惯性坐标系中的位置矢量珗ｒ和速度矢量珗ｒ
·

，则航天器运

行轨迹的计算实际上就是一个常微分方程的初值问题。求解多体积分轨道的首要任务是积

分算法的选择，包括单步法和多步法。

单步法以Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ（ＲＫ）方法最为常用，它使用方便，且积分起步容易，同时又可

以变步长计算，其缺点是当方法阶数增高，其右函数的计算量也相应增大。高阶的常微分方

程初值问题通常可转换为一阶方程组的方式进行求解，二阶的航天器运动方程可作如下转

换（沈剑华，２０００）：

ｄ珗ｒ
·

ｄｔ＝ｆ
珗ｒ，（ ）ｔ

ｄ珗ｒ
ｄｔ＝

珗ｒ
烅

烄

烆

·
（９ ３）

则四阶ＲＫ具有如下形式：

珗ｒ
·

ｎ＋１＝珗ｒ
·

ｎ＋ｈ６
珗ｋ１＋２珗ｋ２＋２珗ｋ３＋珗ｋ（ ）４

珗ｒｎ＋１＝珗ｒｎ＋ｈ珗ｒ
·

ｎ＋ｈ
２

６
珗ｋ１＋珗ｋ２＋珗ｋ３＋珗ｋ（ ）

烅

烄

烆 ４

（９ ４）

其中：
珗ｋ１ ＝ｆ（珗ｒｎ，ｔｎ）

珗ｋ２ ＝ｆ珗ｒｎ＋ｈ２
珗ｒ
·

ｎ，ｔｎ＋ｈ（ ）２
珗ｋ３ ＝ｆ珗ｒｎ＋ｈ２

珗ｒ
·

ｎ＋ｈ
２

４
珗ｋ１，ｔｎ＋ｈ（ ）２

珗ｋ４ ＝ｆ珗ｒｎ＋ｈ珗ｒ
·

ｎ＋ｈ
２

２
珗ｋ２，ｔｎ＋（ ）

烅

烄

烆
ｈ

（９ ５）

多步法常用Ａｄａｍｓ Ｃｏｗｅｌｌ（ＡＣ）方法，它将Ａｄａｍｓ和Ｃｏｗｅｌｌ方法联合使用（付兆萍
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等，２００６），即Ａｄａｍｓ方法提供速度矢量珗ｒ
·

，同时由Ｃｏｗｅｌｌ方法计算位置矢量珗ｒ。在具体计

算时，常采用Ａｄａｍｓ预报 校正算法，即显式和隐式相结合的方法。本书中使用的是四步四

阶显式公式作为预报公式，三步四阶隐式公式作为校正公式，其他阶的参数以及推导方法见

文献（刘林，２０００；刘强等，１９９８）。
则ＡＣ预报公式为：

预测： 珗ｒ
·
ｐ
ｎ＋１ ＝珗ｒ

·

ｎ＋ｈ２４５５ｆｎ－５９ｆｎ－１＋３７ｆｎ－２－９ｆｎ－
（ ）３

修正： 珗ｒ
·
ｐｍ
ｎ＋１ ＝珗ｒ

·
ｐ
ｎ＋１＋２５１２７０

珗ｒ
·
ｃ
ｎ－珗ｒ

·
ｐ（ ）ｎ （９ ６）

珗ｒｎ＋１ ＝２珗ｒｎ－珗ｒｎ－１＋ｈ
２

６０６８ｆｎ－１９ｆｎ－１＋１４ｆｎ－２－３ｆｎ－
（ ）３

校正公式：

校正： ｒ
·
ｃ
ｎ＋１ ＝ｒ

·

ｎ＋ｈ２４９ｆｒ
ｐｍ
ｎ＋１，ｔ０＋（ｎ＋１）（ ）ｈ ＋１９ｆｎ－５ｆｎ－１＋２ｆｎ－［ ］２

修正： ｒ
·

ｎ＋１ ＝ｒ
·
ｃ
ｎ＋１－１９２７０ｒ

·
ｃ
ｎ＋１－ｒ

·
ｐ
ｎ＋（ ）１ （９ ７）

ｒｎ＋１ ＝２ｒｎ－ｒｎ－１＋ｈ
２

６０３ｆｒｎ＋１
，ｔ０＋（ｎ＋１）（ ）ｈ ＋５６ｆｎ－ｆｎ－１＋２ｆｎ－［ ］２

式中：ｔ０ 为积分初始时刻；

ｈ为积分步长。

§９．３　任务管理与可视化

本系统的可视化仿真部分基于ＯｐｅｎＧＬ实现三维场景渲染，实现任务轨迹仿真和星空

背景仿真、太阳系主要天体仿真等。

９．３．１　任务管理器

ＸＭＬＭｉｓｓｉｏｎＭａｎａｇｅｒ采用 ＸＭＬ文件方式维护任务信息，采用 ＤＯＭ（Ｄｏｃｕｍｅｎｔ
ＯｂｊｅｃｔＭｏｄｅｌ）技术对ＸＭＬ文件进行操作，虽然基于ＤＯＭ 的数据模型具有对超大文档的

处理效率低下的缺点，但考虑本书的数据量较少，仍采用这一便于理解和处理的面向对象模

型。
存储任务想定数据的ＸＭＬ文件的根为“＜ｘｍｉｓｓｉｏｎ＞”节点，每个“＜ｍｉｓｓｏｎ＞”节点包

含三个属性，子节点为“＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅ＞”用于维护表９ １中的不同机动类型。“＜ｍａｎｏｅｕ
ｖｒｅ＞”节点包含三个可选属性，或一个子节点，子节点可以是“＜ｐｏｓｉｔｉｏｎ＞”用于指定ＤＳＭ
的位置，也可以是“＜ｏｒｂｉｔｉｎｇ＞”用于指定绕飞轨道的相关参数，如绕飞行星，绕飞轨道高度
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和偏心率等。
下面给出的是一个完整的ＸＭＬ文档内容，该文档包含一个任务（“〈ｍｉｓｓｉｏｎ〉”），任务名

称为“Ｃａｓｓｉｎｉ”，该任务共６次机动，其中包括４次带机动的借力飞行（ＰＧＡ）和１个逃逸机动

以及１个进入土星绕飞轨道的机动。
＜？ｘｍｌｖｅｒｓｉｏｎ＝１．０ｅｎｃｏｄｉｎｇ＝ｉｓｏ－８８５９－１？＞

＜ｘｍｉｓｓｉｏｎ＞

　＜ｍｉｓｓｉｏｎｃａｐｔｉｏｎ＝Ｃａｓｓｉｎｉｃａｔｅｇｏｒｙ＝ｎａｉｖｅｅｐｈｅｍｅｒｉｓ＝ｅｓａ＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝Ｄｅｐａｒｔｕｒｅｐｌａｎｅｔ＝Ｅａｒｔｈｍｊｄ２ｋ＝－７８９．８１１７２２／＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＰｏｗｅｒｅｄＳｗｉｎｇｂｙｐｌａｎｅｔ＝Ｖｅｎｕｓｍｊｄ２ｋ＝－６３１．５０９６９５／＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＰｏｗｅｒｅｄＳｗｉｎｇｂｙｐｌａｎｅｔ＝Ｖｅｎｕｓｍｊｄ２ｋ＝－１８２．１２３８２１／＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＰｏｗｅｒｅｄＳｗｉｎｇｂｙｐｌａｎｅｔ＝Ｅａｒｔｈｍｊｄ２ｋ＝－１２７．３７４８５２／＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＰｏｗｅｒｅｄＳｗｉｎｇｂｙｐｌａｎｅｔ＝Ｊｕｐｉｔｅｒｍｊｄ２ｋ＝８９６．９８７２０６／＞

　　＜ｍａｎｏｅｕｖｒｅｃａｔｅｇｏｒｙ＝ＴｏＯｒｂｉｔｉｎｇｍｊｄ２ｋ＝５４４９．２９５１７４ｐｌａｎｅｔ＝Ｓａｔｕｒｎ＞

　　　＜ｏｒｂｉｔｉｎｇｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ＝０．９８ｐｅｒｉｃｅｎｔｅｒ＿ｈｅｉｇｈｔ＝１０８９５０／＞

　　＜／ｍａｎｏｅｕｖｒｅ＞

　＜／ｍｉｓｓｉｏｎ＞

＜／ｘｍｉｓｓｉｏｎ＞

在软件界面上，以一个树状结构呈现整个任务的参数等信息（包括使用哪种星历模型、
机动次数、每次机动的时刻等），并提供任务编辑保存等功能和界面，前述“Ｃａｓｓｉｎｉ”任务的数

据管理器界面见图９ ２。

图９ ２　任务管理器截图

·４２１· 　行星际脉冲转移轨道设计与优化算法　



９．３．２　任务轨迹仿真

在上一节中已介绍，所有任务（ＮａｉｖｅＭｉｓｓｉｏｎ和ＩｎｔｅｇｒａｌＭｉｓｓｉｏｎ）都从虚任务基类

ＡｂｓｔｒａｃｔＭｉｓｓｉｏｎ继承，并实现获取任意时刻航天器在指定惯性坐标系中位置的接口ｇｅｔ
ＰｏｓＶｅｌ。在轨迹仿真过程中，只需要在任务周期内以固定步长获取连续的离散轨迹，并在

ＯｐｅｎＧＬ中创建显示列表（Ａｄｄｉｓｏｎ，２００５）的方式进行线绘制。太阳系各天体的仿真则以纹

理映射和ａｌｐｈａ混合等技术实现真实感较强的３Ｄ仿真效果（图９ ３）。

图９ ３　ＥＶＶＥＪＳ轨迹仿真效果

９．３．３　星空背景仿真

常用的恒星光谱分类系统中（Ｋｅｅｎａｎ，１９６３；Ｍｏｒｇａｎ，ｅｔａｌ，１９７３），哈佛系统是美国哈佛

大学天文台于１９世纪末提出的。这个系统的判据是光谱中的某些特征谱线和谱带，以及这

些谱线和谱带的相对强度，同时也考虑连续谱的能量分布。本系统的光谱型用拉丁字母表

示，组成如图９ ４所示的序列。

各型之间是逐渐过渡的，每型又分为１０个次型，用阿拉伯数字表示：Ｏ０，…，Ｏ９；Ｂ０，
…，Ｂ９；…。这一序列由左到右，对应于温度的下降。最热的Ｏ型星温度约４００００Ｋ，最冷

的 Ｍ型星约３０００Ｋ。序列右端的Ｓ、Ｒ和Ｎ等分支则可能反映化学组成的差别。由于历

史的原因，常把Ｏ、Ｂ、Ａ型叫作早型，Ｋ、Ｍ型叫作晚型，Ｆ、Ｇ型叫作中型。各型星的颜色和
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图９ ４　恒星光谱序列

在普通蓝紫波段的主要光谱特征描述见表９ ２。

表９ ２　恒星光谱类型和颜色对照表

光谱类型 可见光颜色 ＲＧＢ（近似）

Ｏ型 蓝白色 １２５１８５２５５

Ａ型 白色 ２５５２５５２５５

Ｆ型 黄白色 ２５５２５５１７０

Ｇ型 黄色 ２５５２５５　０

Ｋ型 橙色 ２５５１１０　０

Ｍ型 红色 １９０５０　 ０

Ｒ和Ｎ型 橙到红色 １９０５０　 ０

Ｓ型 红色 ２５５　０　０

哈佛大学天文台于１９１８—１９２４年发表的《亨利·德雷伯星表》（ＨＤ星表）载有２０余万

颗星的光谱类型，其中９９％的星属于Ｂ～Ｍ 型，Ｏ、Ｒ、Ｎ、Ｓ型很少，还有少数光谱不能归入

上述序列，分别记为：Ｐ———行星状星云，Ｗ———沃尔夫 拉叶星。新星光谱曾记为Ｑ，但现在

已不使用。因此在本书中，在进行星空背景仿真时，仅对Ｂ～Ｍ型光谱型的恒星进行了区分

颜色的绘制，其他类型的恒星都在颜色上归类到了 Ｍ型，即红色。

§９．４　任务优化模块

在§９．１节中简要介绍了 ＡｂｓｔｒａｃｔＯｐｔｉｍｉｚｅｒ类，在Ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ模块中，可对任务参数、
优化算法参数等参数信息进行修改。利用ＰＳＯ、ＤＥ等优化算法（图９ ５所示）实现对三脉

冲变轨任务以及多、无借力飞行任务的优化仿真（图９ ６所示）。
可通过 ＭｉｓｓｉｏｎＯｐｔｉｍｉｚｅｒＭｏｎｉｔｏｒ利用ＡｂｓｔｒａｃｔＯｐｔｉｍｉｚｅｒ提供的控制接口对优化进

程进行监控，优化进程监控界面见图９ ７。
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图９ ５　设置任务优化参数

图９ ６　三脉冲变轨任务选择
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图９ ７　优化进程监视器截图
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附录Ａ　坐标旋转公式

直角坐标系中的矢量旋转公式：

绕Ｘ轴旋转θ度：
ｘｎｅｗ ＝ｘ

ｙｎｅｗ ＝ｙｃｏｓθ－ｚｓｉｎθ
ｚｎｅｗ ＝ｚｃｏｓθ＋ｙｓｉｎ
烅
烄

烆 θ

绕Ｙ 轴旋转θ度：
ｘｎｅｗ ＝ｘｃｏｓθ－ｚｓｉｎθ
ｙｎｅｗ ＝ｙ
ｚｎｅｗ ＝ｚｃｏｓθ＋ｘｓｉｎ
烅
烄

烆 θ

绕Ｚ轴旋转θ度：
ｘｎｅｗ ＝ｘｃｏｓθ－ｙｓｉｎθ
ｙｎｅｗ ＝ｙｃｏｓθ＋ｘｓｉｎθ
ｚｎｅｗ ＝
烅
烄

烆 ｚ

绕任意单位矢量珗ｒ旋转θ度：

ｘｎｅｗ ＝ ［ｃｏｓθ＋ １－ｃｏｓ（ ）θｒ２ｘ］ｘ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｘｒｙ－ｒｚｓｉｎθ］ｙ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｘｒｚ－ｒｙｓｉｎθ］ｚ

ｙｎｅｗ ＝ ［ｃｏｓθ＋ １－ｃｏｓ（ ）θｒ２ｙ］ｙ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｘｒｙ＋ｒｚｓｉｎθ］ｘ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｙｒｚ－ｒｘｓｉｎθ］ｚ
ｚｎｅｗ ＝ ［ｃｏｓθ＋ １－ｃｏｓ（ ）θｒ２ｚ］ｚ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｘｒｚ－ｒｙｓｉｎθ］ｘ＋
　　　［１－ｃｏｓ（ ）θｒｙｒｚ＋ｒｘｓｉｎθ］

烅

烄

烆 ｙ

·９２１·　　附录Ａ　坐标旋转公式　



附录Ｂ　太阳系天体相关数据

天体
引力常数

（ｋｍ３／ｓ２）
轨道长半轴

（ｋｍ）
轨道

偏心率

赤道半径

（ｋｍ）
影响球半径

（ｋｍ）
轨道速度

（ｋｍ／ｓ）

太阳 １．３２７×１０１１ — — ６．９６×１０５ １×１０１０ —

月球 ４．９０３×１０３３．８４５×１０５ ０．０５４９ １．７３８×１０３６．６１９×１０４ １．０２

水星 ２．２０３×１０４５．７９１×１０７ ０．２０５６３ ２．４４×１０３ １．１２４×１０５ ４７．８３

金星 ３．２４９×１０５１．０８２×１０８ ０．００６７９ ６．０５２×１０３ ６．１６３×１０５ ３４．９９

地球 ３．９８６×１０５１．４９６×１０８ ０．０１６７２ ６．３７８×１０３９．２４６×１０５ ２９．７６

火星 ４．２８３×１０４ ２．２８×１０８ ０．０９３３８ ３．３９８×１０３ ５．７７３×１０５ ２４．１１

木星 １．２６７×１０８７．７８４×１０８ ０．０４８４５ ７．１４×１０４ ４．８２１×１０７ １３．０５

土星 ３．７９４×１０７１．４２７×１０９ ０．０５５６９ ６．０３３×１０４５．４５６×１０７ ９．６４

天王星 ５．７８×１０６ ２．８７×１０８ ０．０４７２４ ２．５４×１０４ ５．１６９×１０７ ６．８

海王星 ６．８７１×１０６４．４９７×１０９ ０．００８５８ ２．４３×１０４ ８．６８１×１０７ ５．４３

天文单位长度：Ａｕ＝１．４９５９７８×１０８ｋｍ
万有引力常量：Ｇ＝６．６７３×１０－１１ｍ３／（ｓ２·ｋｇ）
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