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作者前言

1998年中国科学院理论物理研究所刘寄星教授约作者为郝柏林教授主编
的《非线性科学丛书》（上海科技教育出版社）撰写一本小册子，介绍斑图动力
学方面的研究工作.当时作者刚刚从国外回来，正好想整理一下十几年来在这
方面的研究工作，于是写了《反应扩散系统中的斑图动力学》一书.那本书不但
是给想要了解斑图动力学理论与实验研究工作的读者写的，也是给作者自己写
的. 2004年初考虑到此书过于专业，且仅有189页的篇幅，内容过于浓缩，对想
要学习这方面知识的一般研究生来说有较大困难，而刘寄星教授又建议作者可
否在保持原书风格的基础上，为非线性科学的学习者与研究者再写一本书，既
可以作为研究生教材，也可以作为研究人员的参考书.此建议正是作者想办而
没有办的事情.原因是在教学工作中，作者从学生的反馈中发现原来那本书内
容过于专业，起点比较高，用作教学参考书是不合适的.本书稿就是作者在考虑
到上述需求后写出的，比起原来那本书，增加了大量对基础非线性动力学理论
的介绍.写作过程尽量遵从由浅入深的原则.为了避免前一本书暴露出来的问
题，此书稿写出后作者用它作为主要参考资料在北京大学教了三届研究生的
“非线性动力学前沿”课，反应较好.

对非线性动力学的系统研究，可以追溯到伽利略与牛顿时代人们对自然界
的定量描述.伽利略研究过的摆与牛顿研究过的天体运动，都是非线性力学中
的典型问题. 19世纪经典力学的两大难题，刚体定点运动和三体问题，是上两
个问题的继续.它们曾难倒了不少科学家，也因而推动了经典力学的发展. 20世
纪末庞加莱在总结整个世纪这方面进展的基础上，提出不少新的理论和方法，
当前非线性科学中的很多概念和思想，都来源于庞加莱.可以说非线性科学应
当从20世纪初庞加莱开始算起. 20世纪上半叶促进非线性科学发展的，有数学
中的微分方程定性理论和无线电技术所需要的非线性线路理论，对它们的研究
结果推动了非线性振动理论这一分支的成长.近二三十年非线性科学由于计算
机的广泛应用而更加兴旺.计算机不仅是数值计算的工具，也为非线性现象和
理论分析提供了新的思想.促进这种发展的还有数学中动力系统理论的成长以
及统计物理学中的不少成果，如重整化理论.



什么是非线性？非线性是一个数学名词，它指两个量之间没有像正比那样
的“直线”关系.自然科学和工程技术中有许多问题要用到非线性的数学模型.
比如，采用了非线性模型以后，可以说明为什么同一个前提会导致几个不同的
结果，可以说明什么时候两种效应不能叠加，这两种现象会怎样彼此影响，发生
耦合作用.各门学科有各自的非线性问题：激光理论中有不少非线性光学问题；
工程结构形变大的情况下要用非线性的结构力学；无线电技术中涉及非线性的
振荡理论；说明化学反应中出现螺旋波的起源要用合适的非线性数学模型，等
等.但是，非线性科学并不是指包含各门学科里所有非线性的问题.要真是那样
的话，从数学的观点来看，线性是非线性的特殊情况，也可以算是非线性的一
种；如果非线性科学里的“科学”是指所有学科，那么非线性科学就成为包罗一
切的一门万能科学，也就什么具体问题也不能解决了.非线性科学只考虑各门
学科中有关非线性的共性问题，特别是那些无法从线性模型稍加修正（比如摄
动理论）就能解决的问题.此外，再加上它自身理论发展所要的一些概念方法
等，这才是非线性科学的研究对象.共性在很多地方表现为数学规律相同，因此
数学在非线性科学里起很大作用.但数学在这里只是作为一种说明共性的手
段，非线性数学（姑且假设有这样一门学科，但一般不赞成这样的提法）只能用
来解决由于非线性共性引起的某些数学问题.而另一些非线性共性虽然确实存
在，但目前还很难用数学理论来处理.非线性科学和数学有密切关系，但不是一
门数学.从学科性质说，非线性科学不是基础应用研究，而是基础性研究.

目前，非线性科学的前沿领域大致包含以下几个方面：孤立波，混沌，分形
及斑图动力学.孤立波以及相应的孤立子的研究，是其中发展较早的一个分支.
它的发现可以追溯到20世纪初.对它的理论和实验研究在20世纪50、60年代
已经较多.到今天，除了沿着它自身体系发展外，由于它在数学处理上已取得了
不少经验，人们期望从中得到或了解其它非线性现象中模式形成的机理.比如，
有空间传播性能的波形不变的非线性现象，可以认为是系统中由于自组织而
“降维”，在数学上和非线性振动中的所谓同宿解有关.对其它非线性现象的理
解也可能从孤立波已有的成果中得到借鉴.

混沌指一种貌似无规的运动，但支配这种运动的规律却可以用确定性的方
程来描述.上面提到的庞加莱在总结天体力学中的问题时，已经对这种现象有
了认识.到20世纪50年代，有些物理学家（如玻恩）也已明确知道经典力学中
会有长期动态的不可预测性.但混沌现象和理论开始受到重视，一般认为契机
于上世纪60年代两件事.一是洛伦茨在天气预报方程研究中的发现，尽管描述
用的方程是确定性的，天气长期动态却是不可预测的；另一件是几位数学家证
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明了有关经典力学动态的一个定理，即现在按他们的姓所称的卡姆（KAM）理
论.这两件事也分别代表混沌理论两类对象和两种方法：洛伦茨的研究对象是
耗散系统，这类系统和周围环境有联系和交往，它们在自然和工程中都存在；而
卡姆理论的研究对象是保守系统，它们在天体研究和统计物理中常见.洛伦茨
依靠的是数值计算，卡姆理论用的是严格数学推理，这两种方法在混沌理论研
究里都必不可少.

分形是研究不规则形状的几何关系.人们早就熟悉从规则的事物抽象出诸如
圆、直线、平面等几何概念，芒德布罗（Mandelbrot）则为曲曲弯弯的海岸线、棉絮团
似的云烟找到合适的几何学描述方法———分形.早期概念中的分形要求整体与
它的各个局部都相似，即具有“自相似性”.正如天下没有绝对圆的东西，几何学
里的圆仅存在于数学家脑袋中一样，完全自相似的分形也只是一种数学抽象.
当今概念中的分形（多重分形）对自相似性作了适当的修正和推广，使分形更
能接近现实的事物.这套几何工具在处理许多非线性现象时很有效.分形理论
开始是在各种物理或真实例子里寻找应用，后来人们则进一步研究那些具有分
形几何特征的事物具有什么样的物理规律，以及它们是如何随时间演化的.分
形理论出现较晚，它的数学准备不像孤立波那样充分，目前它的数学理论和实
际应用之间距离还较大，有些数学概念还得重新建立.

斑图动力学是非线性科学领域中的一个较新的分支，它的研究目的是探索
诸系统之间共同存在的、具有普遍指导意义的斑图形成基本规律.对于斑图动
力学的系统研究应该起始于1952年图灵对反应扩散系统的研究.图灵在其论
文《形态形成的化学基础》中，从数学角度表明，在反应扩散系统中，稳定均匀态
会在某些条件下失稳，并自发产生空间定态图纹.图灵在论文中试图说明，某些
生物的体表所显示的图纹，如斑马身上的斑图是怎样产生的.虽然迄今为止在
生物实验中还没有找到图灵斑图的直接证据，图灵的思想引发了人们在这方面
的深入思考. 1968年扎布亭斯基在别洛乌索夫-扎布亭斯基（Belousov-Zhabotins-
ki，BZ）反应中发现螺旋波斑图，引发了人们对动态斑图的时空动力学行为的研
究.由此开始，斑图动力学作为非线性科学的一个分支逐渐形成，并在非线性科
学中占据了重要位置.

本书的目的不是对非线性的上述研究课题逐一展开讨论，而是着重介绍研
究以上课题所必备的物理数学知识.在此基础上对斑图动力学问题作详细的介
绍.本书分两部分：非线性科学研究与斑图动力学研究.第一部分分为六章，目
的是使读者了解研究非线性问题的基本知识，并在一定程度上掌握它的研究工
具.第一章是对非线性动力学研究的概述，简单介绍什么是动力系统，为什么研
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究非线性动力学，及非线性科学在整个物理学中的地位.接下来的两章通过讨
论经典力学，流体力学，化学与生物学中的几个例子指出非线性问题的来源，并
介绍建立数学模型的方法.第四章对有限自由度的动力系统做分析，引出相空
间，中心流形与不变流形，保守系统与耗散系统等概念，并对系统稳定性做分析
上的定义.第五章介绍非线性分析中最为广泛应用的工具：微扰分析.重点是介
绍对系统不动点的线性稳定性分析.第六章在相空间中不动点附近做非线性分
析，介绍分岔理论，并用分岔理论将非线性动力系统在不动点附近的行为进行
分类，引出非线性方程的正则形式.本书第二部分介绍斑图动力学.第七章对斑
图动力学问题作一个简单的介绍.第八章、第九章通过讨论图灵斑图形成的机
制及其演化，介绍一类由于系统的空间均匀定态在相空间中局部失稳而引发的
斑图形成.其中第八章集中讨论图灵失稳的一级分岔问题，失稳的结果是图灵
斑图的产生.第九章介绍图灵斑图的高级分岔.图灵分岔机制是自然界广泛存
在的一种斑图形成机制，目前研究比较透彻的流体力学中的斑图形成与非线性
光学中的斑图形成，都与图灵分岔有关.后面三章讨论由于系统在相空间中全
局失稳导致的斑图形成.第十章、十一章着重介绍可激发系统中螺旋波的斑图
动力学.其中第十章推导螺旋波的色散关系与本构关系，这两个关系决定了稳
定螺旋波的动力学行为.第十一章研究螺旋波的各类失稳途径及缺陷混沌的产
生.这部分工作有的已经有了定论，但大部分还在不断地探讨之中，有的问题还
是非线性科学的前沿课题.第十二章探讨双稳系统中可能出现的非平衡相变.
在这一章里主要介绍两类失稳现象：非平衡伊辛-布洛赫（Ising-Bloch）相变与化
学波锋的横向失稳（transverse instability），这两类失稳会导致系统发展出一系列
时空斑图态.第十三章研究一个特殊的非自治系统中的斑图动力学，即在周期
外力扰动下系统的斑图自组织行为.当周围外力扰动频率大约两倍于系统的本
征振荡频率时，驻波斑图会自组织形成.这类斑图最早由法拉第于一百五十年
前在流体系统中观察到，现在在许多实验系统中都有发现，例如振荡沙盘系统，
反应扩散系统等.

本书是作者在北京大学物理学院几年讲授非线性科学及斑图动力学中逐
步形成的.在教学过程中，作者主要参考了书末所列参考文献［1，2，3，4］所列的
几本专著.参考文献［1］对非线性科学作了系统的介绍，本书前半部分的主要结
构参考于此书；参考文献［2］着重讨论非线性科学在各个学科中的应用，本书中
例子的一部分来源于此专著；参考文献［3］对经典力学的分析简单明了，作者受
益匪浅；参考文献［4］专门讨论非线性科学中的斑图动力学问题，作者的斑图动
力学理论大部分是从此书学到的.另外有几本书对作者了解非线性科学也甚有
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帮助：如郝柏林先生主编的《非线性丛书》（上海科技教育出版社）是我国在非
线性科学研究中的第一部系列丛书；参考文献［5］详细讨论了非线性科学的数
学基础.

作者感谢刘寄星教授抽出时间认真阅读这个书稿，并从科学性方面、文章
结构方面和文字表述方面提出一些有益的修改建议.作者还要感谢北京大学
2003—2005年随作者学习斑图动力学课程的学生们.他们对本书的初稿进行了
认真的校对，对本书出现的所有数学公式一一进行了重新推导.没有他们的帮
助和鼓励，作者是不敢将这个书稿送出去的.

欧阳颀
2006年9月
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第一章 概  论

本章的主要目的是介绍非线性动力学的主要研究对象.首先讨论动力学方程
的一般数学形式与研究动力学方程的主要工具，在此基础上讨论线性方程与非线
性方程的根本区别，从而得到非线性系统的特殊性质.最后简单介绍一下非线性
科学研究在整个物理学中的位置，以及非线性动力学在当下前沿领域的应用.

§ 1. 1 动力学方程
非线性动力学是研究动力学的理论.动力学的数学表达主要分为两类：微

分方程与差分方程.微分方程描述系统状态随时间的连续变化；差分方程是将
时间变量离散化，研究系统状态此时刻与彼时刻之间的关系.在科学研究与工
程设计中，微分方程是应用最广泛的形式，本书将主要讨论微分方程中的非线
性问题.差分方程在研究混沌动力学中是一个极其有用的工具，由于本书重点
不是讨论混沌动力学问题，在这里不作详细介绍.微分方程根据变量对自变量
的微分形式又分两种类型：常微分方程与偏微分方程.例如，阻尼振荡方程

m d
2x
dt2
＋ b dxdt ＋ kx ＝ 0 （1. 1. 1）

是常微分方程，因为方程中只出现常微分项d2x ／ dt2与dx ／ dt.也就是说，方程中
变量只是一个自变量的函数.相反，在热传导方程

u
t
＝ D 

2u
x2

中，变量u是时间t与空间x的函数，因此它是偏微分方程.在第一部分介绍非
线性动力学基本理论的内容中，我们把注意力集中在常微分方程，偏微分方程
的问题在斑图动力学部分讨论.

对于任意一个常微分方程，我们总可以将其转化为一个普遍形式：



dx1
dt ＝ f1（x1，…，xn），…

dxn
dt ＝ fn（x1，…，xn）

 

 

 

 
 

 
 .

（1. 1. 2）

这里变量x1，…，xn可能是一个反应器中不同化学物质的浓度，生态系统中不同
物种的数量，或是太阳系中不同星球的位置与速度；而函数f1，…，fn由不同问题
的动力学性质决定.例如，对于阻尼振荡方程（1. 1. 1），可以经过这样的变量代
换写成（1. 1. 2）的形式：令x1 ＝ x；x2 ＝ dx ／ dt，这样就有：

dx1
dt ＝ x2，
dx2
dt ＝ －

b
m x2 －

k
m x1

{ .

此动力系统是一个线性系统，因为在方程右端所有变量xi的表现形式都是一次
的，因此函数fi在相空间中是一条直线.如果方程的右端存在高次项，则该方程
就是一个非线性方程.典型的非线性项是变量的乘积，高次幂或函数，如x1x2，
x33，或cosx2等，例如单摆运动由以下方程决定：

d2x
dt2
＋ gL sinx ＝ 0.

这里x是单摆偏离垂直线的角度；g是重力加速度；L是单摆的长度.此系统可
以通过变换成为如下非线性方程：

dx1
dt ＝ x2，
dx2
dt ＝ －

g
L sinx1

{ .
（1. 1. 3）

在以上方程中，方程的右端都不显含时间，这类方程叫自治系统（autonomous
system）.如果方程右端是显含时间的，则该系统被称为非自治系统（nonautonomous
system）.对于非自治系统，也可以通过变换将其动力学方程转化为（1. 1. 2）的
形式，例如受迫振荡系统

m d
2x
dt2
＋ b dxdt ＋ kx ＝ Fcost，

通过变换：x1 ＝ x，x2 ＝ dx ／ dt，x3 ＝ t，方程变为
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dx1
dt ＝ x2，
dx2
dt ＝

1
m（－ kx1 － bx2 ＋ Fcosx3），

dx3
dt ＝ 1

 

 

 

 
  

 
  .

这是一个三变量常微分方程组.一般来讲，任意一个n阶单变量常微分方程可
以化为一个n变量一阶常微分方程组；任意一个n阶m变量常微分方程组可以
化为一个最高不超过n ×m个变量的常微分方程组.对于非自治系统，变量的个
数要加1.这里要指出的是方程（1. 1. 2）是没有记忆的.对于有记忆的动力系
统，方程的基本形式是微分积分方程.对于这类系统的讨论会在以后遇到它时
另作介绍.

将一个常微分方程变为方程（1. 1. 2）的形式并不是因为该方程的解析形式
更容易得到，其实将一个常微分方程变为（1. 1. 2）的形式并没有改变解方程的
困难程度.用这种形式的优越性在于我们可以在相空间中定性地讨论问题.以
双变量常微分方程组为例，假设我们已经知道变量x1，x2随时间变化的解x1（t），
x2（t），如果我们以坐标（x1，x2）构造一个抽象空间，那么解（x1（t），x2（t））在一
个初始条件下的变化就对应于这个抽象空间的一条曲线（见图1. 1），这条曲线
被称为这个抽象空间的一条轨迹；而这个抽象空间被称为系统的相空间.由于
在相空间中的每一点都可以成为一个初始条件，相空间会被轨迹充满.在这个
框架下，非线性动力学研究的问题变成给定一个系统，找出系统在不同初始态
下的轨迹，从而提取出系统的动力学行为的信息.在许多情况下，用简单的几何
学的推理就可以得到轨迹的一般性质，而不需要对此动力学系统做精确解.这
就是将一个常微分方程化为（1. 1. 2）形式的最大好处，我们将在第三章对此进
行深入讨论.

图1. 1 系统在相空间的演化轨迹
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对于偏微分方程，例如上面提到的扩散方程，除了线性偏微分方程外，目前
还没有一个很好的定量理论.研究此类方程的一般计算方法是将空间分成许多
等间隔或不等间隔的小格子，用格子顶点的变量随时间的变化近似描写整个系
统的动力学行为.这样的近似可以将一个偏微分方程变换为一个常微分方程
组，以一维扩散方程为例，方程可以近似变换为

dui
dt ≈

D
（Δxi）2 （ui＋1 ＋ ui－1 － 2ui）.

其中Δxi ＝ xi ＋ 1 － xi 是格点的距离；ui 是变量在格点上的值.如果将空间分为
n －1个格子，则该方程可以近似看成一个n变量的常微分方程组.很显然只有
当Δxi→0，n→∞时，这个常微分方程组才能完全等效于原偏微分方程.从这个
意义上讲，偏微分方程是无穷多维的常微分方程系统.

§ 1. 2 非线性问题

经典动力学理论的基础起源于古希腊的一个很有吸引力的简单假设.它的
主要思想是，一个由外部条件限制的物理系统将会沿着一个唯一的轨迹演化；
当外部条件发生一些微小变化的时候，系统随时间变化的轨迹也会有一个相应
的微小的改变.这个思想隐含着两个基本观点：第一，对一个物理系统的实验是
可重复的；第二，自然现象是可以预见的.这个思想长期以来是科学家研究自然
所信奉的真理.定量的动力学系统研究起源于17世纪. 1666年牛顿发现万有引
力的平方反比定律.为了用万有引力定律定量解释天体运动轨迹，牛顿在后来
的18年中发现了三条动力学定律，即牛顿三定律，发明了微积分的数学研究方
法，并在1684年发表了他的著作《自然哲学的数学原理》.在这部著作中牛顿解
释了开普勒从实验数据观察得到的三个行星运动定律，由此开创了动力学的定
量理论.牛顿的工作加深了人们对古希腊思想的信任程度，使人们更加相信所
观察到的自然现象都可以用一个简单的自然定律，或简单的自然定律的集合加
以解释.而这些定律都有简单的比例关系，掌握了这些定律就可以预见未来.到
18世纪拉普拉斯把这个思想推到了顶峰.当拿破仑读了他的新书《天体力学》
后问他：“上帝的位置在哪里？”拉普拉斯斩钉截铁地回答说：“我不需要这个假
设！”其实拉普拉斯是太乐观了.比如，现代计算技术的发展可以使人们利用牛
顿定律预测1000年以后的天体运动轨迹，但目前最大的计算机还不能预测几
小时以后一个龙卷风的确切位置.困难的关键是描述龙卷风的数学方程是一个
有耗散的非线性不可积系统，会出现混沌.
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引发对这个古希腊思想重新思考的第一个人是法国数学家庞加莱.当时的
瑞典与挪威的国王奥斯卡二世悬赏证明在多个质点组成的引力系统中，每个质
点的运动轨迹都是和谐的、可预测的，并且是稳定的.对两质点的运动方程，即
二体问题，牛顿已经成功地解决了.利用牛顿的引力定律，中心立场作用下的二
体问题由如下动力学方程决定：

M
d2r1
dt2
＝ － F，

m
d2r2
dt2
＝ F{ .

（1. 2. 1a）

（1. 2. 1b）

初看起来求解此方程是相当困难的：由于两个质点在三维物理空间运动，而完
整地描述一个质点的运动需要3个位置变量和3个速度分量，所以该方程有12

图1. 2 二体中心力场问题

个变量.这时我们称系统有6个自由度，分别
描述两个质点不同的位置变量.借助于牛顿
的各种守恒定律可以将系统的自由度降下
来.首先，因为引力作用在两个质点的直线
上，一旦它们的运动被设定在某个平面上，
两个质点将永远在此平面上运动.因此对每
个质点来讲只需要两个变量和两个速度分
量，共8个变量.进一步，线性动量，即质量与
速度乘积的总和是守恒的，因此质心不随质
点位置发生改变，我们只需要刻画质点间的
相对位置，从而系统简化为两个位置变量和两个速度分量，即两个自由度.最
后，由于没有转矩的作用，系统的角动量也是守恒的，因而旋转运动与径向运动
是相互关联的.这使方程可以简化为仅有两个变量，这样的系统就成为只有一
个自由度的可积系统了.具体的运算过程如下（见图1. 2）：首先将方程（1. 2. 1）
两式相加

d2

dt2
（Mr1 ＋ mr2）＝ 0.

定义质心
rc ＝

Mr1 ＋ mr2
M ＋ m .

质心的运动方程为
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（M ＋ m）d
2rc
dt2
＝ 0.

解得v c ＝ const.由于两个质点与质心在同一条直线上，当质点m相对于质心运
动时质点M相对于质心作相反方向的运动.再将方程（1. 2. 1）作变换：M ×
（1. 2. 1b）－m ×（1. 2. 1a）得

mM d
2

dt2
（r1 － r2）＝ （m ＋ M）F.

令r ＝ r1 － r2并定义折合质量μ ＝Mm ／（M ＋m），方程（1. 2. 1）变成可积系统
d2rc
dt2
＝ 0，

μ d
2r
dt2
＝ F.

  对于三体以上的中心力场问题，一般情况下方程无法变为可积系统，情况
就变得异常复杂.这在国王奥斯卡二世的悬赏公告上可以看到：

“具有任意多个质点的系统，其中两点间的作用力满足牛顿定律，在任
意两个质点不发生碰撞的条件下，试给出每个点的坐标以时间的某个已知
函数作为变量的级数表示，并证明对于所有的取值，该级数是一致收敛的.

这一问题的解答无疑将扩充我们对太阳系的理解，它看起来可以利用目
前由我们支配的解析方法来解决；至少可以这样假设，由于狄力克来在去世
前不久写给他的一个熟人几何学家克罗内克的信中，称自己发现了一种可以
对力学中的微分方程进行积分的方法，他应用这种方法从绝对严格的意义上
成功地给出了太阳系稳定性的证明.遗憾的是，除了小振动理论可能作为这
项发现的出发点以外，我们对此方法一无所知.但是我们几乎可以确信这种
方法不是建立在冗长而复杂的计算基础上，它是从某种简单而基本的思想发
展而来的，通过持续不断的深入研究人们有希望重新发现它.

即使在这次竞赛结束时这个问题还没有被解决，奖金仍然将颁发给完
整地阐述和解决了力学中其他问题的研究者.”
庞加莱发明了一套全新的方法冲击三体问题.他的主要思路是从强调完全

定量的解析解退到定性的分析.基于几条看来简单的基本假设，庞加莱认为自
己证明了三体问题，发表了论文并得到了奖金.但他在检查他的证明结果时发
现其中一条基本假设不成立，并举出了反例.结果他用得到的一部分奖金收回
了所有已出版的论文并付之一炬.在此过程中庞加莱对动力学理论作出了两个
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重要贡献：第一，证明了三体系统中的质点轨迹可能是混沌的；第二，发展了一
套有效的方法来研究非线性动力学问题.

从上面的叙述可以看到，非线性不可积系统可能存在非常复杂的动力学行
为.在一般情况下怎样处理这类问题呢？回到前面提到的单摆问题.单摆方程
（1. 1. 3）中的非线性项使得得到方程的解析解变得非常困难.绕过这个困难的
一个通常有效的方法是小角度近似，当x《1时sinx≈x，这使得非线性方程可以
近似地用一个线性方程表示，而线性方程是很容易得到解析解的.但是将变量x
限制在远小于1的范围内使我们不能了解系统动力学的全貌，比如单摆围绕顶
点绕圈的现象.一般来说，严格满足线性关系的系统在自然界是不存在的，这种
关系只能在自变量的一定范围内成立.对于许多系统，人们可以对它的动力学
关系作线性近似而得到令人非常满意的结果.从而线性近似方法在工程计算中
得到了广泛应用.然而，对另外一些系统，线性近似往往无济于事，甚至导向一
些荒谬的推论.其中，流体力学系统是一个典型的例子.描述流体运动的纳维-
斯托克斯（Navier-Stokes）方程是一个非线性方程：

u
t
＋ （u·Δ）u ＝ － Δ

p ＋ ν

Δ2u.

其中u与p分别是t时刻流体在点r处的流动速度与内压力，ν是流体的黏度系
数.从原则上说，人们必须将此方程在一定初始条件与边界条件下完全求解，才
能了解流体系统在这些条件下的所有动力学性质.这在一般情况下是不可能
的.即使证明该方程解的唯一性也是本世纪七大数学难题之一.美国的Cray研
究所设立了一百万美元的奖金以求在本世纪找到对此问题的答案.如果我们忽
略难缠的非线性项（u·Δ）u，则解上述方程将变得十分容易，但它也会得出一
些明显违背实验的结果.例如，在一些很自然的边界条件与初始条件下，一条普
通的河流里流体流动的速度可能达到100 × 104 km ／ h；一部功率为75 kW的轿
车可能达到2000 km ／ h的时速等.出现错误的原因是当流体做高速运动时，其
运动方程的非线性项远大于线性项，在这种情况下忽略非线性项显然是不合理
的.对于所有非线性科学所关心的问题，其动力系统的非线性项都是起主导作
用的.如果这些动力系统的非线性都可以被忽略，非线性动力学就没有存在的
必要.

线性系统与非线性系统最主要的区别在于问题的解是否可以叠加.对于一
个线性系统两个不同原因产生的结果可以简单叠加，因而一个线性系统可以被
分解成许多部分，将各个部分分别解决后重新组合起来，就得到了原问题的解.
在此前提下人们发展了许多有用的计算方法使解决线性问题程式化.最有效、
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最常见的方法包括拉普拉斯变换与傅里叶变换.而对于一个非线性系统，在一般
情况下不允许将问题分成许多部分去研究，然后再简单叠加起来得到原问题的
解.不同原因叠加后会产生新的结果，出现新的性质.例如相变（phase transition），
多重性（multiplicity），斑图形成（pattern formation），确定性混沌（deterministic
chaos）等.

对于单摆方程（1. 1. 3），我们可以用椭圆函数方法幸运地找到它的解析解
的一般形式.但对于绝大多数非线性方程问题，我们就不那么幸运了.非线性动
力学的研究目的就是在不知道方程解析解的情况下，通过对系统进行各种非线
性分析，得到关于系统动力学行为的有用信息.值得指出的是，非线性科学发展
到今天也只是在初级阶段；人们已经发展出了一套有效的规范化程序对一般非
线性系统的局部行为进行分析.从这个角度讲，非线性系统的局部分析已经到
达了“公式”化，“工程”化的阶段.但是在大多数情况下，刻画非线性系统的全
局性动力学行为还没有规范化的工具.研究非线性系统的全局性动力学行为还
在探索阶段.有限的几个情形属于稀如凤毛麟角的“手工艺品”.从这个角度讲，
这方面的研究带有创新性、艺术性.本书的重点是介绍研究非线性动力学的规
范化工具，对于创新性的课题，在合适的情况做一定讨论，但不可能全面介绍.

§ 1. 3 物理世界的动力学问题

在初步介绍了相空间与非线性系统的概念后，我们可以将研究物理世界会
碰到的问题进行一个大致的分类.图1. 3给出了这种分类的一个大致框架，它
同时标出本书的研究对象在物理学研究的位置.此框架有两个轴：横轴是描述
一个系统的动力学特征所需要的变量数，在相空间表达中它是相空间的维数；
纵轴告诉我们所研究的对象是线性的还是非线性的.每一个物理学的典型问题
都在这个两维的框架中找到一个位置.例如，无限制人口增长问题可以用一个
单变量线性方程描述：dx ／ dt ＝ rx，这里x是人口数量；r是增长率.这个系统在
框架中的“坐标”是“（n ＝1，线性）”.对于单摆问题方程（1. 1. 3），它的“坐标”是
“（n ＝2，非线性）”.我们可以将所有研究的物理问题，以适当的判断放入这个框
架中.图1. 3就是一种分配结果.当然，有些物理问题的位置是否合适，存在争议，
人们可以认为一些物理问题放错了位置，或应该加入新的坐标去反映物理研究的
实际情况.图1. 3的做法只是将系统的动力学行为作为研究对象而画出的.

框架图1. 3有明显的规律.首先，所有的简单问题都在框架的左上方.这些
是我们在头两年大学课程中所接触到的问题.笼统地说，当n ＝ 1时，这些线性
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问题描写生长、衰退与平衡；在n ＝ 2时描写振荡行为.图中用黑体字标出的物
理问题代表一大类现象，例如RC电路问题代表一类n ＝ 1的线性系统，它不会
出现振荡现象；RLC电路代表一类n ＝ 2的线性问题，它会出现振荡.另一类大
学中已经比较熟悉的问题出现在框架的右上方.这是经典应用数学与经典数学
物理方法所处理的问题，线性偏微分方程.在这里我们可以找到麦克斯韦方程
组，热传导方程，以及描述量子力学的薛定谔波动方程.我们曾说明过，这类偏
微分方程可以看成是无穷维的常微分方程组.
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  与上两类物理问题形成对照的是框架的右下方，即非线性的部分.这里列
出的问题经常被物理教科书所“忽略”，原因不是这些问题不重要，而是在研究
这些问题时，需要找到看问题的新角度，发展新的物理思维方法，开发新的研究
工具.而这些方法与工具是近几十年来才完善起来的.本书的目的就是对近几
十年在这方面的发展做一个简单、系统的介绍.我们将从框架的左下角开始，并
系统地向框架的右下角移动.当我们从一维相空间到三维相空间移动时，在每
一步都会遇到新的现象：当n ＝1时有多重定态问题与分岔现象；当n ＝ 2时出
现非线性振荡与极限环；当n ＝ 3时出现混沌与分形.在这些分析中，几何分析
将被证明有特殊的功能.它会在得不到方程精确解的情况下给出非线性系统的
大部分动力学信息，特别是渐近态行为的信息.

框架图中的虚线标出了非线性科学的前沿领域.虚线内的大部分问题人们
并没有完全研究清楚，它们构成了非线性科学研究的核心.这些问题通常非常
困难，因为它们既是高维的又是非线性的.在本书的后半部分将着重分析这类
问题的一个特例：反应扩散方程.将这个问题彻底研究明白，对非线性科学家来
说在今后很长一段时间内是一个挑战.
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第二章 自然界中的非线性行为

非线性科学是传统科学分类的一个剖面.本章的目的是表明非线性现象是
如何在众多的自然现象中产生出来的.这里不可能穷举所有非线性系统的典型
例子.只是从经典力学、流体力学、化学与生物学中抽出一些系统进行分析.在
介绍非线性动力学的早期阶段，我们只是从常识出发，定性地对所研究的系统
进行分析.在以后的各章中再引入各种定量分析的方法.希望这种循序渐进的
方式能使读者深入了解非线性动力系统的实质.在分析中会逐步介绍一些非线
性科学常用的术语，如稳定、失稳、临界现象、分岔、相变、对称、对称性破缺、斑
图形成、斑图选择等.这些术语的定量意义将在以后各章中逐渐出现.

§ 2. 1 经典力学中的非线性行为

非线性行为在经典力学中随处可见.本节利用一个简单的力学系统———旋
转铁环———来显示非线性现象的普遍存在性.对这个系统的讨论可以追溯到四
十多年前［6，7］.如图2. 1所示，考虑一个在重力场下的半径为r的刚性圆环.一

图2. 1 在铁环中的小球运动受力图

个质量为m的圆球在初始时被置于偏离垂直线θ角的环上，并允许其在环上作
无摩擦的自由运动.当整个圆环处于静止状态时，如果小球初始位置θ0≠0，小
球将在环上以A位置为中点做周期性运动；当θ0 ＝ 0时，小球会在A位置永远静



止地停留下去.在这个简单的装置中，A位置被称为平衡位置.现在令圆环在外
力作用下以过O点的垂线为轴匀速转动，其角速度为ω.实验证明，当ω很小时
小球仍然会以原来的平衡点A为中心作振荡运动或静止于A.但是当ω超过一
个临界值（critical threshold）时，原来的情形会被彻底改变.小球会以新的平衡点
为中心做振荡，或静止于新的平衡点上，此平衡点与垂线方向有一个非零的夹
角θ.实际上在这种情况下，系统存在两个平衡点：θ与－ θ，对称地位于原平衡
点A的两端.系统对这两个平衡点没有特别的偏好：在一次实验中小球可以处
于两个平衡点中的任意一个，在另一次实验中它可能会跑到另一个平衡点.但
在一次实验中小球只能选择一个平衡位置.对于观测者来说，这是一个在对称物
理环境下小球做出的一个非对称选择.此现象被称为对称破缺（symmetry break-
ing）.对于这个特定系统来说，系统的关于垂直线的镜像对称发生了破缺.系统
的这种突变性质可以非常简单明了地用一个分岔图（bifurcation diagram）表示.
图2. 2表示该系统的动力学分岔图.系统状态的特征可以用平衡位置θ表示，
它的值在图的纵坐标上标出.图的横坐标是系统的控制参量ω.平衡状态随系
统的控制参量ω的变化构成分岔图.从图中看出，当控制参量ω小于ωc时，系
统只存在一个平衡位置（图中的（a）分支）；当控制参量ω大于ωc时，该平衡态
将变得不稳定因而不能保持，在图中用虚线标出（（a′）分支）.与此同时，两个新
的平衡态产生，图中（b1），（b2）分支表示这两个新平衡态.当ω ＝ ωc 时，（b1），
（b2），（a），（a′）分支会合；当ω ＞ ωc时，（b1），（b2）与（a），（a′）分离.这种分岔
被命名为叉形分岔，它是非线性动力学中最基本的分岔形式之一.

图2. 2 叉形分岔图

小结一下对上面这个简单力学系统的定性分析给我们的启示.当系统的
控制参量越过一个临界值时，这个非线性系统对变化的响应出现完全不同于
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前面一章提到的变化-响应成比例关系的简单图像.其中最大的差别在于这个
非线性系统对变化的响应出现了多重态.当控制参量ω逐渐变大时，系统会
自发地从围绕一个单一平衡点做单摆运动跃变到以新的平衡点做单摆运动.
而这个新平衡点可能是许多新平衡点中的任意一个.对于同样的物理系统由
于它的历史不同，在同样控制条件下会表现出不同的行为.

通过简单的力学定性分析可以很快明白上述系统的动力学行为.小球的运
动受两个因素支配：重力（mg）趋向使小球向下运动至平衡位置A.而离心力
mω2 rsinθ趋向使小球保持在离开平衡点A的位置.可以想象，离开平衡点A的
趋势会随着控制参量ω的增加而变强.我们在下一章的定量分析中，会对此系
统做深入的研究.值得强调的是，以上分析得出的动力学特征并不只是局限于
这个简单的力学系统，它是诸多非线性系统的原型之一，表现了一类非线性系
统的共同特征.如果再在这个系统中加上另一些控制参量，例如令圆圈的半径
随时间周期变化：r ＝ r0 ＋ r1 sinΩt，在某些条件下该系统会表现出非周期振荡现
象，并出现混沌运动.由于描述该系统的动力学方程是确定性的（见下章），此行
为被称为确定性混沌.同样的动力学行为会出现在耦合的单摆运动以及天体力
学中的三体问题上.在电路上也会出现类似现象.对于电路系统实际上可以从
它们的动力学模型中看出，因为支配两个系统的物理定律可以相互映射：质量
向电感映射，位移向电荷映射，恢复力映射为电容的倒数，阻力映射为电阻，一
个刻画机械系统的数学方程就变成了一个刻画电路系统的数学方程了.

§ 2. 2 热对流

热对流是起因于温度不均匀性的流体宏观运动.在自然界存在着许多热对
流现象.比如，在很大程度上决定短期气象的大气环流与海洋回流；决定地球板
块运动的地幔对流等.在本书中我们只关心实验室尺度的对流现象，下面要介
绍的可控性实验是法国科学家贝纳尔（Bénard）第一个发明的.尽管实验装置很
简单，它产生的动力学行为却非常丰富，成为非线性科学分析中经常引用的例
子.图2. 3是实验的示意图.观测对象是位于两块导热平行板间的流体，流体受
重力作用.两块平板通过外部条件控制保持不同的温度T0，T1，通过对底板加热
使T0≥T1 .当ΔT ＝ T0 － T1 ＝ 0时，流体经过一个或长或短的暂态过程最终会达
到热力学平衡态.在这种状态下流体在宏观上是等温、等密度的，我们观察不到
任何流体的宏观运动.现在用温差ΔT作为控制参量研究这个物理系统，ΔT的
作用就像§ 2. 1中角速度ω起的作用一样.当温差不为零时，系统在外力下偏
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离热力学平衡态，开始有热传导过程.这时流体的温度不再是均匀的，它在沿垂
直方向有一个线性分布.但是当温差很小时，流体还是没有宏观运动，它在水平
方向的分布还是等温、等密度的，也就是说系统还保持由外界条件（平板）规定
的对称性.

图2. 3 贝纳尔实验系统示意图

图2. 4 贝纳尔对流胞

当温差ΔT超过一个临界值ΔTc时，情况就完全不一样了：平板中的流体
开始了宏观运动，并自组织出一个个非常有序的对流单元，如图2. 4所示.这些
对流胞被称为贝纳尔胞.在一个对流胞中，流体有序地在胞的一侧从底向上流
动，到达顶部时再从另一侧由上向下运动.如果这个胞内的流动方向是顺时针
方向的话，它邻近胞内的流体一定沿逆时针方向流动，见图2. 4.每一个胞的特
征尺度由板间的距离决定，它大致等于板间距.注意到尽管流体在运动，但对于
系统中每一点来说，流体的流速、温度与密度不随时间变化而变化.因此，该状
态被称为非平衡热力学定态.由于两个相邻的对流胞中流体的流动方向是相反
的，在一个很小的体积内流体可以向下运动，也可以向上运动.给定体积内的流
体向何方向流动，在临界点上是随机的，没有一个控制参量可以指导给定小体
积的流动方向.很显然系统出现了双重态.在一个特定实验中，这个小体积会在
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两个方向中随机挑选一个流动方向，正像上节讨论圆环系统的情形一样.我们
又遇到了对称性破缺现象.这次的对称性破缺是破坏了与转动相连的系统手征
对称.从整体角度讲，系统还出现了平移对称性破缺.因为在临界温度到达以
前，观测者可以在水平方向对系统做任意尺度的移动.假设系统在水平方向可
以无限延展，观测者观察到的系统状态不会因这样的平行移动而改变，也就是
说，在控制参量到达临界点以前系统具有平移对称.在控制参量到达临界点以
后，对流胞的出现破坏了这种对称；观测者为了保持同一个系统状态不能对系
统进行任意尺度的平移，而只能做两倍于对流胞尺度的平移.显然这种对称比
前一种为低.这种平移对称性破缺可以类比于经典热力学中的液-固相变.在液
态，物质保持各向同性与旋转对称；在固态这种对称被打破，物质变成了对称性
较低的晶体状态.液-固相变与贝纳尔胞出现之间的不同是，前者的对称性破缺
是在微观尺度上的，特征尺度是一个分子的距离，它的出现可以用热力学中的
自由焓解释；后者是在宏观尺度上的，特征尺度是毫米以上的距离，它的出现必
须用非线性动力学的非平衡相变解释.在某种意义上贝纳尔对流胞也可以看成
是一种全新的宏观“耗散”晶体结构，我们也可以根据它们的空间对称性来分
类.比利时学派的科学家的确如此做了，并且的确得到了一些有趣的结果［8］.

对贝纳尔对流现象可以做一个定性的解释，图2. 5是解释的示意图.在贝
纳尔实验系统中的流体受两种力支配：重力与浮力.由于热膨胀的原因，在一个

图2. 5 贝纳尔对流失稳的定性解释

有温差的系统中流体在不同位置上的密度是不一样的：靠近底部的流体由于温
度较高其密度较低，靠近顶部的流体由于温度较低而密度较高.这使得系统产
生一个密度梯度来抵消温度梯度的影响，但这种结构是不稳定的.考虑在系统
底部的一个小体积内流体的行为.想象由于一个很小的扰动使得这个小体积稍
微向上挪动了一下，在实际情况中这种小的扰动是不可避免的.如果热传导速
度不够快的话，这个小体积内的流体温度就会比它临近的流体温度高.在一个
相对冷因而密度相对高的环境里，这个小体积内的流体会在浮力的作用下向上
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运动，这种运动使小体积的流体到了一个更冷、密度更大的环境里，因而更使它
向上运动，见图2. 5.再来考虑这个小体积在受到一个向下扰动的行为.这种向
下扰动会使小体积内的流体进入一个较热、密度较低的环境，在重力作用下它
会向下运动，并一直向下走下去，见图2. 5.因而原则上讲在有温度梯度的情况
下流体不可避免地会出现宏观对流现象.之所以流体没有在很小的温度梯度下
马上表现出宏观运动，是由于这种失稳因素被一些稳定因素所平衡.这些稳定
因素包括使流体间运动产生摩擦阻力的流体黏度，使小体积与其环境之间温差
消失的热传导等.这些因素随温度变化不大，因而只能在一定程度上克服温差
引起的失稳.当温差大到一定程度时，稳定因素就不能平衡失稳因素，系统开始
进入热对流状态.这样就解释了试验观察到的临界值ΔTc .

与§ 2. 1相似，我们可以将以上分析所得的信息总结在一张分岔图中.
图2. 6就是这样一张分岔图.表示系统状态的参量是一个小体积内流体的垂直
流动速度分量w.而控制参量是温差ΔT. ΔT在超过临界值ΔTc之前，整个流体
不存在宏观运动，因而w ＝0；当ΔT超过ΔTc时静止分支失去稳定性，系统的流
体开始作宏观运动.对一小体积内的流体而言我们可能观察到流体向下（w ＜0）
或向上（w ＞ 0）运动，这种流动状态的两个分支在ΔT ＝ ΔTc时与静止态的分支
汇合，在ΔT ＞ ΔTc时向两端分岔.我们看到尽管上节研究的系统与本节研究的
系统是完全不同的，但它们在临界点附近的行为却有很大的相似性：在两个例
子中伴随非线性行为而产生的多重态，都会随控制参量超过临界值而出现.新
出现的状态与原来的状态有质的区别，它们具有较低的对称性，因而这些突变
过程都伴随着对称性的破缺.我们将在以后看到这类分岔现象在许多不同的动
力学系统中都存在，它们在临界点附近的分岔行为都是类似的.

图2. 6 贝纳尔系统分岔图
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贝纳尔对流系统在非线性科学占有重要位置的另一个原因是除了以上讨
论的一级分岔，当系统的ΔT继续升高时系统会经历一系列的分岔现象，这些高
级分岔现象的发现与对它们的深入研究，在很大程度上帮助人们揭开了非线性
系统动力学的全貌.例如第一个倍周期分岔导致确定性混沌出现的实验观测就
是在贝纳尔对流系统中发现的［9］.当系统包含许多贝纳尔对流胞时，随着ΔT的
上升系统会出现时空混沌现象，这种动力学行为到现在还是非线性动力学研究
的一个前沿方向.

§ 2. 3 化学系统中的非线性现象

一般的宏观化学反应动力学系统都是非线性的，单分子反应是一个特例.
根据化学反应动力学的质量作用定律，基元化学反应的速率与反应物浓度的乘
积成正比，例如一个双分子反应

→——A ＋ B C ＋ D，
它的反应速率可以表示成：

d［A］
dt ＝ － k［A］［B］.

这里［A］，［B］是反应物A，B的浓度.根据热力学第二定律，一个封闭系统的熵
增加量总是大于零的，因而在一个封闭系统中系统的渐近行为不会出现上两节
所描述的宏观分岔现象.也就是说，从简单到复杂的“进化”现象不可能在热力
学平衡态附近出现.如果我们要从热力学角度出发研究复杂系统的形成，需要
研究非平衡态热力学.下面简单介绍非平衡热力学的研究思路.

非平衡热力学的研究对象是一个开放系统，其熵增加量可以写成两部分：
dS ＝ deS ＋ diS.

等式右端的第一项为系统外界对系统熵的贡献，第二项为系统内部的熵产生.
根据热力学第二定律有diS≥0，而deS不受限制.非平衡热力学要建立有熵流
的热力学理论.这种研究首先要建立局部平衡假设，其大意是，一个整体的非平
衡系统可以近似地在空间中被分割为许多局部平衡系统的集合，每一个局部平
衡系统在微观上可以看成无穷大，因而所有热力学函数都可以作为一个确定性
的状态量加以研究；在宏观上该局部系统又可以认为是无穷小，因而整个系统
的行为可以用微分方程描述.在这个假设下任何一个广延量E的变化都可以分
成系统外界与系统内部，写成

dE ＝ dE int ＋ dEext .
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系统广延量E随时间的变化为
E
t
＝ ∫vδEdv － ∫ΣJEdΣ.

这里δE为系统中E的源，v为速度；JE为E从边界流入系统的流；Σ为系统的
边界.写成微分形式：


 (t E )v ＝ δE －

Δ·JE .
在有速度场的情况下，广延量随时间的全微分为：

dE
dt ＝

E
t
＋ E
x
x
t
＋ E
y
y
t
＋ E
z
z
t
＝ E
t
＋ v·Δ

E.

在这个一般表示式的基础上加上一些守恒定律及热力学第二定律的限制，即质
量守恒（δm ＝0），能量守恒（δE ＝0），熵增加原理（δS≥0）等，就可以推导出在任
何情况下系统熵产生的一般形式：

σS ＝ ∑Jk·Xk .
其中Jk为广义流，Xk为广义力.例如对于热传导过程，广义流为JQ，广义力为Δ（1 ／ T）；对于对流，广义流为Ji，广义力为fi ／ T － Δ（μi ／ T）；对于化学反应，广
义流为δmi，广义力为（μi ＋ Epi）／ T等.这里T是体系温度；fi是物质i所受外力；
μi是i物质的化学势；Epi是i物质的机械势能等.在系统处于热力学平衡态时有
Xk ＝0，Jk ＝0.考虑系统离开热力学平衡不远的情况.这时有Xk《1，于是可以将
广义流看成广义力的函数并用泰勒级数展开：

Jk（Xk）＝ Jk（0）＋∑ (
l

Jk
X )

l
Xl ＋ O（X2l）.

去掉高阶项有
Jk ＝ ∑LklXl .

因而
σS ＝ X

TLX.
考虑细致平衡，L矩阵元服从昂萨格倒易关系lkl ＝ llk，所以L是正定的，σS ＞ 0.
在20世纪70年代，普里高津（Pringogine）等人发现了最小熵产生原理.在近平
衡态情况下，如果系统是等温的（ΔT ＝ 0），没有流场（ Δ·v ＝0），无外力（fi ＝
0），并且边界条件不随时间变化，则可以定义一个熵产生量：

P ＝ ∫ dSdtdv.
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可以证明一个非平衡系统有dP ／ dt≤0，在平衡位置有dP ／ dt ＝ 0.这个定理的推
论是，在近热力学平衡条件下，任何系统都不会自发产生宏观自组织现象，即宏
观对称性破缺不可能发生.在20世纪70年代，普里高津又提出了适用于远离
热力学平衡系统的超熵原理.超熵原理认为，任何系统都可以找到一个热力学
量，超熵δxP，来表征系统的稳定性.当超熵大于零时系统是渐近稳定的；当超熵
小于零时系统失稳，并经过一个对称性破缺的过程产生出新的宏观有序结构，
这个结构被称为“耗散结构”.从热力学角度研究耗散结构是统计物理与物理化
学的一个新的分支，对这部分研究感兴趣的读者可以阅读参考文章［10，11］.

对耗散结构理论的早期实验支持，是发现化学系统中的振荡现象并对该现
象的系统研究.第一个均相系统中的化学振荡现象是布雷（Bray）于1921年在
研究碘酸盐／碘分子（IO －3 ／ I2）系统催化双氧水（H2O2）分解时发现的［12］.虽然布
雷在实验中很小心地证明振荡现象产生于均匀相反应系统，但在近五十年的时
间里，这个反应中的周期振荡现象还是被人们认为是由于反应中产生的气态氧
气（O2）引起的.当时存在的普遍看法是，均匀态化学反应中的振荡现象违反了
热力学第二定律. 1951年，苏联生物学家别洛乌索夫（Belousov）在研究铈离子
（Ce4 ＋ ／ Ce3 ＋）催化下，溴酸盐（BrO －3 ）氧化柠檬酸的反应时又发现了化学振荡现
象.基于前述理由，别洛乌索夫的论文一再被苏联化学界否认.直到七年后的
1958年，依靠一位朋友的帮助，他才得以在一个医学会议的论文集中发表了自
己论文的摘要［13］. 1960年，另一个苏联生物学家扎布亭斯基（Zhabotinski）证实
了别洛乌索夫的发现.他用一系列严谨的实验结果，证明了化学振荡现象的客
观存在.这个反应就是在非线性动力学领域中著名的别洛乌索夫-扎布亭斯基
（Belousov-Zhabotinski，简称BZ）反应. 1968年维夫瑞（Winfree）从捷克布拉格会
议上得知BZ反应中的化学振荡与化学波现象.当他将BZ反应中的这些“反
常”现象介绍到西方后，立刻引起了西方化学界及物理学界的注意.到了20世
纪70年代，以普里高津为首的比利时布鲁塞尔物理化学组，用上面提到的非平
衡热力学的观点，从理论上论证了化学振荡与化学波现象存在的可能性.他们
指出，这类现象是系统在远离平衡态条件下产生的一种稳定的时空结构，并将
其命名为耗散结构［11］.

在研究化学振荡的早期所有的实验都是在封闭系统中进行的.在一个封闭
系统中化学反应中的周期振荡现象是暂时的，该系统同样受热力学第二定律所
支配.如果处在一个开放系统中，周期振荡会一直进行下去. 1978年法国波尔多
研究小组第一次用全混釜开放反应器（continuously-fed stirred tank reactor，
CSTR）研究BZ反应.图2. 7是该反应器的示意图.该装置有两类控制参量：从
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图2. 7 全混釜反应器（CSTR）示意图

外部打入反应器的化学物质的浓度Ci，与打入反应器的化学物质的流量Ji . Ji
除以反应器的体积是反应物在反应器中停留时间Ti的倒数，它可以很方便地成
为系统的控制参量.当Ji接近于零时Ti接近无穷大，系统接近于热力学平衡状
态，因而不能产生任何宏观自组织现象；当Ji 很大时Ti 接近于零，所有反应都
没有时间能在反应器中完成，因而系统也没有自组织现象产生；在这两个极端
之间系统会表现出一系列有趣的周期或非周期的振荡现象.在实验中发现当Ti
降低到一个临界值Tc时BZ反应的定态开始失稳，系统显示周期振荡行为，振
荡的频率与振幅由系统的控制参量唯一地决定.图2. 8给出了系统随控制参量
变化的一些典型振荡行为.

周期振荡现象的出现破坏了系统的时间平移不变性.因为对于一个定态来
说，观测者在任意时刻观察系统所得到的结果都是一样的；而对于一个时间周
期振荡系统，只有间隔时间为周期的整数倍，观测者才可以得到同样的观察结
果.我们同样可以用系统的振荡振幅随控制参量的变化，做出系统动力学行为
的分岔图.在分岔图中振荡分支在Ti ＝ Tc时从定态分布分岔出去.继续变化控
制参量系统会呈现新的状态，一直到出现确定性混沌.随着耗散结构理论被普
遍接受和全混釜反应器在实验中的应用，人们开始系统地研究化学振荡现象.
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图2. 8 BZ反应系统中发现的一些典型振荡行为

到目前为止，人们已经发现了二百多种不同的化学振荡系统.
从热力学角度研究耗散结构还有很长的路要走，但从动力学角度研究化学

系统的自组织行为，却在近几十年来取得了突破性的成果.原因是对BZ反应动
力学的研究.对BZ振荡系统的定量分析是菲尔德等人在1972年完成的［14］.虽
然人们对反应机理的细节研究在近三十年来有了很大的进展，但它的基本框架
并没有改变.该反应机制主要是由两部分（A，B）组成，A与B过程交替控制BZ
反应.而第三个过程C控制A与B的交换.

当作为反应物的溴离子（Br －）浓度很高时如下反应是BZ反应的主线
（A过程）：

Br－ ＋ BrO－3 ＋ 2H →——＋ HOBr ＋ HBrO2， （A. 1）
Br－ ＋ HOBr ＋ H →——＋ Br2 ＋ H2O， （A. 2）
Br－ ＋ HBrO2 ＋ H →——＋ 2HOBr. （A. 3）

当溴离子浓度显著下降时，由于BrO2 的产生使金属离子的自催化氧化成了反
应的主线（B过程）：

2HBrO →——2 HOBr ＋ BrO－3 ＋ H
＋， （B. 1）

HBrO2 ＋ BrO
－
3 ＋ H →——＋ 2BrO2 ＋ H2O， （B. 2）

BrO2 ＋ Ce
3＋ ＋ H →——＋ Ce4＋ ＋ HBrO2 . （B. 3）

最后，丙二酸将氧化态金属离子重新变为还原态，同时放出溴离子，从而形成一
个反应循环（C过程）：

10Ce4＋ ＋ CH2（COOH）2 ＋ BrCH（COOH）2 ＋ 4H2O ＋ 2Br2
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→—— 10Ce3＋ ＋ 5Br－ ＋ 6CO2 ＋ 15H
＋ . （C）

整个反应可以用图2. 9示意.注意到C过程本身不会使B过程跃变到A过程，
必不可少的另外一个因素是B过程的自催化性质.这个反应的定量分析会在后
面的章节中介绍.

图2. 9 BZ反应系统网络图

§ 2. 4 生物系统中的非线性现象

生物系统表现出的形态多样性与系统稳定性很早就引起了物理学家的关
注.在科学史上用各种理论解释生命现象的尝试从来就没有停止过.用现代物
理学观点揭示生命现象的早期尝试之一是薛定谔的著作《什么是生命》，虽然用
现在的观点看薛定谔对生命现象的解释不很准确，甚至有些错误的观点，但他
的书的确吸引了一批物理学家的目光，引导他们用定量的手段研究生命现象，
并试图找出它们中间的普遍规律.近年来用定量手段对生命现象进行系统研究
正在理论生物、生物物理、生物数学领域迅速发展，两个主要原因促成了这种发
展趋势：第一，生物实验技术的革命性进步使得生物实验数据得以迅速积累，实
验精度迅速提高，从而生物实验的观测正在加速从定性观测到定量观测，同时
人们可以很快地组织实验对一些基本假设进行证实或证伪；第二，从基因及蛋
白质水平研究生命现象积累了大量观测事实，使人们能够从系统生物学的角度
出发，研究基因调控网络与蛋白质作用网络的一些基本性质.这里举出北京大
学理论生物学中心的一个研究结果［15］———酵母蛋白质网络的动力学性质的研
究，说明生物系统中的非线性现象.

芽殖酵母（budding yeast，Saccharomyces cerevisiae）是生物学研究广泛应用
的单细胞真核模式生物，酵母在细胞周期调控的研究中有着极其重要的作用.
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1966年作为第一个真核生物，芽殖酵母的全基因组测序工作完成并公布.近年
来，芽殖酵母的蛋白质相互作用的数据迅速增加积累，这些蛋白质-蛋白质相互
作用网络的数据和相关的生物学研究进展，为进一步全面系统地研究蛋白质网
络的性质提供了可能.一些物理学家对芽殖酵母蛋白质网络的拓扑性质进行了
研究，得出了网络连线数随网络节点成幂率分布的结论［16］，另一些研究人员对
基因调控网络中的基本调控单元进行了研究，试图找到生物系统中蛋白质网络
的基本构成单元［17］.相对于较为稳定的基因组，蛋白质网络对不同的环境信
号、不同蛋白质状态的不断变化作出反应，即通过动力学过程完成生物学功能.
所以，蛋白质网络动力学的研究成为生物学家和生物物理学家共同关心的重要
问题.

芽殖酵母具有简单的生命周期，能够以单倍体和双倍体形式存在.在营养
丰富的条件下，单倍体和双倍体的芽殖酵母细胞都能够以正常的细胞分裂周期
进行繁殖. CDK（cyclin-dependent kinase）蛋白激酶的基因表达和活性调控了整个
细胞周期过程.在营养缺乏条件下，触发孢子形成信号（sporulation signal），双倍体
细胞能够通过减数分裂产生孢子，形成单倍体细胞来适应恶劣的外界条件，减
数分裂主要是由Ime1蛋白的表达和活化来调控的.当营养丰富时，受到信息素
（pheromone）刺激，两个单倍体细胞将融合成为一个新的双倍体细胞.

生物学中研究得最为清楚的是细胞周期（cell-cycle）调控网络.该网络是我
们基于以前的动力学模型，并通过大量的文献调研和对蛋白质数据库（http：／ ／
mips. gsf. de ／）的分析建立起来的.简化的细胞周期网络如图2. 10所示.该网络

图2. 10 细胞周期调控网络

中的蛋白质可分为以下3大类：第1类为Cyclin ／ Cdc28复合物，包括Cln3 ／
Cdc28复合物（图中简写为Cln3），Cln1 ／ Cdc28与Cln2 ／ Cdc28复合物（简写为
Cln1，2），Clb5 ／ Cdc28与Clb6 ／ Cdc28复合物（简写为Clb5，6），Clb1 ／ Cdc28与
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Clb2 ／ Cdc28复合物（简写为Clb1，2）；第2类为转录因子，包括MBF，SBF，
Mcm1 ／ SFF和Swi5；第3类为Cyclin ／ Cdc28复合物的抑制蛋白与降解蛋白，包括
Sic1，Cdh1，Cdc20 ／ APC.网络中浅色箭头表示正相互作用（激发或活化），深色
箭头表示负相互作用（抑制或去活化），环状箭头表示蛋白质的自降解作用.细
胞周期过程可以简述如下：在营养丰富的条件下，当双倍体或单倍体的酵母细
胞长得足够大时，Cln3 ／ Cdc28蛋白复合物将被活化，促使细胞进入“激发的”G1
态，这时细胞的Sic1浓度较高，Hct1处于活化状态.活化的Cln3 ／ Cdc28复合物
将活化转录因子MBF和SBF，活化的MBF和SBF与DNA结合后，转录相应的
mRNA，然后翻译形成Cln1，Cln2，Clb5，Clb6蛋白，上述蛋白抑制了Sic1和Hct1
的作用，并控制着G1 后期基因的表达.在S期（S phase），细胞复制自己的
DNA.通过G2期，Clb1和Clb2活化，细胞进入有丝分裂期（M phase）.有丝分裂
使得复制的DNA等量地分配到细胞相对的两极，然后一个细胞分裂产生两个
子细胞，在该过程中Cdc20 ／ APC和Swi5被活化，导致Sic1浓度升高，Hct1活
化，并对Cyclin ／ Cdc28复合物产生抑制作用.最后，细胞又回到细胞周期的静息
G1态，即G1 基态，等待下一次分裂信号.总的来说，细胞周期过程起始于“激
发”G1态———该状态Cln3 ／ Cdc28复合物处于活化状态，通过一系列细胞周期过
程，最后回到Cln3 ／ Cdc28复合物未活化的G1 基态.以上的定性描述是分子生
物学家经过几十年努力得出的综合结果.物理学家面临的问题是，怎样用动力
学的观点研究这个网络系统的基本动力学性质.

为了研究蛋白质网络的动力学性质，选择以下简单的离散动力学模型：
每类蛋白质只有两种状态，0与1，分别表示该蛋白质处于活化与未活化状
态.下一个时刻蛋白质的状态是由当前时刻的蛋白质状态按照以下规则决
定的：

   Si（t ＋ 1）＝
  1 ，∑

j
aijSj（t）＞ 0，

  0 ，∑
j
aijSj（t）＜ 0，

Si（t），∑
j
aijSj（t）＝ 0

 

 

 

  

  
.

（2. 4. 1）

其中aij是第j类蛋白质对第i类蛋白质的作用系数.模型中的时间步长是逻辑
步长，而非实际意义上的时间.我们选择aij取值为1与－ 1，分别表示正相互作
用（浅色箭头）和负相互作用（深色箭头）.自降解作用（环状箭头）具有时间延
迟的性质：一个具有自降解作用的蛋白质，若在t时刻被活化（Si（t）＝ 1），而且
在t ＋1到t ＝ t ＋ td时间内一直没有其他的正负输入，那么它将在t ＝ t ＋ td时刻降
解（Si（t ＋ td）＝0）.在模型中选择td ＝ 1.采用简单的离散动力学模型的优势在
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于能够分析网络动力学状态全空间的性质，从而得到网络的全局动力学性质.
现在利用以上的离散动力学模型研究细胞周期调控网络随“时间”的变化.

首先把激发G1态作为初始态（Cln3，Sic1和Cdh1的状态为1，其余蛋白质的状
态为0），计算的结果表明系统经过十三个逻辑步长逐步演化到G1 基态（Sic1
和Cdh1的状态为1，其余蛋白质的状态为0），见图2. 11.蛋白质状态的时间演
化过程与生物学实验观察相符合，这说明图2. 10描述的控制细胞周期的蛋白
质作用网络与式（2. 4. 1）基本抓住了系统动力学的关键.网络动力学研究的第
一个任务是了解它的动力学吸引子.遍历所有可能的2048个初始态（11结点网
络，不包括细胞大小的信号），该蛋白质网络最后演化到7个稳定的状态，其中
1764个初始态（约86％）演化到静息的G1态，即细胞周期的生物学稳定态.这
说明细胞周期的静息G1态是一个全局吸引子，而且是唯一的全局吸引子.为了
验证是否所有网络都具有类似的性质，我们在相同演化规则下，研究了具有相
同结点数目和相同连接数目的随机网络的吸引域分布.随机网络的动力学性质
的研究表明，随机网络平均来说具有更多的吸引子，而且出现类似细胞周期网
络全局吸引子的概率极小.因而细胞周期网络的特殊结构使得其生物系统能够
具有很好的全局动力学稳定性.
蛋白质
演化步数Cln3 MBF SBF Cln2 Cdh1 Swi5

Cdc20 ＆
Cdcl4

Clb5 Sicl Clb2
Mcml ／
SFF

相
1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 初始态
2 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
3 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
4 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

G1

5 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 S
6 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 G2
7 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1
8 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1
9 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1
10 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1
11 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0

M

12 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 G1
13 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 G1基态

图2. 11 细胞周期的演化表

那么，11个结点的细胞周期网络中的所有初始状态是怎样一步一步地演化
到最后的吸引点呢？图2. 12中给出了所有的2048个初始状态的演化路径，图
中最粗的路径为生物学路径———细胞周期路径，最大的节点为G1基态，图中每
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个点的大小和每条线的宽度正比于ln（2 ＋ m），m为蛋白质初态经过该点（边）
的数目.我们发现细胞周期路径是最可几路径：大部分的网络初始状态首先被
吸引到细胞周期路径上来，然后沿着细胞周期路径逐步到达稳定态———G1 基
态.这意味着不仅G1基态是一个全局性的稳定点，而且从G1激发态到G1基态
的细胞周期路径同样是一个全局性的稳定的动力学路径.蛋白质网络通过长
期的进化，其动力学性质具有双重稳定性.更加深入地研究发现在裂殖酵母
（fission yeast）和蛙卵细胞（frog egg）的细胞周期网络中也有类似的动力学
性质.

图2. 12 细胞周期状态在相空间的演化路径

全局稳定性与路径稳定性都是典型的非线性现象，本书在以后各章中对这
些性质都有一定的讨论.但是坦白地说，非线性动力学现有的分析工具在大部
分情况下只能分析系统的局部行为，对系统全局的动力学行为的研究还刚刚
开始.
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第三章 动力系统的定量形式

定量研究一个动力系统的第一步是根据已知的物理学、化学或生物学定律
建立一个数学模型.本章用几个在经典力学、化学中经常见到的例子讨论建立
数学模型的步骤.在讨论中将详细介绍对方程的无量纲化处理.将一个物理模
型无量纲化有两个显著的优点：第一，可以减少方程中独立控制参量的个数，使
所研究的系统在控制参量空间大为简化；第二，控制参量在无量纲化后一般表
现为两个控制参量的对比，这使人们对该控制参量的物理意义有更加清楚的认
识.本章的后两节将通过讨论生态与生物系统，介绍动力系统的一个特殊情况，
延迟模型.延迟模型在细胞尺度的生物系统中可能是普遍存在的，它是产生微
观自组织的原因.关于微观自组织的物理背景将在本章中最后一节讨论，并通
过讨论建立数学模型.

§ 3. 1 经典力学中的演化方程

经典力学一般将研究对象看成是一群具有质量mi的质点，它研究由于质
点间相互作用或在外力影响下，质点位置ri 与速度vi随时间的变化.研究经典
力学所用的物理定律是牛顿的动力学第二定律：

mi
d2ri
dt2
＝ Fi（ri，…，rN）， i ＝ 1，…，N. （3. 1. 1）

对于一部分力学系统，以上方程在适当的变量代换下可以写成哈密顿形式：
dqi
dt ＝

H
pi
，

dpi
dt ＝ －

H
q

{
i

 （i ＝ 1，…，N），
（3. 1. 2a）

（3. 1. 2b）
其中qi与pi分别是系统的广义坐标与广义动量；H是系统的哈密顿量.一般来
讲，式（3. 1. 1）与（3. 1. 2）是非线性的，因为对于特定的坐标系来说描述自然的
物理定律一般是非线性的，例如牛顿的引力定律. N个质点组成的系统用6N个
常微分方程描述.如果这6N个方程可以分解为6N个独立的可积分的系统，则



系统的动力学性质可以很容易地确定下来.这种情况对单质点（N ＝ 1）总是成
立，因为这时变量受物理学能量守恒定律的约束不是独立的.上一章提到的铁
环模型与单摆模型都是这一类的可积系统.对于N个质点的问题，如果只考虑
质点在其平衡点附近做小幅度振动，这个系统也可以被处理成为可积系统.这
种处理方式在研究固体物理中经常用到，失去了这种处理方法固体物理问题就
会变得非常困难.

从拉普拉斯时代到20世纪中叶，物理学家认为绝大部分力学系统都属于
可积系统.到了20世纪50年代，克尔莫格罗夫（Kolmogorov）证明许多力学系统
是不可积的，从此人们开始研究不可积哈密顿系统，并发现了确定性混沌.在这
里举两个研究领域，对它们的研究深刻地改变了人们对经典力学问题的认识.
第一个是有名的三体问题，现在已经知道三体问题属于不可积系统，它可以表
现出哈密顿混沌行为.第二个领域是对统计物理微观机制的研究.这里问题的
核心是，系统如何从微观上的时间可逆性过渡到宏观上的时间不可逆性的？哈
密顿混沌现象可能是连接着两个端点的纽带，它揭示了几率概念是怎样从一个
由确定性方程组规定的系统中自然地显现出来的.

非哈密顿系统中复杂动力学行为的研究起始于20世纪60年代.洛伦茨在
研究大气对流现象时推导了对流主模式的振幅方程，它是一个简单的三变量常
微分方程［18］.洛伦茨用这个方程在计算机中模拟气象时，发现了不规则的非周
期振荡现象.在这个系统中，初始条件的一个微小的改变对系统状态的演化有
很大影响.洛伦茨将这种行为喻为“蝴蝶”效应：一只蝴蝶在南美洲扇动一下翅
膀会引发北美洲的一场风暴.与三体问题的研究一样，这项研究工作在确定性
混沌研究中占有很重要的地位.

在简单地讨论了经典力学中非线性问题以后，回到上章第一节遇到的铁环
问题的建模上.首先注意到这个问题是单体问题，它不可能表现出混沌行为.但
在以后的分析中我们将看到，这个系统存在失稳现象并出现动力学分岔，这些
行为在上一章中已经做过定性分析.建立数学模型的出发点是牛顿的动力学第
二定律，为了更接近实际，我们在原系统上加上摩擦力.令vt，F t 分别为小球的
切向速度与切向力（见图2. 1），则

vt ＝ rdθ ／ dt，
F t ＝ （重力＋离心力＋摩擦力）t
＝ － mgsinθ ＋ mω2 rsinθcosθ － bdθ ／ dt，

应用牛顿第二定律，得方程：
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mr d
2θ
dt2
＝ － mgsinθ － b dθdt ＋ mω

2 rsinθcosθ. （3. 1. 3）
此方程有五个控制参量：m，r，b，ω，g，但实际上只有三个独立控制参量：r ／ g，b ／
mg，ω2 r ／ g.下一步是将方程做无量纲化处理.无量纲化的目的是减少控制参量
的个数，同时使我们对控制参量的物理意义认识得更加清楚.

首先看变量、自变量与各个控制参量的量纲（这里用对应的单位表示量
纲）：

θ：无量纲，r：［m］，t：［s］，m：［kg］，
ω：［s － 1］，g：［m·s － 2］，b：［kg·m·s － 1］.

第一步是把变量与自变量变成无量纲的. θ本身是无量纲的，t有时间的量纲，令
τ ＝ t ／ T，T是无量纲方程的时间尺度，其量纲为［s］，形式待定.代入方程（3.1.3），得：

mr
T2
d2θ
dτ2
＝ － bT

dθ
dτ
－ mgsinθ ＋ mrω2 sinθcosθ.

上面方程的两边都是力的量纲，所以可以在方程两端同除以mg使方程无量
纲化

(
：

r
gT )2 d2θ

dτ2 (＝ － b )mgT
dθ
dτ
－ sinθ (＋ rω2 )g sinθcosθ. （3. 1. 4）

剩下的事就是定出无量纲方程的时间尺度T.这个过程主要遵从两个原则，第
一，尽量使方程简化；第二，当变量的动力学行为存在两个以上时间尺度时，选
择最慢的作为方程的时间尺度，因为它是方程动力学演化的控制步骤.根据这
两个原则，可以分两种情况讨论确定T的问题.第一种是摩擦力很小的情况，惯
性力远大于摩擦力.这时有

r
gT2

～ O（1）， b
mgT《 1.

在这种情况下可令
r
gT2

＝ 1， T ＝ r g ，
将此关系代入（3. 1. 4）式得到最后的无量纲方程：

d2θ
dτ2
＝ － ε dθdτ

＋ sinθ（λcosθ － 1）. （3. 1. 5）
其中

λ ＝ rω
2

g ， ε ＝
b

 m rg
《 1.

ε在方程中可以被认为是微扰项.
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第二种是摩擦力很大的情况，这时惯性力远小于摩擦力，也就是说
b
mgT ～ O（1）， 

r
gT2
《 1.

在这种情况下，令
T ＝ bmg， ε ＝

rgm2

b2
，

得到最后的无量纲方程
ε d

2θ
dτ2
＝ － dθdτ

＋ sinθ（λcosθ － 1）. （3. 1. 6）
无量纲方程（3. 1. 5），（3. 1. 6）都只有两个控制参量，比原方程少了一个.另外，
其中一个控制参量可能是一个微量，这使我们可以在一些情况下对方程进行微
扰分析.方程中唯一重要的控制参量是λ ＝ rω2 ／ g，它反映了离心力与重力的竞
争关系：当λ增加时离心力越来越占上风，当λ下降时重力越来越占上风.如
果惯性力与摩擦力的作用相当，可以选择以上两种无量纲方程的任意一种，这
时ε就不再是一个远小于1的量了.

现在讨论方程（3. 1. 5）在无摩擦时的情况.这时方程变为
d2θ
dτ2
＝ sinθ（λcosθ － 1）. （3. 1. 7）

很显然θ ＝0是方程的一个定态解.我们希望知道在什么情况下，即λ取何值时
系统会出现θ≠0的解.根据上一章第一节的定性分析，在临界点附近θ《1（见
图2. 2），所以可以在临界点附近将方程作关于θ ＝0的泰勒展开：

d2θ
dτ2
＝ sinθ（λcosθ － 1） (＝ θ － θ

3

6 ＋ )… (λ 1 － θ22 ＋ )…－[ ]1 .
去掉五阶以上的项，得到达芬（Duffing）方程，又称达芬振荡子

d2θ
dτ2
＝ μθ ＋ ν θ3， （3. 1. 8）

其中
μ ＝ λ － 1， ν ＝ 16 （1 － 4λ）.

显然只有λ ＞1，即离心力的作用大于重力的作用时，才可能出现非零定态解，其
解为

θ ＝ ± － μ ν ＝ ± 6λ － 6
4λ － 1 .

达芬方程具有一些有趣的性质.首先，方程在θ→ － θ的操作下保持不变，这反
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映了原物理系统关于垂直线的镜像对称不变性.另外，此方程在很大程度上不
依赖于原物理系统的细节，而只依赖于它的对称性.实际上，满足镜像对称的无
摩擦力学系统在临界点附近都可以简化成达芬方程，因为一个这样的系统在临
界点附近都可以作如下形式的泰勒级数展开：

d2x
dτ2
＝ f（x）

＝ f（0） (＋ df
d )x 0

x ＋ (12 d2 f
dx )2

0
x2 ＋ (16 d3 f

dx )3
0
x3 ＋….

镜像对称要求
f（0）＝ 0， ( d2 f

dx )2
0
＝ 0，

(
令

df
d )x 0

＝ μ， (16 d3 f
dx )3

0
＝ ν，

去掉三阶以上的高阶项就得到了达芬方程.最后，如果只考虑线性项，该方程就
是谐振子方程，其中μ ＝ － ω2 .很显然这样的考虑只有在μ ＜0（λ ＜1）时才成立.
如果μ ＞0（λ ＞1），变量会随时间无限增长，这时非线性项成为主导项.因而在
方程中必须加上非线性项.而正是由于非线性项的加入，使系统产生了如图2. 2
所示的分岔现象.

§ 3. 2 化学反应系统的动力学模型

对于一个宏观化学反应系统，我们可以假设分子间化学反应所需要的反应
时间远小于分子在随机运动中发生碰撞所需要的时间，即扩散时间.这时可以
将反应过程看成是瞬时的.如果再假设分子间的反应事件是独立事件，则化学
反应的动力学服从质量作用定律，即基元反应的速率正比于反应物浓度的乘
积.值得指出的是，在一个微型反应器中以上的两个假设都有可能不成立，这时
质量作用定律就不再适用.这种情况可能会出现在生物系统中.本章的最后一
节会对这种情况做一个细致的分析.本节讨论宏观反应系统.对于这类系统，我
们可以用质量作用定律来建立化学反应的动力学模型.以BZ反应机制为例，它
的反应方程式可以写为如下基元反应［14］：

A ＋ Y
k
→——
1
X ＋ P， （3. 2. 1a）

X ＋ Y
k
→——
2
2P， （3. 2. 1b）
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A ＋ X
k
→——
3
2X ＋ Z， （3. 2. 1c）

X ＋ X
k
→——
4
A ＋ P， （3. 2. 1d）

B ＋ Z
k
→——
5
fY. （3. 2. 1e）

这里反应物溶度A ＝［BrO －3 ］，B ＝［CH2（COOH）2］＋［BrCH（COOH）2］，由于它
们在反应中是大量存在的，可以认为在反应过程中它们的浓度几乎不变，所以
它们可以被看成是反应控制参量；X ＝［BrO2］，Y ＝［Br －］，Z ＝［Ce4 ＋］是反应中
的变量；P ＝［HOBr］，此物质是反应产物，它只出现在反应方程式的右端，因而在
反应动力学方程中不会出现；f是常数，它反映了单位还原物CH2（COOH）2，BrCH
（COOH）2在反应中生成溴离子的比例.根据质量作用定律，上面的反应方程式可
以导出如下动力学方程：

dX
dt ＝ k1AY － k2XY ＋ k3AX － 2k4X

2， （3. 2. 2a）
dY
dt ＝ － k1AY － k2XY ＋ k5 fBZ， （3. 2. 2b）
dZ
dt ＝ k3AX － k5BZ. （3. 2. 2c）

有了反应动力学方程式，下面的任务是将其无量纲化.首先看一下方程中变量、
自变量与控制参量的量纲（以相应的单位表示）：

ki：［mol－1·L·s－1］，A，B，X，Y，Z：［mol·L－1］，t：［s］.
对于一个反应系统，可以任意选择一个基元反应的速率作为系统演化的时间
尺度.一般在得到无量纲方程之前，不一定能一下子选中一个好的时间尺度.
在遵循用慢变量的变化作为时间尺度的原则下，有时还需要在不同的时间尺
度间进行选择，这种选择在很大程度上需要经验的积累.与上一节一样，首先
定义一个待定的时间尺度T，并对每一个变量定义一个待定的浓度单位X0，
Y0，Z0 .令

τ ＝ tT， x ＝
X
X0
， y ＝ YY0， z ＝

Z
Z0
，

代入方程（3. 2. 2），得
X0
T
dx
dτ
＝ k1AY0y － k2X0Y0xy ＋ k3AX0x － 2k4X

2
0x
2， （3. 2. 3a）

Y0
T
dy
dτ
＝ － k1AY0y － k2X0Y0xy ＋ k5 fBZ0 z， （3. 2. 3b）
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Z0
T
dz
dτ
＝ k3AX0x － k5BZ0 z. （3. 2. 3c）

选择反应方程式中的（3. 2. 1e）作为系统的时间尺度，令T ＝（k5B）－ 1代入方程
（3. 2. 3c）：

Z0
dz
dτ
＝ X0

k3A
k5B
x － Z0 z.

为了使方程变得更简单，可以要求k3AX0 ＝ k5BZ0，在这样的规定下，方程变成
dz
dτ
＝ x － z.

  在这个推导过程中，我们定义了系统的时间尺度T，同时定义了反应物浓度
单位X0与Z0的关系，还剩下两个待定浓度单位X0，Y0，适当地选择这两个量可
以使方程（3. 2. 3）变得更加简单.现在看方程（3. 2. 3a），该式可以重新写为

k5B
k3A
dx
dτ
＝
k1Y0
k3X0
y －
k2Y0
k3A
xy ＋ x －

2k4X0
k3A
x2 .

令
X0 ＝

k3A
2k4
， Y0 ＝ k3Ak2 ， ε1 ＝

k5B
k3A
， q ＝ 2k1k4k2k3

，
得到

ε1
dx
dτ
＝ qy － xy ＋ x － x2 ＝ x － x2 － y（x － q）.

用X0与Z0的关系定出Z0的浓度单位，就把所有的待定参数都确定了.将这些
参数代入方程（3. 2. 3b），得

ε2
dy
dτ
＝ － qy － xy ＋ fz.

其中
ε2 ＝

2k4k5B
k2k3A

.

经过这样的无量纲化处理，方程（3. 2. 2）变成：
ε1
dx
dτ
＝ x － x2 － y（x － q）， （3. 2. 4a）

ε2
dy
dτ
＝ － qy － xy ＋ fz， （3. 2. 4b）

dz
dτ
＝ x － z. （3. 2. 4c）

新老自变量、变量的关系为
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τ ＝ k5Bt， x ＝ 2k4k3AX， y ＝
k2
k3A
Y， z ＝ 2k4k5B（k3A）2 Z.

新老控制参量的关系为
ε1 ＝

k5B
k3A
， ε2 ＝ 2k4k5Bk2k3A

， q ＝ 2k1k4k2k3
.

原方程有7个控制参量：k1 － k5，A，B，在无量纲化以后控制参量变为3个：ε1，
ε2，q. 4个原控制参量被吸收到新的自变量与变量中，其中1个进入时间单位，
3个进入浓度单位.新的控制参量ε1，ε2有明显的物理意义，它们分别表示变量
x与z，y与z的变化关系.在BZ反应中

k1 ＝ 1. 34 mol
－1·L·s－1， k2 ＝ 1. 6 × 109 mol －1·L·s －1，

k3 ＝ 8 × 10
3 mol －1·L·s －1， k4 ＝ 4 × 107 mol －1·L·s －1，

k5 ＝ 80 mol
－1·L·s －1， A ＝ 0. 6 mol·L－1， B ＝ 0. 6 mol·L－1 .

将这些反应常数与反应条件代入新的控制参量有ε1≈10 －2，ε2≈5 × 10 －4，所以
变量z是变化最慢的量，它比变量x慢两个数量级，比y慢三个数量级，这说明
我们选择的时间尺度是合适的.另外由于ε1》ε2，变量y的变化相对于x来说
是一个快过程.为了进一步简化BZ反应的动力学方程，可以认为变量y总是处
于动态平衡下，这样就可以通过绝热消除法把方程的维数降下来.令

dy
dτ
＝ － qy － xy ＋ fz ＝ 0，

得y ＝ fz ／（q ＋ x），代入方程（3. 2. 4）得到一个双变量微分方程组：
ε1
dx
dτ
＝ x － x2 － fz x － qx ＋ q， （3. 2. 5a）

dz
dτ
＝ x － z. （3. 2. 5b）

当然，由于相对于z来说x也是一个快变量，以上方程还可以通过绝热消除法进
一步简化，从而得到一个单变量方程.但是这样做会使BZ反应失去一个重要的
全局动力学性质，即系统的可激发性.关于系统可激发性的概念在本书第十章
介绍螺旋波动力学理论时会仔细讨论.

§ 3. 3 生态系统及延迟模型

生态系统的动力学，是研究在一个生态环境中种群的群体数量N随时间的
演化过程.所用的基本定律是守恒定律：
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dN
dt ＝出生－死亡＋迁移.

假设种群的数量分布在空间上是均匀的，并且不考虑迁移，则单个群体最简单
的生长模型为

dN
dt ＝ bN － dN. （3. 3. 1）

这里b，d分别是种群的出生率与死亡率.由于该方程是一个线性方程，种群数
量随时间的演化只有两种可能：当b ＞ d时种群数量随时间指数型增长；当b ＜
d时种群数量随时间减少，最后趋于零.这两种动力学行为都没有实验观测上的
依据.为了使模型更加切合实际情况，需要在这个线性模型上引入非线性因素：
承载能力（carrying capacity）.观测中发现种群的相对生长率会随种群的数量增
加单调减小，如图3. 1所示.

图3. 1 种群相对生长率随数量的变化

最简单的情况是种群的相对生长率随种群数量的增加线性减小，这样方程
（3. 3. 1）变成：

dN
dt (＝ rN 1 － N )K . （3. 3. 2）

以下证明这个单变量自治系统dN ／ dt ＝ f（N）不会出现周期振荡现象.假设自治
系统出现周期振荡现象，则有

dN
dt ≠ 0，N（t）＝ N（t ＋ T）.

这里T是振荡周期.将方程两端同乘dN ／ dt并在t到t ＋ T时间对方程积分，得

∫
t ＋T (

t

dN
d )t

2
dt ＝ ∫

t ＋T

t
f（N）dNdt dt ＝ ∫

N（t ＋T）

N（t）
f（N）dN ＝ 0.

因而dN ／ dt ＝ 0，与前假设矛盾.这种情况在多变量系统中也可能成立.例如，可
以证明多变量梯度系统不存在周期振荡行为.多变量梯度系统的动力学方程为
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dx
dt ＝ －

Δ

V（x）.
其中V是势函数，也就是说V对于x是单值的.假设系统存在周期振荡行为，则
在一个周期完成后系统回到原处，ΔV ＝0.从另外一方面看，

ΔV ＝ ∫
T

0

dV
dt dt ＝ ∫

T (
0

Δ

V·dxd )t dt ＝ － ∫
T

0

dx
dt

2
dt≤ 0.

除了dx ／ dt ＝0的情况外这个推论与原推论矛盾.而dx ／ dt ＝0对应于不动点，不
是振荡行为.

方程（3. 3. 2）有时并不能准确反映实际系统中的种群动力学行为，原因之
一是该方程没有“记忆”.在实际系统中，现在时刻的状态可能与前一段时间系
统的状态有关系.例如，一个新出生的婴儿过二十年左右才能进入生育期，现在
人口的增长率受二十年前人口出生率的影响；某些有潜伏期的传染病，如非典
型性肺炎，如果潜伏期的时间为T，则现在的感染率受T时刻之前感染人数的影
响；在决策过程中，由于一系列操作上的延迟，现在的政策可能是根据一段时间
以前的社会状态所作出的，这也会引起延迟效应.一般形式的带有记忆效应的
种群生长模型应是一个微分积分方程，相对于方程（3. 3. 2）带延迟的种群生长
模型应为

dN（t）
dt ＝ rN（t）1 － K－1∫

t

－∞
ω（t － s）N（s）d[ ]s . （3. 3. 3）

这里ω是权重函数，一般情况下它是一个平均值为T的高斯函数.如果令高斯
函数的二阶矩趋于零，ω就是一个δ函数.这时以上方程变为带延迟的微分
方程：

dN（t）
dt ＝ rN（t）1 － N（t － T）[ ]K

. （3. 3. 4）
将此方程无量纲化，令n ＝ N ／ K，τ ＝ rt，Г ＝ rT，得

dn（τ）
dτ

＝ n（τ）［1 － n（τ － Г）］. （3. 3. 5）
此方程有唯一控制参量Г.

简单的定性分析可以说明，即使单变量的延迟模型也可以表现出振荡行为.
如图3. 2所示，假设当t ＝ t1时N（t1）＝ K，而对于某个时刻t ＜ t1时N（t － T）＜ K，
由于1 －N（t － T）／ K ＞0，在t ＝ t1时刻dN／ dt ＞0，种群数目上升；当t ＝ t1 ＋ T时N
（t － T）＝ N（t1）＝ K，dN／ dt ＝ 0，种群数目上升到最大值；对于t1 ＋ T ＜ t ＜ t2
（N（t2）＝ K）的一段时间里，由于N（t － T）＞ K（见图3. 2），种群数目开始下降，这
种下降趋势要延续到t ＝ t2 ＋ T时才能停止，因为这时N（t2 ＋ T － T）＝ N（t2）＝ K.
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如此上升与下降行为交替出现，构成了系统的周期振荡现象，振荡周期大约为延
迟时间的四倍.对延迟系统的定量分析将在第五章介绍线性稳定性分析时详细
讨论.

图3. 2 延迟模型中的振荡现象

延迟模型不属于第一章概论中讨论的一般性微分方程.但它能很好地刻画
一些自然界或实验室观察到的现象.例如，20世纪50年代澳大利亚科学家对一
种生长在绵羊身上的苍蝇（sheep-blowfly）的种群数量进行系统实验研究发现，
在恒定温度、恒定食物源的环境下苍蝇的种群数量显示出很有规律的振荡行
为，振荡周期为35 ～ 40天［19］，见图3. 3.

图3. 3 苍蝇群体数量随时间变化的实验观测与模拟

将方程（3. 3. 4）应用于此系统，承载能力K对应于食物供应量；延迟时间T
对应于一只苍蝇从幼虫到成虫的生长时间；只有增长率是内部因素所决定的
量.图3. 3同时表示了用方程（3. 3. 4）做数值模拟所得到的结果与实验数据的
比较.在模拟中取rT ＝2. 1，得到的周期是4. 54T.在实验中观察到的苍蝇种群数
量的振荡周期是40天左右，根据振荡周期大约为延迟时间4倍的推论，模型得
到的延迟时间应该是9天左右，实验中观察到的数据是11天左右.另外，模型
预测改变承载能力K不会影响振荡周期，因为在无量纲方程中它已经被写入无
量纲的种群数量中.实验中发现将食物供应量加倍没有改变苍蝇种群数量的振
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荡周期，符合方程（3. 3. 5）的预测.另一个实例是对加拿大Churchill地区旅鼠种
群数量的研究［20］.观测它的数量有一个周期为4年左右的振荡行为.应用模型
（3. 3. 5）可以比较好地解释这种振荡现象.得出的延迟时间T为0. 72年，接近
于旅鼠的生长周期.必须指出的是，不是所有在生态系统中发现的种群数量振
荡现象都可以由延迟模型解释.例如，人们所熟悉的蝉的种群数量有13年或17
年的振荡周期，解释这个现象的最好模型是“捕食者—猎物”双变量模型，它也
可以导致种群数量的振荡.

除了生态研究以外，生理研究也经常遇到延迟模型.许多生理性疾病的早
期都会表现出周期振荡现象：原来的稳定系统会发生振荡行为，原来的周期系
统，如呼吸系统会出现阵发性的不规律现象.这些生理性疾病被人们称为动力
学疾病，因为它们的出现与系统动力学的失稳有关.一个典型的例子是一种呼
吸系统的疾病，它的表现形式是呼吸频率随时间周期性改变，因而呼吸量随时
间上下波动［21］.图3. 4是一个病人发病时的典型呼吸模式，可以看到呼吸量随
时间周期变化.

图3. 4 呼吸系统动力学病的典型呼吸模式

建立这个动力学疾病的数学模型的第一步，是了解控制呼吸系统的生理因
素.人体血液中的二氧化碳含量由体内的一些感受器测量，神经系统将这些测
量信号传入大脑，大脑会根据测量信号发出调节呼吸量的信号，经神经系统传
到肺部，后者完成呼吸量的调节.由于神经系统传递信号需要时间，整个呼吸控
制系统是一个带延迟的动力系统.人们已经知道呼吸量随血液中二氧化碳浓度
的变化关系是一个类似于S形的曲线，因而可以假设呼吸量V与二氧化碳浓度
c可以用希尔（Hill）函数表示：

V ＝ Vmax
cm（t － T）

am ＋ cm（t － T）.
这里Vmax是最大呼吸量；参数a与希尔系数m为正数，它们可以由实验确定.假
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设体内二氧化碳的产生率p不随时间变化，二氧化碳的排出率正比于呼吸量与
二氧化碳浓度的乘积，则根据守恒定律，有

dc（t）
dt ＝ p － bV（t）c（t）＝ p － bVmaxc（t） cm（t － T）

am ＋ cm（t － T）.  （3. 3. 6）
其中b是一个正数，它的数值可以用实验数据确定.以上方程经过无量纲化处
理后变为

dx（τ）
dτ

＝ 1 － αx（τ） xm（τ － Г）
1 ＋ xm（τ － Г）. （3. 3. 7）

其中
x ＝ ca， τ ＝

pt
a， Г ＝

pT
a， α ＝

abVmax
p .

注意到方程中唯一的控制参量是二氧化碳的产生机制与排出机制的竞争关系.
应用将在第五章介绍的线性稳定性分析方法，可以得到此系统产生周期振荡行
为的条件

(
：

dV
d )t V0

＞ π
2αx0Г

， （3. 3. 8）
其中V0，x0分别对应于在平衡条件下呼吸量与二氧化碳的浓度；（dV ／ dt）0代表
在平衡位置V0随x0的变化率.式（3. 3. 8）表示如果呼吸量随血液中二氧化碳
浓度变化过于敏感，或神经系统在传递信号过程中延迟太长，都会引起这类呼
吸系统的动力学疾病.

§ 3. 4 微观自组织

在本章的第二节讨论过，对于一个宏观化学反应系统，我们可以假设分子
间化学反应所需要的反应时间远小于分子在随机运动中发生碰撞所需要的时
间，即扩散时间.这时可以将反应过程看成是瞬时的.如果再假设分子间的反应
事件是独立事件，则化学反应的动力学服从质量作用定律.在一个微观反应器
中，以上两个假设可能都不成立，因而化学反应的质量作用定律也可能不成立，
需要重新建立数学模型.在生命体中，生物化学反应一般都是在细胞中进行的，
而细胞的线性尺度是1到几十μm之间.在这个尺度下质量作用定律还是否成
立？如果不成立，那么描述细胞内反应动力学的方程应该是怎样的形式，这是
本节要讨论的问题.这个问题是近十年来才逐步引起人们注意的［22］.

首先分析一个典型的生物化学酶催化反应：
→—— →——S ＋ E ES E ＋ P， →—— P 0. （3. 4. 1）

04 非线性科学与斑图动力学导论



此反应式表示反应物S首先与反应酶E结合形成复合物ES，在复合物状态下
反应物被活化，生成反应产物P并放出酶；反应产物以一定速率变为与本反应
无关的其他生物化学物质.在这个反应中，我们假设反应产物对复合物的形成
有催化作用，这在生物化学反应中是普遍存在的.整个反应的微观机制由图3. 5
示意：一个催化酶分子E与反应产物分子P结合后被活化，使其更容易与反应
物S形成复合物；被活化的酶分子与反应物S结合形成反应物———酶复合物；
在经过一段变构时间T1 后复合物分解并释放出反应产物分子与催化酶分子；
这个酶分子经过一段时间T2后回到初始状态.只有催化酶回到初始状态后，下
一个反应循环才可能开始.在生物化学反应中，由于酶分子的质量很大，变构时
间通常是比较慢的.假设变构过程是反应的控制步骤，则可以忽略其他反应过
程所需要的时间，将反应总时间写为：T ＝ T1 ＋ T2 .

图3. 5 典型生化反应示意图

由于反应的起始受反应产物的调节，而反应产物在生成后，在反应器中需
要一个随机扩散过程才能与反应酶分子碰撞，因此分子在反应器中的扩散时间
对反应速率是非常重要的.下面就定义与反应器相关的几个特征时间尺度.

混合时间 反应产物在反应器的某个位置产生后，通过扩散，经过一段时
间在反应器的任何一个地方，以相同的概率找到它所需要的时间，称为混合时
间.如果反应器的线性尺度为L，反应物的扩散系数为D，则通过扩散方程可以
粗略估计混合时间的数量级大小为

tmix ∝ L
2 ／ D. （3. 4. 2）

  行走时间 假设反应器中只存在一个酶催化分子E.在反应器中任意部位
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释放一个反应产物P，反应产物寻找到酶，并通过一个表面扩散过程与其结合所
需要的时间，为行走时间.假设忽略两分子的相接（docking）过程，忽略反应产物
在酶表面的二维扩散过程，认为反应产物通过布朗运动，达到酶分子表面的一
个半径为R的范围后与之结合.由于一般情况下酶分子的质量远大于反应产物
的分子质量，酶分子可以看成是不动的.在此情况下，可以通过扩散限制反应
（diffusion-controlled reaction）理论估计行走时间的量级大小：

ttraffic ∝ L
3 ／ DR. （3. 4. 3）

  输运时间 假定反应器中有N个酶分子，产物分子找到第一个酶分子所需
要的平均时间为运输时间.如果酶分子在反应器中是均匀分布的，并且相互不
关联，则有

ttransit ＝ （1 ／ N）ttraffic ∝ L3 ／ NDR. （3. 4. 4）
  注意到Lcorr ＝（Dttransit）1 ／ 2表示反应产物分子找到酶分子所经过的平均距
离，这个特征尺度可以被认为是反应（3. 4. 1）的相关半径.与反应器的线性尺度
比较，如果反应器的线性尺度远大于反应的相关半径（L》Lcorr），反应产物分子
在生成后就可以与邻近区域的一个酶分子结合.由于携带反应状态信息的反应
产物在产生后不可能走很远，整个反应系统没有长程关联.在这种情况下可以
认为反应事件是独立的，符合质量作用定律的第二个假设.相反，如果L《Lcorr，
反应产物分子生成后，需要在反应器中走许多来回才能找到一个酶分子，这意
味着这个反应产物分子可以以相同概率与反应器中的任何一个酶分子结合.由
于反应产物分子带有反应系统状态的信息，反应器中的所有酶分子都通过反应
产物产生了关联.在这种情况下反应事件就不再是独立的，质量作用定律的第
二个假设不再成立.

再将以上讨论的特征时间尺度与分子的反应时间T比较.在一个宏观反应
器中，由于反应器的线性尺度L很大，ttransit，tmix》T，在这种情况下一个反应事件
可以被看成是瞬时的，因而满足质量作用定律的第一个假设.相反，在一个微观
反应器中可能会有ttransit，tmix《T，这时一个反应事件就不能被看成是瞬时的，质
量作用定律也就不再成立.从这个意义上讲，一个反应器从宏观到微观的转变
点为：T ＝ ttransit .

一个细胞的线性尺度约为1 μm.假设酶分子的靶半径R ＝1 nm细胞中酶分
子的数量为N ＝100，对应的浓度为c≈0. 1 μmol ／ L，如果分子的扩散系数为D ＝
10 －6cm2 ／ s，通过式（3. 4. 2），（3. 4. 4）得tmix ＝ 0. 01 s，ttransit ＝ 0. 1 s.这说明细胞可
能是一个微观反应器.如果反应时间T ＞ ttransit，则质量作用定律的两条基本假设
就都不成立了.在这种情况下，需要重新建立微观反应器中的反应动力学方程.
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由于相对于反应时间扩散时间很短，可以认为扩散时间是瞬时的.在这个
假设下可以建立微观反应（3. 4. 1）的动力学模型.首先确定系统变量：令n（t）
为酶分子在初始态，即未激发态的数量；m（t）为反应产物的数量；p（，t）为酶分
子在反应循环的分布密度，其中是反应循环的相位，它表示一个酶分子在一
个反应循环中的进度；v（t）为酶分子被活化的反应几率密度. v（t）分为两部分：
第一部分是自动反应（E→E*），在Δt时间里的反应几率为ω0；另一部分是催化
反应：E ＋ P→E*P，在Δt时间里的反应几率是ω1 .因而总反应几率为

ω ＝ 1 － （1 － ω0）（1 － ω1）m.
假设ω0，ω1很小，则有ω≈ω0 ＋mω1 .酶分子活化的反应几率密度为

v（t）＝ ω
Δt≈

v0 ＋ v1m（t）. （3. 4. 5）
这里v0 ＝ ω0 ／ Δt，v1 ＝ ω1 ／ Δt.在Δt时间内，有v（t）n（t）Δt个酶分子进入反应循
环，v（t － T）n（t － T）Δt个酶分子离开反应循环；在t － T1时刻进入反应循环的酶
分子产生反应产物分子.利用守恒定律，这个反应的动力学方程为

dn（t）
dt ＝ － v（t）n（t）＋ v（t － T）n（t － T）， （3. 4. 6a）

dm（t）
dt ＝ － rm（t）＋ v（t － T1）n（t － T1）， （3. 4. 6b）
v（t）＝ v0 ＋ v1m（t）. （3. 4. 6c）

其中r是反应分子的衰变速率，T ＝ T1 ＋ T2 .
由以上推导可以看出，在微观反应器中反应的动力学方程是一个有“记忆”

的延迟模型.在上节的讨论中看到，延迟模型在延迟时间达到一个临界值时会
产生周期振荡现象，这种现象被称之为微观自组织.微观自组织与宏观自组织
相比有本质上的区别.在一个宏观自组织系统中，分子间不存在长程关联，自组
织行为是由反应的宏观动力学不稳定性引起的；在一个微观自组织系统中，分
子间存在强关联，这种强关联可能导致延迟效应，从而引发系统的振荡行为.
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第四章 有限维动力系统

本章讨论有限维度系统的动力学行为，重点集中在一维与二维系统.在讨
论中介绍非线性动力学常用的几个基本概念，包括：相空间表示，这样的表示是
研究非线性动力学问题的主要工具；相空间中的中心流形与不变流形，中心流
形概念的引入使处理动力学问题更加简单化与程式化，不变流形概念的应用可
以对动力系统的渐进行为进行系统的分类；保守系统与耗散系统，这是非线性
动力学研究的两大类系统；稳定性概念，这是非线性研究的核心.

§ 4. 1 相空间

在第一章概论中曾经讨论过，一般情况下一个无记忆的动力系统的数学方
程，可以写为如下的一般形式：

dx
dt ＝ F（x，λ）. （4. 1. 1）

x是系统的变量，其维数可能是有限的（常微分方程），也可能是无限的（偏微分
方程）. λ是系统控制参量的集合.对于一个线性问题，以上方程总可以通过线
性变换使其对角化，或变为约当（Jordan）形式，在这些形式下可以容易得到问题
的解析解.对于一个非线性问题，当维数大于2时，现代数学还没有发展出任何
普适性的方法得到问题的解析解，讨论这类问题需要发展新的方法，其中最有
效的方法之一，就是舍去对系统动力学性质的细节，转而研究系统的定性性质
与渐近态行为.研究动力系统的定性性质的有效工具是微分几何学.首先通过
几个例子说明微分几何学在研究动力系统中的优越性.

考虑如下一个简单的一维动力系统：
dx
dt ＝ sinx. （4. 1. 2）

如果用解析的方法研究这个系统，就需要在一定的初始条件下得到这个方程的
解析解，在一般情况下是很困难的，但对这个问题来说可以找到它的解析形式：

t ＝ ln cscx0 ＋ cotx0
cscx ＋ cotx

. （4. 1. 3）



这里x0是方程的初始条件.原则上说这个解析解的形式给出了变量在任何条件
下随时间变化的行为.但是直观地从（4. 1. 3）中得到这些行为，还是要再下一定
的功夫.可以首先把x写成t的函数

x ＝ (2arctan et
cscx0 ＋ cotx )

0
，

再用微积分中所学到的作图法找出曲线的极值点、拐点等，然后作图.

图4. 1 方程dx ／ dt ＝ sinx的流形图

现在用几何方法讨论方程（4. 1. 2）.我们只关心系统的一些特征行为，如拐
点、渐近态行为，即不动点.把x想象成一个粒子的位置坐标，则dx ／ dt是粒子的
运动速度，sinx代表在x轴的向量场，对应于粒子在x位置时的运动速度.向量
场随粒子变化的情况由图4. 1所示.系统的动力学行为在此图中表现得一目了
然.例如，当初始条件为x ＝ π ／ 4 时，粒子向右边运动（dx ／ dt ＞ 0）；当

图4. 2 系统随时间的演化图

π ／ 4 ＜ x ＜ π ／ 2时，粒子加速运动（d2x ／ dt2 ＞
0），当π ／ 2 ＜ x ＜ π时粒子减速运动（d2x ／ dt2 ＜
0），所以x ＝ π ／ 2是曲线的一个拐点；当x ＝ π
时，dx ／ dt ＝0，所以x ＝ π是一个不动点.整个
流形图如图4. 2所示.用流体力学的眼光看，
想象流体沿x轴流动，流动速度根据（4. 1. 2）
式随位置变化.当dx ／ dt ＞ 0时，流线指向右
边，当dx ／ dt ＜0时，流线指向左边，当dx ／ dt ＝0
时，没有流线，所对应的点被称为定点.图4. 1
显示出两类定点：实心的定点称为“汇”，因为
邻近的流体都流向这里；空心的定点称为
“源”，因为邻近的流体从这里流出.图4. 2给
出了系统状态在不同初始条件下随时间的演
化，可以看到所有的流线都随时间趋向于
“汇”定点.在非线性科学中，“汇”定点是稳定
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的，如果系统的状态发生偏离，它会自动地回到原位置.“源”定点是不稳定的，
如果系统的状态发生偏离，它会自动从这些点走开.稳定的定点又叫动力系统
的“吸引子”.

第二个例子是§ 3. 1讨论的铁环模型方程（3. 1. 7）.令ε ＝ 0，去掉惯性项，
得方程

dθ
dt ＝ sinθ（λcosθ － 1）. （4. 1. 4）

方程（4. 1. 4）也有解析解
t ＝ λ
λ2 － 1 (ln tan θ )2

1 ／ (λ sinθ
λcosθ － )[ ]1

＋ C， λ≠ 0.
设初始条件为θt ＝ 0 ＝ θ0，

(
上式可写为

tan θ )2
1 ／ λ sinθ
λcosθ － 1 (＝ tan

θ0 )2
1 ／ λ sinθ0
λcosθ0 － 1

(e λ2－1 )λ t
.

即使有这样的解的形式我们还是很难画出变量随时间变化的图形.只考虑－ π ＜
θ≤π的情况，可以计算出系统的渐近行为（t→∞）.当λ ＜ 1时，上方程右边等于
零，因而

tan θ2 ＝ 0  θ ＝ 0，
或

sinθ ＝ 0  θ ＝ 0，π.
不动点为：θ ＝0，π.当λ ＞1时，上述方程右边趋于无穷大，因而

(tan θ )2 → ∞   θ ＝ π，
或

λcosθ － 1 ＝ 0  θ ＝ ± (arccos 1 )λ .

不动点为：θ ＝0，π， (± arccos 1 )λ .

现在用流形方法分析方程（4. 1. 4）.容易得出在任何情况下系统都存在不
动点θ ＝0，π.当λ ＜1时

λcosθ －1 ＜ 0，
sin（0 ＋ δ）（λcosθ －1）＜0，
sin（0 － δ）（λcosθ －1）＞0，

所以θ ＝0是稳定不动点；而
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λcosθ －1 ＜ 0，
sin（π ＋ δ）（λcosθ －1）＞0，
sin（π － δ）（λcosθ －1）＜0，

所以θ ＝ π是不稳定不动点.
当λ ＞1时系统又多出了两个不动点，它们的位置可以通过图4. 3很容易

地得到.这时曲线cosθ与λ ＝ const.有两个交点，交点的位置为
θ ＝ ± (arccos 1 )λ . （4. 1. 5）

由图4. 3还可以看出当θ ＜ arccos（1 ／ λ）时λcosθ － 1 ＞ 0，当θ ＞ arccos（1 ／ λ）时
λcosθ －1 ＜ 0.由于sin（arccos（1 ／ λ））＞ 0，所以θ ＝ arccos（1 ／ λ）是稳定不动点.
同样的分析也可以说明θ ＝ － arccos（1 ／ λ）也是稳定不动点.同时θ ＝ 0变为不
稳定不动点，因为这时λcosθ － 1 ＞ 0.图4. 4给出了系统在临界点前后的流形
图.系统的动力学分岔图由图4. 5显示，图中的实线与虚线分别表示稳定点与
不稳定点随控制参量的变化，这类分岔被命名为超临界叉形分岔.

图4. 3 铁环问题的非零不动点

图4. 4 铁环问题的流形图
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图4. 5 铁环问题的分岔图

将以上的讨论作一个总结就引出了流形理论.首先定义相空间：定义欧几
里得空间（x1，…，xn），各分量（定义见下）之间相互正交：

σi·σ j ＝ δij，  i，j ＝1，…，n.
方程（4. 1. 1）的每一个向量x对应于这个n维空间的一个点P；反过来n维

空间的每一个点也唯一地对应于一个x值.这样，动力系统中每一个状态随时
间的演化（x1（t），…，xn（t））在相空间唯一地对应于一条空间轨迹.除了奇异点
之外，在空间轨迹的每一个特定点上都可以唯一地定义一个切线方向（v1，…，
vn），v的集合构成速度场.借用流体力学中的术语这个速度场被称为流场，或向
量场.向量场的分量定义为σi ＝ dxi ／ ds，这里ds是空间轨迹的一小段弧线.在欧
几里得空间中

d (s ＝ ∑
k
dx2 )k 1 ／ 2

. （4. 1. 6）
因而有

σi (＝ 1 ＋∑
k≠

(
i

dxk
dx )
i

)2 1 ／ 2
. （4. 1. 7）

将动力学方程（4. 1. 1）代入此关系式得到
σi (＝ 1 ＋∑

k≠
(

i

fk
f )
i

)2 1 ／ 2
. （4. 1. 8）

从式（4. 1. 8）推论，如果在相空间中的某一点上fi≠0，向量场在这点的方向是
唯一确定的.而f1 ＝ f2 ＝…＝ fn ＝0对应于方程（4. 1. 1）的不动点.由于在不动点
上流场的方向不确定，不动点又叫奇异点.对于任意一个初始条件x0，如果它不
在不动点上，则动力学方程（4. 1. 1）可以唯一地在相空间确定一条轨迹

t ∶ x（t）≡ xt ＝ t（x0）. （4. 1. 9）
这个演化轨迹的集合与奇异点的集合一起构成了这个动力学系统的一个相空
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间图（phase portrait），相空间图包含了整个系统的动力学信息.
在本节的最后介绍一个重要的定理：存在性与唯一性定理.考虑初始值

问题
dx
dt ＝ f（x）， x（0）＝ x0， （4. 1. 10）

如果在一个连通域DRn中系统存在如下性质：（1）f连续；（2）f的所有偏微
分fi ／ xj，i，j ＝1，…，n连续，则方程的解x（t）在关于t ＝0的一个时间领域（－
τ，τ）一定存在，并且解是唯一的.

这个定理否定了除奇异点外在相空间两条轨迹相交的可能性.因为如果在
非奇异点两条轨迹相交则在交点处方程的解就不唯一，违反了上面的唯一性定
理.由此还可以得到非线性动力学中许多有用的推论.例如，一维自治系统不可
能出现振荡现象；二维自治系统不可能出现准周期行为与确定性混沌.

§ 4. 2 中心流形

在研究一个高维动力系统时，在许多情况下系统可能存在不同的动力学时
间尺度.一般来说我们关心的只是系统的渐近态行为.如果是这样的话，就可以
想办法将系统的快变尺度与慢变尺度分开，并将其快变量做绝热消除.这样做
可以将一个高维动力系统的问题，转化成为一个低维动力系统的问题.这个低
维系统在欧几里得空间中是一个超曲面，在超曲面上的流形被称为中心流形
（central manifold）.下面用一个实例说明中心流形的物理意义.

重新分析一下方程（3. 1. 6）.当ε《1时，一般的处理方法是令ε→0，因而方
程可以近似地看成（4. 1. 4）的形式.但是严格地说，这种将一个二阶微分方程近
似为一个一阶微分方程的思想存在原则上的错误.麻烦在于一个二阶微分方程需
要两个初始条件，而一个一阶微分方程只需要一个初始条件.对于方程（3. 1. 6）所
描述的这个具体例子，铁环上小球的轨迹是由小球的初始位置与初始速度共同决
定的，这两个量可以没有限制地自由组合.而对一阶微分方程（4. 1. 4），初始位置
与初始速度不能自由选择，在给定初始位置后初始速度完全由方程（4. 1. 4）决
定.因而一阶微分方程（4. 1. 4）在给定初始条件下的解，一般不能同时满足二阶
微分方程（3. 1. 6）的两个初始条件.在什么意义上方程（4. 1. 4）可以看成方程
（3. 1. 6）的近似？考察一下方程（3. 1. 6）的流形就会对这种近似的物理意义有
更深刻的了解.令dθ ／ dt ＝ Ω，方程（3. 1. 6）可以写成
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dθ
dt ＝ Ω， （4. 2. 1a）

ε dΩdt ＝ sinθ（λcosθ － 1）－ Ω. （4. 2. 1b）
这个方程在相空间表示中是一个二维系统，需要两个初始值来确定流形的起始

图4. 6 过阻尼铁环方程的流形图

点.图4. 6给出了这个动力系统的流形
图.其中曲线C由下式定义：
C ∶ ε dΩdt ＝ sinθ（λcosθ － 1）－ Ω ＝ 0.

（4. 2. 2）
由于ε《1，流形在Ω方向的运动速度要
远大于在θ方向的运动速度.假设轨迹的
初始位置与曲线C有一个量级为1的距
离，即

sinθ（λcosθ － 1）－ Ω ～ O（1）.
那么根据方程（4. 2. 1），Ω将会有一个很
大的速度：

dΩ ／ dt ～ O（1 ／ ε）》 1.
在这种情况下，流形会在一个量级为ε的时间里，被压缩到距离曲线C大约为
ε的区域.当ε→0时，这个区域可以完全用曲线C代表.也就是说，经过这个时
间量级为ε的暂态过程，系统的流形会被压缩在离曲线C很近的区域，然后系
统会沿曲线C向它的定态演化，演化速度远小于暂态过程.这个渐近态的演化
方程为

dθ
dt ＝ sinθ（λcosθ － 1）. （4. 2. 3）

  总结上面的讨论可以得出，在一个有不同时间尺度的动力系统中，系统在
相空间的运动由两部分组成：暂态部分与渐近态部分.初始的暂态部分将流形
很快地压缩到相空间的一个超曲面上；渐近态部分决定系统在超曲面上的运
动.非线性动力学主要感兴趣的是系统在超曲面上的渐近行为，在上面的例子
中就是流形C上的动力学过程，这个流形被称之为中心流形.

在§ 3. 2分析BZ反应动力学方程时，我们也用到了中心流形的方法.这个
方法的基本假设是准平衡态假设，即在反应系统中某些化学反应会在很快的时
间里达到离平衡态很近的位置，因而可以在化学反应动力学方程中绝热消除.
由此可见，绝热消除法的应用范围是对慢变量的研究.如果我们关心的动力学
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时间尺度小于快变量的时间尺度，准平衡态假设就不成立，因而就不能对快变
量进行绝热消除.

本书的后面会介绍中心流形定理与推导中心流形的一般方法.应用这些方
法可以将一个高维动力系统简化为一个低维动力系统.在实际问题中会出现维
数很高的动力学方程，应用中心流形定理，我们可以将问题变为一般不超过三
维的问题.所以本书的重点是讨论三维以下的动力系统.

§ 4. 3 不变流形

对于一个动力系统，描述系统动力学行为的相空间中一般存在这样一些子
集或子空间（A），从这些子集或子空间出发的任意一个状态都会留在这些子集
或子空间中：t（A）＝ A.这些子空间被称为不变流形（invariant manifold）.从稳
定性角度出发看，不变流形可以分为两类：稳定不变流形与不稳定不变流形.前
者对不变流形邻近的区域有吸引作用，在此流形附近的状态会随时间趋向这个
不变流形；后者对它附近的状态有排斥作用，在此流形附近的状态会随时间离
开这个不变流形.在研究非线性动力学中，我们更注意研究稳定不变流形，在以
后的分析中我们的注意力也集中于此.一个动力系统从一个初始态出发在演化
足够长的时间后会趋向于一个渐近态，这个渐近态可能是不动点，也可能趋于
某些更加复杂的行为，如周期振荡态，准周期振荡态，确定性混沌等.也就是说，
在相空间中存在一些子空间，随着系统的演化，所有的轨迹都会被吸引到这些
子空间中去.这些子空间就是系统的稳定不变流形，而某些稳定不变流形构成
动力系统的吸引子.非线性动力学系统渐近态的分类可以根据不变流形的维数
进行.由于不变流形的维数一定比描述系统动力学行为的维数（嵌入维数，
embedding dimension）小，对不变流形的分类可以按照嵌入维数的大小进行.

单变量系统 单变量模型的嵌入维数为1.根据上一节介绍的唯一性定理，
单变量无记忆自治系统中唯一可能的不变流形是零维的，即稳定不动点.以上
一章分析的种群生长模型（3. 3. 2）式为例，图4. 7是这个系统的流形图.可以看
到流形图中有两个不动点N ＝0，N ＝ K，第一个是不稳定的，任何距离这个不动
点很近的状态都趋向于远离它，因而它是系统的一个零维不稳定不变流形；第
二个是稳定的，对于所有初始值，系统在充分长时间演化后都会被吸引到这个
唯一的不动点附近，因而这个不动点就是一个零维的稳定不变流形.在单变量
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图4. 7 种群生长模型的流形图

系统中可能出现不止一个稳定不变流形，这对应于多稳态的情况.下面以虫口
模型为例描述这种情况.虫口模型是单变量种群生长模型的延伸.由于鸟吃虫
子，虫口模型在种群生长模型（3. 3. 2）中要加入鸟类的影响p（N）：

dN
dt (＝ RN 1 － N )K － p（N）. （4. 3. 1）

其中函数p（N）随N的变化可以经过定性分析大致了解.当虫口数量很少时，鸟
类主要以别的昆虫为食，因此p（N）随N增加缓慢；当虫口数量达到一定值时，
鸟类开始以此类昆虫为食，p（N）随N加速增加；当虫口数量足够大时鸟类的胃
口开始饱和，p（N）随N增加缓慢，最后达到一个确定值.最简单的描述此行为
的函数为

p（N）＝ BN2

A2 ＋ N2
.

将上式代入方程（4. 3. 1），得虫口模型
dN
dt (＝ RN 1 － N )K － BN2

A2 ＋ N2
. （4. 3. 2）

无量纲化后，方程为
dx
dτ (＝ rx 1 － )xk － x2

1 ＋ x2
. （4. 3. 3）

其中τ ＝ Bt ／ A，r ＝ RA ／ B，k ＝ K ／ A，x ＝ N ／ A.很显然x ＝ 0是方程（4. 3. 3）的一个
解.方程的其他不动点满足

(r 1 － )xk ＝ x
1 ＋ x2

.

这两条曲线在图4. 8中画出，它们的交点即是不动点.从图4. 8可以看到当承
载能力在一定范围内时该系统除了零解外存在三个不动点.图4. 9给出了系统
的流形示意图.其中两个不动点（a，c）是吸引点，即零维稳定不变流形，另两个
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图4. 8 虫口模型的不动点

不动点是“排斥”子，它们是不稳定不变流形.如果在相空间中有几个吸引子，那
么每个吸引子都会有自己的一个吸引域（basin of attraction），在吸引域中的点受
吸引子的吸引向它们靠拢.图4. 9中的不动点b构成了两个吸引域的边界.

图4. 9 虫口模型的流形图

双变量系统 双变量系统的嵌入维数为2，因而双变量系统的稳定不变流
形可能有两种类型：零维与一维.不同于单变量系统的是，双变量系统在相空间
可能是闭合的，因而可能出现极限环.但是受到唯一性定理的限制，这类系统不
可能出现比闭合轨迹更复杂的流形结构，如非周期振荡现象.在一维系统中流
形的方向只有两个，而在二维以上的系统中流形方向有无穷多个.因而在高维
系统中的流形分析不像在一维系统中那样简单明了.分析高维系统流形的一个
有效方法，是首先对不动点附近的流形作局部分析，再把这些流线定性地连结
起来，以得到系统在整个相空间的流形图.所以分析的第一步是对系统不动点
进行分类.

为了引起读者的兴趣，这里首先以一个“爱情”故事为例，讨论双变量系统
中可能出现的不动点类型和与之相连的局部流形.这个系统描述一对恋人罗密
欧与朱丽叶之间的恩怨随时间的变化.定义系统变量R（t）为在t时刻罗密欧对
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朱丽叶的感情指数；J（t）为在t时刻朱丽叶对罗密欧的感情指数.变量为正表示
爱慕，变量为负表示厌恶.考虑以下爱情动力学方程：

dR
dt ＝ aR ＋ bJ， （4. 3. 4a）
dJ
dt ＝ cR ＋ dJ. （4. 3. 4b）

方程中的系数可正可负.如果a ＞0表示罗密欧是“激情”型的；如果a ＜0则罗密
欧是“自律”型的；b ＞0表示罗密欧对朱丽叶的感情以同样的方式回报，你对我
好我就对你好，反之亦然；b ＜0表示罗密欧是“多变”型的，你越对我好我越跑，
你越对我坏我越追.当然爱情方程式一定不是线性的，如果真是这样的话，从下
面的分析中会看到它的结局没有一个是令人满意的.我们研究的只是故事开始
的阶段，这时非线性效应可以被忽略.

此方程只有一个不动点（0，0）.不考虑简并情况，方程（4. 3. 4）有如下解的
形式：

R ＝ c1e
λ1t ＋ c2e

λ2t，
J ＝ c3e

λ1t ＋ c4e
λ2t .

系数c1，c2，c3，c4 不是独立的，它们的值由初始条件决定.特征值λ1，2由下式
决定：

λ1，2 ＝
Tr ± Tr2 － 4 Δ

2 ， （4. 3. 5）
其中

Tr ＝ a ＋ d，Δ ＝ ad － bc. （4. 3. 6）
特征值λ1，2决定了爱情故事的发展.如果两个特征值都是实数，当λ1 ＜ λ2 ＜ 0
时，系统的局部流形图由图4. 10（a）示意. R，J随时间的增加趋于0，两个人最
后彼此没有感觉，这个不动点被称为稳定结点；如果λ2 ＞ λ1 ＞ 0，系统的局部流
形会向相反的方向发展，两个人的感情在各个方向上都愈演愈烈，如图4. 10
（b）所示，这时在相空间的不动点（0，0）被称为不稳定结点；如果λ1 ＜ 0 ＜ λ2，则
系统的发展轨迹会向一个方向上靠拢而不是向各个方向“爆炸”，如图4. 10（c）
所示，这时不动点（0，0）被称为鞍点.当特征值λ1，2是一对复数时，爱情的发展
变成了“你跑我追”式.这时如果特征值的实部Re（λ）＜0，你追我跑的幅度会随
时间越来越小，最后趋于0，如图4. 10（d）所示，这时不动点（0，0）被称为稳定焦
点；如果Re（λ）＞0，这种你跑我追的运动会愈演愈烈，如图4. 10（e）所示，这时不
动点（0，0）被称为不稳定焦点.在Re（λ）＝ 0时，两个人的感情在相空间中是一
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图4. 10 爱情方程式的局部流形示意图

个闭路环，如图4. 10（f）所示，这时不动点（0，0）被称为中心点.图4. 11给出了
在参量空间（Tr，Δ）中各种行为的位置.其中稳定结点与稳定焦点对它们临近的
流形有吸引作用，因而它们是零维稳定不变流形.除了这两个不变流形外，系统
还可能存在一个一维流形.从图4. 10（c）看到所有系统的轨迹都会向一条线上
靠拢.根据定义这条线是一个一维稳定不变流形.

图4. 11 爱情方程式的参数空间图

在对不动点分类以后就可以建立系统在整个空间的流形图了.下面以一个
双变量生态竞争模型，羊兔模型演示这个过程.假设在一个生态环境下初始时
有两个种群：羊与兔.由于兔的生长率比羊快，单位面积的承载能力比羊高，按
照§ 2. 2的讨论可以设兔与羊的生长率分别为3与2，承载能力也分别为3与
2，群体生长模型为
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dx
dt ＝ 3 (x 1 － x )3 － p（x，y），
dy
dt ＝ 2 (y 1 － y )2 － q（x，y）.

其中x，y是兔与羊的群体数量；p（x，y），q（x，y）代表竞争对群体数量增长的影
响.由于羊的竞争能力比较高，令p（x，y）＝2xy，q（x，y）＝ xy代入上式，得

dx
dt ＝ x（3 － x － 2y）， （4. 3. 7a）
dy
dt ＝ y（2 － x － y）. （4. 3. 7b）

容易得到方程（4. 3. 7）有4个不动点：（0，0），（0，2），（3，0），（1，1）.为了确定这些
不动点的性质，将坐标平移到不动点上并去掉非线性项，就得到与方程（4. 3. 4）类
似的线性方程.比如对于不动点（0，0），对应的线性方程的矩阵为

3 0( )0 2
，

对应的特征值为λ1 ＝ 3，λ2 ＝ 2，因而不动点（0，0）是一个不稳定结点.对于不动
点（0，2），线性方程的矩阵为

－1  0( )－2 － 2
，

对应的特征值为λ1 ＝ － 1，λ2 ＝ － 2，因而不动点（0，2）是一个稳定结点.同样的

图4. 12 羊兔模型的局部流形图

方法可以得到不动点（3，0）是稳定结点，不动
点（1，1）是鞍点.将这些局部行为在相空间中
画出，就得到了图4. 12.

下一步定性地分析整个流形图的形式.
例如，不动点（0，0）是不稳定的，它邻近的流
线应该向x，y方向运动，临近y轴的流线应
该被y轴上的稳定结点（0，2）吸引，临近x轴
的流线应该被x轴上的稳定结点（3，0）吸引.
由于流形是致密的，在x与y轴之间一定会有一条流线不能决定向哪个稳定结
点靠近，它会走向鞍点（1，1）.这条轨迹被称为带鞍点的一维不变流形.从无穷
远点出发的流线轨迹也有同样的运动形式：有一条过鞍点的一维不变流形将相
空间分为两部分，不变流形的上部分向稳定结点（0，2）运动，下部分向稳定结点
（3，0）运动.从鞍点出发的流线上面的一条与稳定结点（0，2）相连，下面的一条
与稳定结点（3，0）相连.将这些连线在局部流形图上画出，就得到图4. 13所示
的整个流形图.其中两个零维稳定不变流形用实心点表示；一维不变流形用黑
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粗线表示.容易看到系统有两个吸引域，而带鞍点的不变流形是两个吸引域的
边界.流形图4. 13表示了羊兔种群发展的归宿，即一个种群的发展最终导致另
外一个种群的灭绝；哪一个种群会灭绝取决于初始条件.

图4. 13 羊兔模型的全局流形图

带有鞍点的一维不变流形可能形成闭合轨道.图4. 14表示了这种闭合轨
道的两个类型.第一种被称为同宿轨道，它从一个鞍点出发又回到原来的鞍点；
第二种被称为异宿轨道，它由两个鞍点组成，从一个鞍点出发的轨道进入另一
个鞍点，从后者出发的轨道又回到前者.同宿轨道与异宿轨道都是结构不稳定
的，系统的控制参量稍有变化这类闭合轨道就可能打开.

图4. 14 同宿轨道与异宿轨道示意图

在二维系统中还可能出现不带鞍点也不是中心点（如图4. 10（f））的闭合
轨道，这个轨道对其邻近区域有吸引作用，被称为极限环.下面以一个狗追鸭子
的数学模型为例，讨论极限环的生成.如图4. 15所示，在一个半径为l的池塘里
一只狗在追一只鸭子.由于狗的行动缺乏预见性（在实际情况中可能不是如
此），它的追踪方向永远在狗与鸭子的连线上，而鸭子由于池塘的限制最终会沿
池塘的边缘没命地跑.假设鸭子沿逆时针方向以角速度Ω逃跑，狗的速度是鸭
子速度的k倍，计算狗的运动轨迹.
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图4. 15 狗追鸭子问题示意图

  下面在极坐标系中讨论这个问题.设在t时刻鸭子的位置坐标是（l，θ），狗
的位置坐标是（r，）.根据条件狗在t时刻向R方向运动，运动速度是kΩl.将狗
的运动速度分解为径向速度与切向速度，得到以下三变量动力学方程：

dr
dt ＝ lkΩ

lcos（θ － ）－ r
R ，

r ddt ＝ lkΩ
lsin（θ － ）

R ，
dθ
dt ＝ Ω.

其中
R2 ＝ l2 ＋ r2 － 2rlcos（θ － ）.

将以上方程无量纲化，令τ ＝ Ωt，ρ ＝ r ／ l，γ ＝ R ／ l，得
dρ
dτ
＝ k
γ
（cos（θ － ）－ ρ），

d
dτ
＝ k
ργ
sin（θ － ），

dθ
dτ
＝ 1，

γ2 ＝ 1 ＋ ρ2 － 2ρcos（θ － φ）.
为了将方程的维数降下来，可以作如下处理：将以上方程的第二式与第三式相
减并令α ＝ θ － ，导出双变量方程

dρ
dτ
＝ k
γ
（cosα － ρ）， （4. 3. 8a）
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dα
dτ
＝ 1 － k

ργ
sin（α）， （4. 3. 8b）

γ2 ＝ 1 ＋ ρ2 － 2ρcosα. （4. 3. 8c）
可以想象当狗的速度大于鸭子的速度时（k ＞1）问题类似于龟兔赛跑问题，狗会
在有限时间内追上鸭子.在这种情况下方程没有不动点，也没有渐近行为.当
k ＜1时方程（4. 3. 8）有一个定态解

ρ0 ＝ k，
α0 ＝ arccosk.

同上面的方法一样，可以在不动点附近将方程（4. 3. 8）做线性处理，其线性方程
的矩阵为

－ k
1 － k 2

 － k

  1k

 
 
 
 
 

 
 
 
 
    0
，

对应的特征值为

λ1，2 ＝
－ k ± 5k2 － 4
2 1 － k 2

.

k ＜1，所以该不动点为稳定焦点或稳定结点.其中，当0 ＜ k ＜ 4 ／ 5时，不动点为
稳定焦点；当4 ／ 5≤k ＜1时，不动点为稳定结点.不动点（k，arccosk）在（r，）坐
标系中是一个闭合的环：

r（t）＝ kl，
（t）＝ Ωt － arccosk，  k ＜ 1.

如图4. 16所示.很显然这个闭合环可以吸引临近领域的流线，因而它是一个一
维稳定不变流形，这类一维稳定不变流形被称为极限环.

图4. 16 极限环
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关于二维系统极限环的存在定理有庞加莱-本狄克森（Poincaré-Bendixson）
定理，它是非线性动力学理论的重要定理之一.假设

·R是相空间中的一个子空间，
·动力学方程（4. 1. 1）在包含R的空间中是连续可微分的，
·R中不包含任何不动点，
·在R中的一个轨道C从任意一点出发都不能逃逸出R，

则这个轨道C或者是一个闭合轨道，或者当时间趋于无穷大时趋于一个闭合轨
道.不论哪种情况子空间R中都包含一个闭合轨道，这个闭合轨道就是极限环.
庞加莱-本狄克森定理否定了在二维系统中存在非周期轨道的可能性.因为非
周期轨道一定不是闭合的，而庞加莱-本狄克森定理要求闭合轨道.需要指出的
是庞加莱-本狄克森定理不适用于维数大于2的动力系统.在这些系统中可能出
现比闭合轨道复杂的不变流形结构.

图4. 17 环面构造示意图

三变量系统与更多变量系统 当嵌入维数为3时，不变流形的维数可能是
0，1或2.在上面的讨论中已知零维稳定不变流形对应于稳定不动点；一维稳定
不变流形对应于带鞍点的一维轨道或极限环.值得指出的是在三维系统中极限
环可以在相空间中绕许多圈再闭合，这样做不会违反唯一性定理.最简单的二
维稳定不变流形（不带鞍点的二维不变流形）可能是一个环面（torus）.分析一个
含有两个周期函数的动力系统，函数的周期分别为T1，T2 .如果T1 ／ T2 ＝ p ／ q（p，q
为正整数），则在相空间中这个轨道是闭合的，对应于一个一维不变流形，轨道
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的周期为T ＝ T1q ＝ T2p，见图4. 17（a）.如果T1 ／ T2是一个无理数，则轨道在相空
间中永远不闭合，这时系统表现出准周期振荡行为，见图4. 17（b）.这样的轨道
可以映射到一个环面上，如图4. 17（c）所示.假设第一个周期函数的变量为，
它在A，B两点做周期运动，周期为T1；第二个周期函数的变量为θ，它在A，D两
点间做周期运动，周期为T2 .用图4. 17（c）所示的作图方法可以将平面ABCD
变成一个环面.系统的运动轨道被限制在环面上，但是轨迹在环面上永不相交，
因而致密地覆盖整个环面.这就是一个二维环面，如果这个二维环面对其邻近
的流形有吸引作用，它就是一个二维稳定不变流形.

嵌入维数在三维以上的系统还可以支持分形结构的不变流形，分形结构的
不变流形构成奇异吸引子，这时系统表现出确定性混沌运动.数学上的分形结
构是在一系列重复操作中构造的.如图4. 18所示，在一个尺度为l的d维数物

图4. 18 分形结构构造示意图

体中挖出N个尺度为lr的小物体（r ＜ 1），在每个新产生的小物体中再挖出N
个尺度为lr2的更小的物体，当这种操作不断重复并趋于无穷时，会留下无穷多
个无穷小的物体.这个集合的拓扑维数可以用拓扑维数的定义来计算：

Nε (＝ l )ε
D0，  ε→ 0.

其意义是在一个线性尺度为l的体积中，用线性尺度为ε的尺子将该体积划
分，然后数出包括小物体的格子的数目Nε .当ε→0时Nε与ε有幂率关系，幂
指数即为集合的拓扑维数.根据这个定义，用图4 . 18构成的物体集合的拓扑
维数为

D0 ＝ lim
ε→0

lnNε
ln（l ／ ε）＝

lnN
ln（1 ／ r）.

比如当N ＝2r ＝0. 5时D0 ＝ 1；当N ＝2r ＝0. 2时D0 ＝ 0. 43.
想象一个不变流形由无数个面组成，这些面在相空间某个方向上排列为自

相似的分形结构.在另外的方向上，面与面以一定规则相连接，如图4. 19所示.
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图4. 19 奇异吸引子

这个流形就是一个分形结构的流形，它的维数在2与3之间.如果这个流形对
其邻近区域有吸引性质，它就是一个不变流形，在混沌理论中被称为奇异吸引
子.关于分形结构与确定性混沌的性质需要专著专门介绍，这些内容超出了本
书的范围.

§ 4. 4 保守系统与耗散系统

上节的分析是研究动力学系统的渐近态行为.根据渐近态的稳定不变流形
对系统进行分类，从而得出了零维稳定不变流形，即不动点，一维稳定不变流
形，如极限环，二维稳定不变流形，如环面，以及具有分形结构的稳定不变流形，
如确定性混沌等.本节从另外一个角度分析动力学系统的行为.只考虑系统在一
定初始条件下的暂态行为并以暂态行为对系统进行分类.这样可以将动力学系统
分为两大类：保守系统（conservative system）与耗散系统（dissipative system）.用系
统的暂态行为对系统进行分类有它的物理意义.从数学角度出发，当一个系统
的动力学方程被确定以后，给定一个初始条件（对偏微分方程还要给定边界条
件），系统的演化路径就被确定了.但从物理角度出发，由于存在测量误差，初始
条件是不能完全确定的.人们只能在一定精度下给出系统的初始条件.因而在
相空间表示中，更有物理意义的做法不是研究一个点的演化轨迹，而是研究一
个体积的演化轨迹，这个体积的线性尺度是由测量精度决定的.对于一个动力
学方程，如果这个初始体积随着时间不断增大，那么虽然我们能够精确预测任
何一个点的演化轨迹，我们还是不能对系统进行有效预测.保守系统是指在相
空间中的一个空间的总体积不随时间变化；耗散系统是指它们的总体积随时间
减少.只有在这两种类型的系统中预测才可能是有意义的.但是必须指出，不是
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所有的保守系统和耗散系统都是可预测的.如图4. 20所示，在总体积不变的情
况下系统在某些方向上仍然可以发散.

图4. 20 保守系统在x方向上发散的例子

根据在本章第一节介绍的微分方程的唯一性定理，在相空间中的流形除了
奇异点以外是不可交叉的.从这个意义上说动力学系统的演化路径在相空间中
具有流体力学系统的一些一般性质，可以将流形对应于流体的流动轨迹，速度
场对应于流场，奇异点对应于流体系统中的源与汇等.下面复习一下流体系统
的一般性质.设ρ为流体的密度，根据质量守恒定律，流体密度随时间的变化服
从以下方程：

 ρ
t
＝ δρ －

Δ·（ρv）， （4. 4. 1）
方程右边第一项是源的贡献，第二项是流的贡献.如果流体密度还是位置的函
数：ρ ＝ ρ（x，y，z，t），则对流体密度的全微分为

d ρ
d t ＝

 ρ
 t
＋  x
 t
 ρ
 x
＋  y
 t
 ρ
 y
＋  z
 t
 ρ
 z
＝  ρ
 t
＋ v·Δ

ρ. （4. 4. 2）
假设流体系统是无源的，即δρ ＝0，将（4. 4. 1）代入（4. 4. 2），得

dρ
dt ＝

ρ
t
＋ v·Δ

ρ ＝ －

Δ·（ρv）＋ v·Δ

ρ ＝ － ρ

Δ·v . （4. 4. 3）
在一个动力学系统的相空间中，我们也可以相应地定义一个流形密度ρ：

ρ ＝ 1Ntot
lim
ΔΓ→0

ΔN
ΔΓ
. （4. 4. 4）

其中ΔΓ是相空间中的一个小体积，ΔN为通过这个小体积的流形条数，Ntot是
系统的总流形数.当然，在相空间中流形是连续的，流形条数不可能在连续条件
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下定义，只能将系统适当离散以后才能计算.但流形密度这个量是有物理意义
的，正如电场密度、磁场密度无法数出来，但还是有确定的物理意义.动力学系
统相空间的流形密度可以对应于流体系统中的流体密度，所以方程（4. 4. 3）在
相空间仍然成立，只是把流体系统中的空间坐标（x，y，z）变成n维空间的坐标
（x1，…，xn）.因而有

v ＝ drdt  →  v ＝
dx
dt ＝ F（x）. （4. 4. 5）

代入（4. 4. 3），得
dρ
dt ＝ － ρ

Δ·F， （4. 4. 6）
或

dlnρ
dt ＝ －

Δ·F. （4. 4. 7）
对（4. 4. 7）进行从0到t积分：

1
t ln
ρt
ρ0
＝ － 1t ∫

t

0

Δ·Fdt ＝ － 〈 Δ·F〉t. （4. 4. 8）
为了计算在空间中初始体积随时间的演化，令式（4. 4. 4）中的ΔN ＝ const.代入
（4. 4. 8），得

1
t ln
ρ0
ρt
＝ 1t ln

ΔΓt
ΔΓ0

＝ 〈 Δ·F〉t，
上式中ΔΓ0，ΔΓt分别为初始条件所占体积与时间t时的体积，两者的关系为

ΔΓt ＝ ΔΓ0e
〈 Δ·F〉t·t . （4. 4. 9）

式（4.4.9）决定了初始条件在相空间中的一个小体积随时间的变化，如果〈 Δ·F〉t ＝
0，初始体积在平均意义下保持不变，根据本节开始的定义，对应的动力系统为保守
系统.如果〈 Δ·F〉t ＜ 0，初始体积在平均意义下变小，则对应的系统为耗散
系统.

根据上面的定义可以证明所有哈密顿系统都是保守系统.哈密顿系统的形
式为

qi
t
＝ H
pi
，

pi
t
＝ － H
qi

 （i ＝ 1，…，3N）.

写成（4. 4. 1）一般的动力学方程形式：
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F (＝ H
p1
…H
p3N

－ H
q1
…－ H

q3 )
N

T
.

因而

Δ·F (＝ 
q1
…
q3N


p1
…
p3 )

N
F

＝ ∑
3N

i ＝
(

1

2H
piqi

－ 
2H
qip )

i
＝ 0.

应当指出，虽然哈密顿系统一定是保守系统，但保守系统不一定是哈密顿系统.
比如，一个保守系统中的变量数不一定是哈密顿系统所要求的偶数.

一个带摩擦的力学系统一定是一个耗散系统.以一维力学系统
d2x
dt2
＝ f（x）－ k dxdt

为例说明这种情况，其中k ＞ 0是摩擦系数.令y ＝ dx ／ dt得动力系统的一般
形式：

dx
dt ＝ y，
dy
dt ＝ f（x）－ ky.

容易得出Δ·F ＝ － k ＜0，所以这个系统是耗散系统.另一个重要的耗散系统是
洛伦茨系统：

dx
dt ＝ σ（－ x ＋ y），
dy
dt ＝ r（x － y － xz），
dz
dt ＝ xy － bz

 

 

 

 
 

 
 ，

（4. 4. 10a）

（4. 4. 10b）

（4. 4. 10c）
其中σ，r，b ＞0.对于洛伦茨方程有

Δ·F ＝ － （σ ＋ r ＋ b）＜ 0，
所以它是一个耗散系统.

有必要强调的是一般来说一个耗散系统不是在相空间中的每一个点都有
体积压缩的性质，只要在平均意义上有这种压缩性质系统就满足耗散系统的条
件.例如，对于§ 3. 2推导的BZ反应动力学方程（3. 2. 4）有：

Δ·F ＝ 1
ε1
（1 － 2x － y）－ q ＋ x

ε2
－ 1.

由于
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1
ε1
≈ 100 》 1 》 q

ε2
≈ 0. 02，

当x ＝0，y ＝0时Δ·F ＞0.但是对x，y（x，y ＞0）做平均后Δ·F是小于零的.所
以BZ反应是耗散系统.

§ 4. 5 稳定性与线性稳定性

在本章第二节中曾经提到了“稳定”一词，但对其物理意义并没有做详细的
解释.本节将对系统稳定性做严格的定义，并介绍非线性动力学的一个重要定
律：线性稳定性原理.这个原理使得我们能够将非线性方程在局部上做线性化
处理，得到的结论对于原非线性方程同样适用.它构成了下一章线性稳定性分
析的基础.但是线性稳定性分析只是在系统中的局部区域有效，如果分析系统
离开这些局部区域的动力学行为就要用非线性分析，这在本书第六章详细
讨论.

对于一个确定性的动力学方程，如果我们不考虑系统与外界的随机涨落效
应，则系统的所有不动点都不会随时间变化.但是在真实系统中系统总是存在
着涨落.这种涨落有些是系统本身的，如系统中参数的涨落；有些是外界的，表
现为系统变量的涨落.考察系统稳定性问题就是研究系统在涨落下的抗干扰能
力.只有抗干扰系统才是稳定的系统，只有抗干扰的系统状态才是可能被观测
者观察到的系统状态.如果一个系统对系统参数的涨落是抗干扰的，这个系统
具有结构稳定性；如果一个系统对变量的涨落是抗干扰的，这个系统具有状态
稳定性.在研究非线性动力学中遇到最多的是系统的状态稳定性问题，本节主
要讨论这类稳定性.

首先从直观图像上解释稳定性的意义.设Xs是系统在相空间的一个不动
点.在这个状态上加上一个扰动，

X（t）＝ Xs ＋ x（t），
研究系统稳定性就是研究扰动随时间的变化.根据扰动的演化结果可以将这个
不动点分为三类：

·如果x（t）无界，也就是说它的大小会随时间无限增大，则这个状态是不
稳定的.例如本章第三节讨论的不稳定结点、不稳定焦点和鞍点都是不稳定
状态.

·如果x（t）有界，但它的大小既不随时间无限增大也不随时间趋于零，也
就是说这个扰动的效应会永远保留在系统中，则这个不动点在李雅普诺夫
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（Lyapunov）意义上是稳定的.在本章第二节讨论的中心点属于这类情况.
·如果扰动的大小随时间的增加趋于零，也就是说扰动的效应不会永远保

留在系统中，则不动点是渐近稳定的.第三节讨论的稳定结点与稳定焦点都是
渐近稳定的.

用数学分析中的δ-ε语言，可以对系统的稳定性做如下定义：在Xs附近定
义两个域Uε，Uδ（ε），其中Uδ（ε）决定于Uε .如果在Xs附近可以找到一个域Uε与
一个域Uδ（ε）使得任何出发于Uδ（ε）的轨迹永远不会越过Uε，则Xs在李雅普诺夫
意义上是稳定的；如果找不到这样一个域，则Xs是不稳定的；如果可以找到一
个域Uδ（ε），使得出现于Uδ（ε）的状态在t→∞时趋于Xs，则Xs是渐近稳定的.

根据上面的定义谐振子方程在李雅普诺夫意义上是稳定的.如图4. 21所
示，任意给定一个包括不动点（0，0）的域Uε，我们可以找到一个椭圆域Uδ（ε），其
长轴与Uε的边相等，而它的边界是谐振子方程的一个闭合椭圆轨道.由于流形
是不相交的，在Uδ（ε）内的任何轨迹都跑不出Uδ（ε），也就跑不出Uε .所以谐振子
方程在李雅普诺夫意义上是稳定的.如果谐振子方程变成双曲方程

d2θ
dt2
＝ ω2

0
θ，

则不动点（0，0）是不稳定的.因为该方程的解是双曲线，任何一个有限的域都不
能把这个轨迹包进去.

图4. 21 谐振子方程在不动点附近的行为

如果一个不变流形（不动点，极限环等）随系统的控制参数变换从稳定的变
为不稳定的，则系统会经历一个渐变或突变的过程到达另一个不变流形，这个
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过程一般会伴随着系统的对称性破缺，这个过程被称为非平衡态相变.本章第
一节分析的铁环问题就是非平衡相变的一个例子.如图4. 5所示，当λ ＜ 1时不
动点（0，0）是一个稳定结点，整个系统保持镜像对称；当λ慢慢增加并超过
1时，这个点变为不稳定结点.系统会跃变到θ≠0的定态点上，这个状态没有镜
像对称.

稳定性问题研究系统的扰动随时间演化的行为，如果这个扰动很小，则扰
动方程可以化为线性方程.设方程（4. 1. 1）存在不动点Xs，则在Xs附近做一个
小的扰动后系统的状态为X（t）＝ Xs ＋ x（t），代入原方程并作泰勒级数展开：

dX
dt ＝

dx
dt ＝ F（Xs ＋ x）－ F（Xs）

＝ F
( )X Xsx ＋

1
2
2F
X( )2 Xsx2 ＋…， （4. 5. 1）

所以微扰方程的一般形式为
dx
dt ＝ Lx ＋ h（x）. （4. 5. 2）

方程右边第一项为线性，第二项为非线性项.
以另一个在非线性动力学研究中占有重要地位的系统———布鲁塞尔子

（Brusselator）的推导演示这个过程.布鲁塞尔子是一个虚拟的化学反应系统：
A

k
→——
1
X，

B ＋ X
k
→——
2
Y ＋ C，

2X ＋ Y
k
→——
3
3X，

X
k
→——
4
D.

应用质量作用定律写出反应的动力学方程：
dX
dt ＝ k1A － k2BX ＋ k3X

2Y － k4X，
dY
dt ＝ k2BX － k3X

2Y.

其中X，Y是方程的变量，A，B是方程的控制参量.将以上方程无量纲化，令
t′ ＝ k4 t，X′ ＝ k3

k 4 X，Y′ ＝ k3
k 4 Y，A′ ＝ k1k

1 ／ 2
3

k3 ／ 24
A，B′ ＝ k2k4 B，

代入以上方程并去掉无量纲量上的撇号，得
dX
dt ＝ A － （B ＋ 1）X ＋ X

2Y， （4. 5. 3a）
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dY
dt ＝ BX － X

2Y. （4. 5. 3b）
首先找出方程（4. 5. 3）的所有不动点.容易看出该方程只有一个不动点（A，B ／ A）.
在此不动点附近作微扰，令

X（t）＝ A ＋ x（t），
Y（t）＝ B ／ A ＋ y（t），

代入方程（4. 5. 3）就得到（4. 5. 2）形式的方程.其中L是线性方程部分的矩阵
L ＝

B － 1  A2

－ B  － A( )2 ， （4. 5. 4）
h是非线性向量函数

h (＝ B
A x

2 ＋ 2Axy ＋ x2 )y  1
－( )1 . （4. 5. 5）

如果微扰量很小，我们可以舍去高阶项而只分析方程的线性部分.线性方程稳
定性与原非线性方程稳定性的关系可以由线性稳定性原理决定.下面是线性稳
定性原理的一个表述形式：

设动力学方程
dX
dt ＝ F（X） （4. 5. 6）

存在不动点Xs，则在Xs附近有微扰方程（4. 5. 2）.如果线性系统
dx
dt ＝ Lx （4. 5. 7）

是渐近稳定的，由此定义的非线性系统（4. 5. 2）也是渐近稳定的；如果线性系统
（4. 5. 7）是不稳定的，由此定义的非线性系统（4. 5. 2）也是不稳定的；如果线性
系统（4. 5. 7）在李雅普诺夫意义上是稳定的，由此定义的非线性系统（4. 5. 2）
的稳定性不能确定.

这个定理保证了在绝大部分情况下可以用线性微扰方程代替非线性微
扰方程来分析一个非线性系统在不动点附近的状态稳定性.一般来讲，非线
性方程是没有解析解的，所以很难对它的稳定性做分析.而一个线性方程总
是有解析解的，它的稳定性可以很容易得到.线性稳定性原理在非线性动力
学分析中的实用意义，就是将一个复杂的非线性问题变成了一个简单的线性
问题.

如果线性稳定性分析得到的稳定性是李雅普诺夫意义上的，则这种分析就
不能对相应的非线性方程的状态稳定性做出判断.这种情况一般出现在相变边
界上，在参数空间中属于测度为零的面.图4. 22给出了这种情况的例子.图中
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的实线是方程（4. 5. 3）的一个数值模拟，虚线是对应的线性方程的数值模拟.控
制参量为A ＝2，B ＝5.我们看到线性系统的轨迹是一个闭合环，而对应的非线性
系统的轨迹是一个趋向不动点的螺旋线，两者在稳定性上有本质的差别.

图4. 22 非线性方程与对应的线性方程在临界点上的差别
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第五章 不动点的线性稳定性分析

本章讨论线性稳定性分析在非线性动力学研究中的应用.根据上一章介绍
的线性稳定性原理，一个非线性系统在不动点附近的局部行为与它所对应的线
性系统有密切关系.因此，在分析中可以将非线性系统局部行为的研究转化为
对相应的线性系统的研究.研究的主要方向集中在相变点附近的行为.在相变
点附近线性系统局部行为的改变，很大程度上决定了所对应的非线性系统在相
变点附近局部行为的改变，并进一步决定了系统以后的发展.当然，分析线性系
统不能得出系统发生相变以后产生的新状态的性质，对这个问题的讨论要放在
下一章进行.另外，对于一些系统知道它在不动点附近的行为会帮助了解系统
的全局性质，这种情况在本章中也要有所讨论.

§ 5. 1 中心流形定理

对于一个不含记忆的动力系统（4. 1. 1），如果它存在不动点Xs，根据上一
章最后一节的讨论，可以在不动点附近将系统所对应的微扰方程写成（4. 5. 2）
的形式.其中微扰方程的线性部分为：

dx
dt ＝ Lx. （5. 1. 1）

令x ＝ u eω t并将此关系代入方程（5. 1. 1），问题变为代数方程
Lu ＝ ωu. （5. 1. 2）

其中u与ω分别为矩阵L的特征向量与特征值.通过这样的处理，系统在不动
点的稳定性问题转变为特征值问题.值得注意的是，这时系统的动力学性质已
经与特征向量u没有关系，特征值ω提供了系统在不动点附近的所有动力学信
息.将特征值ω的实部与虚部分开有

x ～ eRe（ω）teiIm（ω）t .
如果Re（ω）＜0，｜ x ｜将以指数形式衰减，因而微扰量随时间趋于0，不动点Xs是
渐近稳定的；如果Re（ω）＞0，微扰量随时间呈指数型增加，因而不动点Xs是不
稳定的.在两者之间，存在着一个特殊的情况Re（ω）＝ 0，这个情况被称为临界



稳定性.注意到对于保守系统与耗散系统，不稳定与临界稳定都是可能存在的，
而渐近稳定只有在耗散系统中才可能存在.

图5. 1 相变（a）与非相变（b）的情况

一般来讲，当系统的控制参量λ发生
变化时，线性方程（5. 1. 1）的矩阵元也会相
应地发生变化，而矩阵元的变化会使系统
的特征值发生改变.特征值随系统控制参
量的改变有两种典型的可能性，如图5. 1
所示.第一种情况（a），随着控制参量的变
化特征值越过特征值平面的虚轴，系统的
不动点在λ ＝ λc时从渐近稳定的变为不稳
定的，这时不动点Xs就不再是物理系统中
的一个可观测状态，系统会经过一个渐变
或突变的过程到达新的渐近态.这个过程对应于一个非平衡态相变，λc被称为
相变的临界值.第二种情况（b），不论控制参量怎样变化，不动点Xs总是渐近稳
定的.在这种情况下，任何新的状态都不可能自发地从系统中产生.对于一个
n维动力系统来说，它所对应的矩阵L有n个特征值.它们随控制参量的变化行
为有些像（b），有些像（a），只要有一个特征值的行为有（a）的性质，系统就可能
出现一个非平衡相变.

根据线性代数的计算方法，代数方程（5. 1. 3）有非平庸解的条件是：
det Lij － ωmδij ＝ 0. （5. 1. 3）

这里引入指标m来表示代数方程（5. 1. 3）不同的特征值.一般来说，对于一个
典型的控制参量，在系统不存在特别的对称的情况下，ωm是各不相同的，因而
对于n × n的矩阵有n个不同值的ωm，如果系统本身有一些对称限制，或当系统
控制参量取一特定值时，特征值会发生简并现象.这里以方程（4. 3. 4）说明这两
种情况.第一种情况，方程式的矩阵为：

a － b b( )－ b a ＋ b
.

对于这种情况ω1，2 ＝ a，这时不论控制参量怎样变化，特征值都是简并的，这是
系统本身的结构引起的简并.第二种情况，方程的矩阵为：

a b
b ( )a .

当控制参量b变为0时，系统出现简并，这是控制参量变化所引起的简并.对于
简并的情况，在本书中所讨论的范围内不会引起系统定性的改变，因而不做更
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细致的分析.如果研究混沌理论，在一些情况下必须考虑简并态的影响.
把线性方程（5. 1. 3）中的所有特征值计算出来后，系统的时间尺度就会一

目了然.将特征值代入x ＝ u eω t，得到微扰方程的解：
x ＝ ∑

n

m ＝ 1
Cmumeωm

t . （5. 1. 4）
很明显，ωm代表了微扰在相空间变化的时间尺度.在一些Re（ω）《0对应的方
向上，微扰会在系统中很快消失，而在另一些Re（ω）≈0对应的方向上，微扰会
在系统中长久保留.换句话说，在经过一个短暂的时间之后，微扰的流形会被压
缩到由Re（ω）≈0对应的特征向量所组成的子空间附近.如果我们关心的是微
扰的渐近行为，就可以在这个子空间进行讨论.这样研究的对象就从一个高维
空间转变为一个低维空间，这个低维空间叫中心流形，将高维系统转化到低维
中心流形的基本理论，叫中心流形定理.

下面介绍中心流形的计算思路.对于线性方程（5. 1. 1），如果系统不存在简
并态，则L可以经过一个相似变换变成一个对角矩阵：

D ＝ T －1LT， Dij ＝ ωiδij， i，j ＝ 1…n.
如果系统存在简并态，则L可以经过一个相似变换变成一个约当矩阵.简并的
情况在非线性系统中不多见，同时计算起来比较复杂，下面只讨论不存在简并
的情况，根据特征值的大小，可以将系统分为两部分（见图5. 2）.第一部分：

ωc，j：Re（ω j）≈ 0，
这些特征值对应的向量记为z；第二部分：

ωnc，j：Re（ωi）《 0，
这些特征值所对应的特征向量记为w.在经过相似变换后，非线性微扰方程
（4. 5. 2）可以写成两部分：

图5. 2 特征根在特征值空间的分布
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dzi
dt ＝ ωc，i zi ＋ fi（｛zi｝，｛wj｝）， i ＝ 1，…，m， （5. 1. 5a）
dwj
dt ＝ ωnc，jwj ＋ gj（｛zi｝，｛wj｝）， j ＝ m ＋ 1，…，n.   （5. 1. 5b）

由于ωnc，j《0，可以认为经过一个很短的暂态过程后dwj ／ dt≈0，在此情况下，方
程（5. 1. 5b）变成一个代数方程，解得

ω j ＝ ω j（｛zi｝）. （5. 1. 6）
从动力学角度解释，快变量的运动被慢变量所决定.这种情况在哈肯的书中［23］

被称为奴役原理（slave principle）.将式（5. 1. 6）代入（5. 1. 5（a）），得
dzi
dt ＝ ωc，i zi ＋ qi（｛zi｝），  i ＝ 1，…，m. （5. 1. 7）

这样非线性微扰方程（4. 5. 2）就被转化成（5. 1. 7）的形式.方程右边第一项是
线性项，第二项是非线性项.这里需要提醒注意的是方程（5. 1. 7）在相空间的流
形就是在欧几里得坐标系的流形，但在原坐标系中它对应于由式（5. 1. 6）规定
的超平面上的流形，这个超平面就是中心流形.

下面以过阻尼铁环系统（3. 1. 7）为例，具体演示计算中心流形的过程.令Ω
＝ dθ ／ dt，方程（3. 1. 7）变为：

dθ
dt ＝ Ω， （5. 1. 8a）
dΩ
dt ＝ －

1
ε Ω
＋ 1
ε
sinθ（λcosθ － 1）. （5. 1. 8b）

在不动点（0，0）附近将方程分成线性与非线性两个部分.注意到sinθ（λcosθ －
1）中包含线性部分：sinθ（λcosθ －1）＝（λ －1）θ ＋ O（θ2）.因而有

d
dt ( )θΩ ＝

 0   1
λ － 1
ε
 － 1

 
  
 

 
  
 ε
( )θΩ ＋

      0
1
ε
sinθ（λcosθ － 1）－ 1ε（λ － 1）

 
  
 

 
  
 θ
.

（5. 1. 9）
定义新的控制参量a ＝ λ －1，方程（5. 1. 9）线性部分的特征值为

ω1，2 ＝
－ 1 ± 1 ＋ 4ε a

2ε
.

在临界值a ＝0附近，特征值可近似写为
ω1，2 ＝

－ 1 ± （1 ＋ 2εa）
2ε

.

因而有ω1 ＝ a，ω2 ＝ －（a ＋ 1 ／ ε）.两个特征值对应的特征向量组成相似变换
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矩阵：
T ＝ 1   ε

a － （1 ＋ εa( )）， T －1 ＝ 1
1 ＋ 2εa

1 ＋ εa ε
 a  －( )1 .

对方程（5. 1. 9）做相似变换，得
dz
dt ＝ az ＋

1
1 ＋ 2εa

［sinθ（λcosθ － 1）－ aθ］， （5. 1. 10a）
dω
dt (＝ － 1

ε )＋ a ω － 1ε
1

1 ＋ 2εa
［sinθ（λcos － 1）－ aθ］.（5. 1. 10b）

这里z，ω与θ，Ω的关系由相似变换矩阵决定：
z( )ω ＝ T －1 ( )θΩ ＝

1
1 ＋ 2εa

（1 ＋ εa）θ ＋ εΩ
  aθ －( )Ω

，

( )θΩ ＝ T
z( )ω ＝

  z ＋ εω
az － （1 ＋ εa）( )ω .

由于－（a ＋1 ／ ε）《0，令dω ／ dt ＝0，得中心流形
ω ＝ － 1
（1 ＋ εa）（1 ＋ 2εa）［sinθ（λcosθ － 1）－ aθ］， （5. 1. 11a）

θ ＝ z ＋ εω. （5. 1. 11b）
方程（5. 1. 10）变成一维非线性方程：

dz
dt ＝ az ＋

1
1 ＋ 2εa

［sinθ（λcosθ － 1）－ aθ］. （5. 1. 12）
其中θ由下式决定：

θ ＝ z － ε
（1 ＋ εa）（1 ＋ 2εa）［sinθ（λcosθ － 1）－ aθ］.

当ε→0时，z ＝ θ，ω ＝ aθ － Ω.代入（5. 1. 11），中心流形变为
Ω ＝ sinθ（λcosθ － 1），

与§ 4. 2式（4. 2. 2）一致.而方程（5. 1. 3）变为
dθ
dt ＝ sinθ（λcosθ － 1），

与（4. 1. 4）式一致.
在实际情况中，应用中心流形定理可以大大简化研究非线性动力系统的复

杂性.当考察一个n维动力系统不动点附近的临界行为时，由于随着控制参量
的变化，只有几个特征值可能同时从特征值平面的虚轴穿过（见图5. 2），所以
只需考虑几个变量的微扰方程就够了.一般的动力系统的中心流形都是一维或
二维的.在研究混沌现象时，要考虑三维或更高维的中心流形.由于本书不讨论
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混沌行为，以下将集中讨论一维、二维流形的动力学系统在分岔点附近的行为.
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§ 5. 2 单变量系统

单变量系统是动力系统中最简单的.其非线性方程所对应的线性方程为：
dx
dt ＝

F
X Xs

x. （5. 2. 1）
所以特征值只有三种情况：ω ＜0，ω ＞ 0，ω ＝ 0.第一种情况说明不动点Xs是渐
近稳定的，第二种情况说明不动点Xs是不稳定的，第三种情况很少出现，对应
于临界稳定情况.例如，对于方程（4. 1. 2），其不动点为：Xs ＝ kπ，k为正整数.各
不动点的特征值为

F
x Xs

＝ coskπ ＝
1，  k ＝偶数；
－ 1， k ＝奇数{ .

因而当k为偶数时不动点是不稳定的，当k为奇数时不动点是稳定的.这个结
论与图4. 1的分析结果一致.对于种群生长模型（3. 3. 2），方程有两个不动点
Ns ＝ 0与Ns ＝ K.两个不动点的特征值分别为

f
N Ns ＝ 0

＝ r －
2rNs
K ＝ r，  f

N Ns ＝ K
＝ － r.

因而不动点0是不稳定的，不动点K是稳定的.另外，从线性稳定性分析还可以
得到系统在不动点附近的动力学特征时间尺度.对（5. 2. 1）式积分得：x ＝
x0e

t ／ τ，所以特征时间尺度为：
τ ＝ 1 ／ ω ＝ 1 ／ f

X Xs

.

当系统的控制参量变化时，系统不动点的动力学行为也会发生相应的变化.如
果系统的特征值从负数变为正数，则对应的不动点会从稳定的变为不稳定的，
这种情况对应于非平衡相变的情形.以过阻尼铁环系统（4. 1. 4）为例分析非平
衡相变的情况.重写方程如下：

dθ
dt ＝ sinθ（λcosθ － 1）.

首先计算方程的所有不动点.从§ 4. 1的分析知道（见图4. 3），当λ ＜1时，方程
有两个不动点0，π，当λ ＞1时方程有四个不动点：0，π，± arccos（1 ／ λ）.接着计
算各个不动点所对应的特征值：

f
θ
＝ λ（2cos2θ － 1）－ cosθ， （5. 2. 2）

对于λ ＜1，
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ω ＝ λ － 1 ＜ 0，θ ＝ 0；
ω ＝ λ ＋ 1 ＞ 0，θ ＝ π.

所以θ ＝0是稳定不动点，θ ＝ π是不稳定不动点.当控制参量增加到λ ＞ 1时，
系统出现了两个新的不动点.同时θ ＝0对应的特征值（λ －1）从负数变为正数，
因而不动点θ ＝0从稳定的变为不稳定的.不动点θ ＝ π的稳定性不随λ的增加
而改变.现在分析新产生的不动点的线性稳定性.将不动点± arccos（1 ／ λ）代入
（5. 2. 2）式，得

ω (＝ 1
λ
－ )λ .

由于λ ＞1，两个不动点的特征值都是负值，因而两个不动点都是稳定的.将所有
的不动点随控制参量λ的变化画在一张图中，用实线表示稳定不动点，用虚线
表示不稳定不动点，就得到了如图4. 5所示的系统动力学分岔图，这是一个典
型的叉型分岔.

除了叉型分岔会产生一对新的稳定不动点以外，一维动力系统中还存在着
另一种产生不动点的方式，上一章讨论的虫口模型就属于这种情况.重新写出
虫口模型的无量纲形式：

dx
dτ (＝ rx 1 － )xk － x2

1 ＋ x2
.

如图4. 8所示，当控制参量增加到一个临界值rc时，系统的不动点从两个变为
四个.现在分析这四个不动点的局部稳定性.

f
x
＝ r －

2rxs
k －

2xs
1 ＋ x2( )

s
2 . （5. 2. 3）

显然xs ＝ 0是一个不稳定不动点.我们可以将其他不动点代入式（5. 2. 3）得到
这些不动点的稳定性质.但是对于一维系统有更简洁的方法.从图4. 9分析看
到，一维系统不动点的稳定性肯定是沿x轴交替变化的.如果x ＝ 0是不稳定
的，那么图4. 9中的a点一定是稳定的，b是不稳定的，c又是稳定的.就是说新
产生的不动点一个一定是稳定的，一个一定是不稳定的.在两个不动点产生的
临界状态时，直线r（1 － x ／ k）与曲线x ／（1 ＋ x2）相切，如图4. 8所示，因而有

(r 1 － )xk ＝ x
1 ＋ x2

， （5. 2. 4）
与

d
dx (r 1 － )[ ]x

k
＝ ddx

x
1 ＋ x[ ]2 . （5. 2. 5）

将（5. 2. 4）与（5. 2. 5）式代入（5. 2. 3）式，得到在临界点上系统的特征值等于0.
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总结上面的分析，我们看到另一类分岔现象：在控制参量到达临界点之前，系统
在相空间某个局部不存在不动点；当控制参量移动到临界点位置时，系统在此
局部产生一个不动点，它是临界稳定的；当控制参量越过临界点后，此不动点一
分为二，其中一个是稳定的，一个是不稳定的.这类分岔在一维系统中被称为极
限点分岔（limit point bifurcation），在二维系统中被称为鞍-结点分岔（saddle-
node bifurcation）.鞍-结点分岔的动力学行为会在下一节介绍.在下一章会讨论
这两类分岔的正则形式.

极限点分岔或鞍-结点分岔是灾变理论的基本形式.进一步分析虫口模型
动力学行为随控制参量的变化可以得到灾变理论的基本思想.首先建立虫口模
型的相图.经过微分后从（5. 2. 5）式可以得到

－ rk ＝
1 － x2

（1 ＋ x2）2 . （5. 2. 6）
将此式代入（5. 2. 4）式得到控制参量r与x的函数关系：

r ＝ 2x3

（1 ＋ x2）2 . （5. 2. 7）
将（5. 2. 7）式代入（5. 2. 6）式，得到控制参量k与x的函数关系：

k ＝ 2x3

x2 － 1
. （5. 2. 8）

虫口模型要求k ＞0，这意味着x ＞1，以x作为参量，可以在控制参量空间中画出
虫口模型的相图，如图5. 3所示.这个相变图将控制参量空间分为三部分，避难
态，虫口数量很少；爆发态，虫口数量很大；双稳态，两个状态共存.对于一个固
定的k值（例如k ＝20），如果我们逐渐增加控制参量r，虫口数量会从避难态进
入双稳态，这时避难态仍然存在，所以系统在没有大的扰动的情况下仍会保持
在避难态，而不会跳到爆发态.但是如果扰动的强度超过了图4. 9中的b点，避
难态就会跳到爆发态.同样，爆发态在双稳区时经过一个扰动（过图4. 9中的b
点）会跳回到避难态.当控制参量r继续增加到达双稳态与爆发态的边界时，避
难态与不稳定点经过一个极限点分岔一起消失，系统会经过一个突变过程到达
爆发态.当系统在爆发态时，如果控制参量向相反的方面调节，系统不会马上回
到原来的避难态.只有控制参量下降到另一个临界值时，系统才会经过一个极
限点分岔，通过一个突变过程回到避难态.图5. 4表示定态Xs 随控制参量
k与r的变化.注意到当k足够大时，x随r的变化是一条S形的曲线，这种形式
的曲线在磁学中被称为磁滞回线.曲线的两个关于r的极值点就是极限点分岔
的分岔点，在分岔点的两侧，一边是单稳态，一边是双稳态.当系统从双稳态向
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图5. 3 虫口模型的相变图

单稳态过渡时，系统要经过一个跃变过程从一个状态跳到另一个状态.从
图5. 4可以看到，由于非线性效应，在某些情况下系统会出现极限点分岔，在这
个分岔点附近，系统控制参量的一个小的变化会引起系统状态的突变.这类性
质是在线性系统中看不到的.顺便提到，类似图5. 4的分岔图在生态系统与大
气系统中经常会碰到.目前人们激烈讨论的温室效应的热点问题之一就是：决
定大气系统是否存在极限点分岔或鞍-结点分岔？现阶段的状态离极限点分岔
或鞍-结点分岔还有多远？

图5. 4 虫口模型的分岔图

单变量体系不仅能讨论在线性坐标中的一维问题，还可讨论具有周期性质
的二维问题.在以前的分析中，方程（4. 1. 1）都是在欧几里得空间中定义的，对
于某些周期函数问题，考虑环形空间是比较方便的.下面介绍环形相空间的向
量场问题.我们把系统限定为一维环形空间.这时方程的一般形式为

dθ
dt ＝ f（θ）. （5. 2. 9）

由于受到解的唯一性定理的限制，在环形空间中系统对（5. 2. 9）右边的函数形
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式有严格的限制，例如f（θ）＝ θ不能是一个向量场.因为当变量θ在绕环形空间
一周后回到原来的位置，这个位置的向量应该是唯一的.所以在环形相空间中

图5. 5 带扭矩的单摆问题

向量场应该满足f（θ）＝ f（θ ＋2π）.下面在环形相空间
中分析带扭矩的单摆问题，从中可以体会到在环形相
空间分析周期流形的优越性.如图5. 5所示，一个带
摩擦的单摆受到一个逆时针方向的恒定扭矩Γ的作
用.设m为单摆小球的质量，L为单摆长度，g为引力
常数.根据牛顿第二定律，得方程

mL2 d
2θ
dt2
＋ b dθdt ＋ mgLsinθ ＝ Γ.

（5. 2. 10）
如果系统的惯性力远小于摩擦力，根据以前讨论的中心流形定理，方程（5. 2. 10）
可以简化为

b dθdt ＋ mgLsinθ ＝ Γ. （5. 2. 11）
将此方程无量纲化，令

τ ＝ mgLb t， γ ＝
Γ
mgL，

得无量纲方程
dθ
dτ
＝ γ － sinθ. （5. 2. 12）

显然此方程的右端是一个周期为2π的周期函数，满足环形向量场的要求.此方
程当γ ＞1时没有不动点，由于方程右端总大于0，变量θ会无限增加.这种行为
在欧几里得空间中，状态轨迹在θ方向是一个周期函数，在环形相空间中对应
为一个闭合环.由于环形力场Γ是均匀的，小球的运动速度会随小球的位置变
化，当0 ＜ θ ＜ π时，小球减速运动，当π ＜ θ ＜ 2π时，小球加速运动，如图5. 6
（a）、（d）所示.如果γ ＝1，系统会出现一个不动点θ ＝ π ／ 2，这个不动点是临界稳
定的，见图5. 6（b）、（e）.如果γ ＜ 1，方程（5. 2. 12）会出现两个不动点：θs1 ＝ arc-
sinγ，θs2 ＝π － arcsinγ.用线性稳定性分析考查这两个不动点的稳定性：

f
θ
＝ － cosθs ＝ 1 － γ 2 .

因而θs1 ＝ arcsinγ是渐近稳定的，θs2 ＝ π － arcsinγ是不稳定的.如图5. 6（c）、（f）
所示.这里我们又看到了极限点分岔.不同的是随着一对不动点的产生或消灭，
系统由振荡态变成定态，或从定态变成振荡态.极限点分岔是极限环产生的一
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图5. 6 在直角坐标与环坐标中的系统流形图

种形式，在下一章中会作进一步的分析.
经极限点分岔而产生的极限环的周期函数不是正弦函数，这从图5. 6中可

以容易看出.每当系统状态趋于π ／ 2时，系统的运动会放慢；在临界点附近它的
运动速度趋于0.对于方程（5. 2. 12）容易计算出系统的运动周期：

T ＝ ∫
2π

0

dτ
dθ
dθ ＝ ∫

2π

0

dθ
γ － sinθ

＝ 2π
γ2 － 1

. （5. 2. 13）

可以以此估计系统在临界点γc ＝ 1附近的周期：
T ＝ 2π

γ2 － 1
＝ 2π

γ ＋ 1 γ － 1
≈ 2π（γ － γc）－1 ／ 2 .

上式所示的极限环周期的平方根反比律，在极限点分岔或鞍-结点分岔附近是
一个普适性的定律.这一点将在下一章的非线性系统正则方程中详细讨论.在
临界点附近周期延长现象出现的原因是两个不动点碰撞消失后的“剩余”效应.
由于这时这两个不动点已经不存在了，而它的作用好像还存在，所以这种效应
又被称为“鬼魂”效应（ghost effect）.鬼魂效应从图5. 6（a）中很容易理解.当

图5. 7 瓶颈效应

γ只比γc ＝ 1稍大时，两个不动点已经消
失，但流形仍然会感觉到它们鬼魂的影
响.如果考察变量θ随时间的变化，我们
会发现系统状态会在π ／ 2附近停留很长
时间，如图5. 7所示，这种现象被称为瓶
颈效应.

在本节的最后，我们在一维环形相空间中分析非线性科学中的一个普遍存
在的现象：同步行为与锁频现象.自然中同步现象最突出的例子是萤火虫.在南
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亚的一些地区，入夜以后成千上万的雄性萤火虫会聚集在树丛中同步地闪现它
们的萤光，而雌性萤火虫会在这个“大合唱”中寻找它们的最爱.当然，这个大合
唱是没有指挥的，那么萤火虫怎样使它们一明一暗的萤火变得同步呢？回答这
个问题的关键是萤火虫会相互影响.当一个萤火虫看到其他萤火虫的闪光时，
它会放慢或加快自己的闪光速度使其与其他萤火虫的闪光频率同步. 1978年，
一个非线性实验科学家对萤火虫的闪光行为进行了研究［24］.他用人工闪光刺
激萤火虫，并观察萤火虫的闪光频率与激发频率的关系.他的研究结果显示，当
刺激频率接近于萤火虫闪光的自然频率（大约为0. 9秒）时，萤火虫会改变自身
的闪光频率使其与刺激频率同步；当刺激频率太快或太慢时，这种锁频行为消
失.在这时，光刺激与萤火虫闪光的相位差并不是匀速增加，在周期的一些相
位，相位差增加非常缓慢.这时萤火虫尽自己最大努力试图与刺激同步；当这种
努力失败以后，相位差会迅速增加2π左右，以后萤火虫再次进行它的努力，这
种现象在动力学中被称为相漂移.

根据这个实验，我们可以建立一个简单的动力学模型，来描述萤火虫的闪
光节律以及它与外界刺激的关系.设θ是萤火虫闪光的相位，θ ＝ 0对应于萤火
虫闪光的状态.假设在没有外部刺激时萤火虫闪光的频率为ω，因而有dθ ／ dt ＝
ω.现在对萤火虫加一个外界刺激，它的相位用Θ表示，Θ ＝ 0是外界的闪光状
态，刺激频率为Ω.根据实验，当刺激在萤火虫闪光之前一点发生，萤火虫会加
快自己的萤光频率；反之，当刺激发生在萤火虫闪光之后一点发生，萤火虫会减
慢自己的闪光频率.描述这个行为最简单的方程为：

dθ
dt ＝ ω ＋ Asin（Θ － θ）， A ＞ 0. （5. 2. 14）

定义相位差 ＝Θ － θ，相位差方程为
d
dt ＝

d（Θ － θ）
dt ＝ Ω － ω － Asin.

将此方程无量纲化，令τ ＝ At，μ ＝（Ω － ω）／ A得
d
dγ
＝ μ － sin. （5. 2. 15）

此方程与带扭矩的单摆方程完全一致，不同的是控制参量可正可负.极限分岔
点有两个：1，－1.当控制参量在两个分岔点中间，系统处在锁频状态，萤火虫的
闪光频率与外界刺激频率相同，且相位差是固定的；当控制参量在两个分岔点
的外边，锁频状态消失.这个简单模型的预测可以得到实验验证.首先，相变点在
有量纲方程中为｜（Ω －ω）／ A ｜ ＝1，因而锁频区应为：ω － A ＜ Ω ＜ ω ＋ A.在实验中
测量了锁频区后，很容易推导出系数A.另外，相漂移的周期可以通过（5. 2. 13）
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式得到.将（5. 2. 13）式换成有量纲的形式，得相漂移周期
Tdrift ＝

2πA
（Ω － ω）2 － A 2

.

根据试验中Tdrift随Ω的变化可以得到系数A.两个推导的结果应该在误差范围
内一致.总结上面一段的讨论，我们看到锁频与同步现象的产生机理是系统出
现一个极限点分岔或鞍-结点分岔.分岔后产生了稳定不动点，使系统的相漂移
行为得到控制，从而引起锁频.

§ 5. 3 双变量系统

非线性方程在双变量系统的一般表达式为
dX
dt ＝ f（X，Y）， （5. 3. 1a）
dY
dt ＝ g（X，Y）. （5. 3. 1b）

如果方程存在不动点（Xs，Ys），则双变量所对应的线性微扰方程为
dx
dt ＝ a11x ＋ a12y， （5. 3. 2a）
dy
dt ＝ a21x ＋ a22y. （5. 3. 2b）

其中x，y为微扰量，aij由下式决定：
a11 ＝ 

f
X Xs，Ys

， a12 ＝ fY Xs，Ys
，

a21 ＝ 
g
X Xs，Ys

， a22 ＝ gY Xs，Ys
.

线性方程（5. 3. 2）与上一章（4. 3. 4）的形式相同.因而可以照搬该方程分析的
结果.特征值满足如下代数方程：

ω1，2 ＝
Tr ± Tr2 － 4 Δ

2 ，
其中

Tr ＝ a11 ＋ a22， Δ ＝ a11a22 － a12a21 .
如果Tr2 － 4Δ ＞0，则特征方程有两个实根，方程（5. 3. 2）解的形式为

x ＝ c1e
ω1t ＋ c2e

ω2t，
y ＝ c1μ eω1

t ＋ c2ν e
ω2t .
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如果ω1≠ω2，则μ ＝ ν.做线性变换
x^ ＝ 1

μ － ν
（－ νx ＋ y），

y^ ＝ 1
μ － ν

（μx － y）
 （μ≠ ν），

得
x^ ＝ c1eω1

t，
y^ ＝ c2eω2

t .
因而当ω2 ＜ω1 ＜0时，不动点（Xs，Ys）是稳定结点，它是渐近稳定的，如图4. 10（a）
所示.当ω1 ＜0 ＜ ω2 时，不动点（Xs，Ys）是鞍点，在y^方向上系统的流形分散，在
x^方向上系统的流形收缩，所以x^是带鞍点的一维流形在不动点的方向，如图
4. 10（c）所示.当0 ＜ ω1 ＜ ω2 时，不动点（Xs，Ys）是不稳定结点，如图4. 10（b）
所示.

如果Tr2 － 4Δ ＝0，即系统出现简并时，方程（5. 3. 2）解的一般形式为：
x ＝ （c1 ＋ c2 t）eω t，
y ＝ （c1μ ＋ c2ν t）eω t，  μ≠ ν.

做线性变换
x^ ＝ x，
y^ ＝ －

c2
c1

1
μ － ν

（ν x － y），
得

x^ ＝ （c1 ＋ c2 t）eω t，
y^ ＝ c2eω

t .
因而当ω ＜0时不动点（Xs，Ys）是稳定结点，当ω ＞0时不动点（Xs，Ys）是不稳定
结点.

如果Tr2 － 4Δ ＜0，特征值为一对共轭复数.方程（5. 3. 2）解的一般形式为
x ＝ c1eα

tcos（β t），
y ＝ c2eα

tsin（β t ＋ ）.
其中α ＝ Re（ω），β ＝ Im（ω）.做线性变换

x^ ＝ x，
y^ ＝ －

c2
c1
tanx ＋ 1

cos
y，

得
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x^ ＝ c1eα
tcosβ t，

y^ ＝ c2eα
tsinβ t.

当α ＜0时不动点（Xs，Ys）是稳定焦点，如图4. 10（d）所示；当α ＞ 0时不动点
（Xs，Ys）是不稳定焦点，如图4. 10（e）所示；当α ＝ 0时，不动点（Xs，Ys）是中心
点，如图4. 10（f）所示.

二维动力系统中不动点的线性稳定性只有以上所列的六种类型.将系统的
所有不动点的线性稳定性分析清楚，并在二维流形图上标出，再经过一些定性
分析，就会知道系统全局流形图的大致结构.对于简单的不动点类型，如结点与
鞍点构成的系统，我们在上一章中分析羊兔模型时已经作过介绍，见图4. 13.现
在对更复杂的流形结构做进一步分析.

以单摆模型为例，无量纲的单摆模型为
d2θ
dt2
＋ sinθ ＝ 0. （5. 3. 3）

方程的时间尺度是 g ／ L .将该方程写成（4. 1. 1）的形式：
dθ
dt ＝ Ω， （5. 3. 4a）
dΩ
dt ＝ － sinθ， （5. 3. 4b）

其中Ω是无量纲的角速度.该系统有无穷多个不动点（θs，Ωs）＝（kπ，0），其中
k是整数.将方程（5. 3. 4）在不动点附近线性化，对应的特征方程为

ω2 ＋ 1 ＝ 0，  当k为偶数，
ω2 － 1 ＝ 0，  当k为奇数.

因而，不动点（kπ，0）是中心点.当k为奇数时，不动点（kπ，0）是鞍点.容易得到
鞍点的稳定方向是（1，－ 1），不稳定方向是（1，1）.将这些局部行为画在一张二

图5. 8 单摆模型的局部流形图

维流形图上，得图5. 8.为了找出这个系统的全局流
形图，必须对系统作一些分析.注意到方程（5. 3. 4）
是一个保守系统，因而该系统应该有一个守恒量.
在方程（5. 3. 3）两端同乘dθ ／ dt并积分，得

(12 dθ
d )t

2
－ cosθ ＝ const.

这个量对应于系统的总能量.由于能量守恒，经过2π周期后相空间中的任何一
点都会回到它的原始位置.考虑到这种对称，两个鞍点应该通过一条流线相连
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接，因而系统中应该存在异宿轨道.异宿轨道的内部是一个中心点，围绕中心点
应该是闭合轨道.由于相空间中的流线不相交，所以异宿轨道内部是围绕着中

图5. 9 单摆模型的全局流形图

心点的闭合轨道的集合.异宿轨道的外部流形是周期变化的.将这些因素都考
虑进去，我们可以大致画出相空间的流形结构，如图5. 9所示.图5. 9的流形图
有明确的物理意义.系统能量的最低值是－1，它对应于（0，0）点，这个点是中心
点.当系统能量增加时，单摆开始以中心点位置为中心作摆动，这对应于异宿轨
道内部的闭合轨道.如果系统能量继续提高到临界态E ＝1时，闭合环变成异宿
轨道.越过这个闭合轨道单摆开始围绕中心轴转动，这种行为在相空间中对应
于周期轨道.对于这个系统，可以用一个柱空间表示系统的流形.将θ ＝ － π与
θ ＝ π经过如图5. 10所示的过程连接起来，就得到系统的柱形相空间图.用柱
空间表示周期轨道系统有几点优越性.首先，周期轨道在柱空间中变成闭合的，
这更清楚地表明了周期轨道的性质.另外，从上面的分析中知道，所有鞍点与中
心点的性质都是一样的，这在柱空间中一目了然，因为在这种表示下系统只有
一个中心点与一个鞍点.注意到在柱形相空间中异宿轨道变成了同宿轨道.对
于保守系统，我们还可以将守恒量作为柱形相空间的一维来代替角速度Ω，如
图5. 11所示.这时相空间的形状变为一个U形，系统轨道的物理意义更加清
楚.当能量小时，系统呈现摆动，在图中是一个单一的闭合轨道；当能量大时，系
统呈现旋转态，旋转的方向可正可负，在图中是两个镜像对称的闭合轨道.

图5. 10 单摆模型在柱空间的流形图 图5. 11 单摆模型在U形空间的流形图
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如果在单摆中加上一个小的摩擦力，则系统的中心点变成稳定焦点，而系统
的鞍点性质不变.这时单摆系统不再是保守系统，所以原来的闭合轨道都不存在
了，图5. 12（a）表示了这种情况下系统在（θ，Ω）空间的流形图，对应的（θ，E）柱形
流形图由5. 12（b）给出.注意到由于系统是耗散的，它的总能量随时间下降.

图5. 12 有摩擦单摆模型的流形图

当系统的控制参量发生变化时，系统的不动点及它们附近的动力学行为都
会相应地发生变化.如果控制参量的变化引发了某个不动点从稳定的变为不稳
定的，就会引起非平衡相变.在上一节讨论了极限点分岔对应的非平衡相变.现
在讨论鞍-结点分岔引起的相变.我们能看出两者之间的差别是很小的.以分子
生物学中基因控制动力系统为例［25］.在一些基因调控网络中，基因表达的蛋白
质会对基因表达本身起促进作用，这个网络被称为正反馈网络.在无量纲的形
式中，这个正反馈网络动力学行为可以由下面的微分方程描述：

dx
dt ＝ － ax ＋ y， （5. 3. 5a）
dy
dt ＝

x2

1 ＋ x2
－ by. （5. 3. 5b）

这里x与y分别正比于蛋白质与mRNA的浓度，a，b ＞ 0是x与y的分解速率，
基因表达速率的形式为希尔函数形式，这反映了当蛋白质浓度到达一定值时才
能引起基因转录，当蛋白质浓度太高时，转录速率饱和，这个形式与§ 4. 3讨论
的虫口模型中鸟对虫口数量的影响相同.首先寻找系统的所有不动点.从图

图5. 13 基因控制模型中的不动点

5. 13可知，不动点是直线y ＝ ax与曲线y ＝
x2 ／ b（1 ＋ x2）的交点.当a充分大时，系统存
在唯一的不动点（0，0），当a逐渐下降到一
定值时，系统会有三个不动点，其中一个仍
是（0，0），另外两个由方程ab（1 ＋ x2s）＝ xs决
定.这两个不动点在相空间的坐标为
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xs ＝
1 ± 1 － 4a2b 2

2ab ，
ys ＝ axs .

因而当2ab ＜ 1时，有两个不动点产生；临界点为2ab ＝ 1，这时对应的不动点为
xs ＝ 1.

下一步分析各个不动点的线性稳定性.方程（5. 3. 5）对应的雅可比矩阵有
如下形式：

 － a   1
2xs

（1 ＋ x2s）2  
 
 
 
 

 
 
 
 － b
. （5. 3. 6）

特征值为

ω1，2 ＝
－ （a ＋ b）± （a ＋ b）2 － 4ab ＋ 8xs

（1 ＋ x2s） 2

2 . （5. 3. 7）
容易看出上式根号内部的值大于0，所以系统的不动点只可能是两类：稳定结
点或鞍点.对于不动点（0，0），ω1 ＝ － b，ω2 ＝ － a，由于a，b ＞ 0，所以不动点（0，
0）不论a，b取任何正数时都是稳定结点.对于临界值时的不动点（1，a），ω1 ＝ 0，
ω2 ＝ －（a ＋ b），所以这时的不动点有临界稳定性.对于新产生的一对不动点，它
们的性质可以由矩阵（5. 3. 6）对应的行列式值Δ决定.当Δ ＞0时对应的不动点
是稳定结点，反之是鞍点.利用ab（1 ＋ x2s）＝ xs，可得

Δ ＝ ab －
2xs

（1 ＋ x2s）2 ＝ ab 1 －
2

1 ＋ x2[ ]
s

＝ ab x
2
s － 1
1 ＋ x2[ ]

s

. （5. 3. 8）
所以xs ＜ 1对应的不动点是鞍点，xs ＞ 1对应的不动点是稳定结点.知道了所有

图5. 14 基因控制模型中的流形图

不动点的性质后，可以画出如图5. 14所示的相空间图.当控制参量ab ＞1 ／ 2时，
系统只有一个稳定态（0，0），对应的物理状态是基因不表达的状态.如果控制参
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量ab降低到1 ／ 2以下，一对新的不动点从系统中产生，其中一个是稳定的，对
应于基因表达的启动态；另一个是鞍点，它组成一个带鞍点的一维流形，将两个
稳定点的吸引域分开.在这种情况下，整个系统像一个生物学过程的开关，一个
暂态的外界刺激可以将系统打开（基因表达）或关闭（基因不表达），一旦系统
进入这个双稳态的任何一个状态，在没有外界帮助下，系统会稳定在它的现有
状态.当然，只有当ab ＜1 ／ 2时系统才有开关作用，这个要求对应于蛋白质与
mRNA的分解速率足够低.

图5. 15是一个鞍-结点分岔的示意图，μ是控制参量，μ ＝ μc是临界点.我们
看到，鞍-结点分岔是在极限点分岔的基础上加上一维稳定流形，所以鞍-结点分
岔是极限点分岔在二维空间的表示形式.

图5. 15 鞍-结点分岔

在二维系统中还可能存在极限环.如果知道系统不动点的性质，可以利用
庞加莱-本狄克森定理判断极限环的存在.现在以生物中新陈代谢系统的糖酵
解循环说明这个过程.糖酵解循环是细胞分解糖得到能量的一个过程.不论在
生物体内还是在试管实验中，糖酵解过程总是呈现振荡现象：不同的反应中间
物浓度会随时间有规律地上下周期运动，周期一般是几分钟.糖酵解循环的机
理已经被了解得比较透彻，有兴趣的读者可以参考文献［26，27］.

一个简单的描述这个过程的动力学方程如下：
dx
dt ＝ － x ＋ ay ＋ x

2y， （5. 3. 9a）
dy
dt ＝ b － ay － x

2y. （5. 3. 9b）
这里x与y分别是反应物ADP（adenosine diphosphate）与F5P（fructose-5-phos-
phate）的浓度. a，b ＞0是反应常数.由图5. 16看出.曲线y ＝ x ／（a ＋ x2）（对应于
dx ／ dt ＝0）与y ＝ b ／（a ＋ x2）（对应于dy ／ dt ＝ 0）只有一个交点，也就是说系统只
有一个不动点.根据庞加莱-本狄克森定理，系统存在极限环的必要条件是在相
空间存在一个吸引域.考察由图5. 16虚线包围的区域的流形，我们会发现区域
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图5. 16 糖酵解系统在相空间中的吸引域

边界的流场都是向里的.对于两条水平线与垂直线来说，结论一目了然.例如，
在不动点上方的水平线上，由于dy ／ dt ＜0，dx ／ dt ＞0，流场的方向是向右下方；对
于不动点下方的水平线，由于dy ／ dt ＞0，dx ／ dt ＜0，流场的方向是左上方.对于过
点（b，b ／ a）斜率为－1的直线考虑如下关系：根据方程（5. 3. 9），

dx
dt ＋

dy
dt ＝ b － x.

因而当x ＞ b时，
dx
dt ＋

dy
dt ＜ 0  

dy
dx ＜ － 1.

所以在这条线上的流场也是向里的.因为这个区域中还包含一个不动点，所以
庞加莱-本狄克森定理的要求还不能被满足.但是，我们可以将包含这个不动点
的充分小的区域从吸引域中“抠”出.如果这个不动点是一个不稳定结点或不稳

图5. 17 满足庞加莱-本狄克森定理条件的吸引域

定焦点，那么新构造的区域仍然
是一个吸引域，见图5. 17.这时吸
引域内部的流线是连续可微分
的，又没有不动点，庞加莱-本狄克
森定理的条件都被满足.可以断
定在这个域中一定存在一个极限
环.在这种情况下，系统有无极限
环取决于系统的不动点是否是不
稳定的.容易得到系统不动点的
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解析式xs ＝ b，ys ＝ b ／（a ＋ b2），方程（5. 3. 9）对应的线性方程的雅可比矩阵为
－ 1 ＋ 2xsys   a ＋ x

2
s

 － 2xsys  － （a ＋ x2s( )） .
它的行列式值为Δ ＝ a ＋ b2 ＞ 0，因而不动点不会是鞍点.如果

(Tr ＝ － b4 ＋ （2a － 1）b2 ＋ （a ＋ a2）
a ＋ b )2 ＞ 0，

不动点是不稳定的，反之是稳定的.在相变点有Tr ＝0，得到相变边界：
b2 ＝ 12 （1 － 2a ± 1 － 8 a）.

图5. 18给出了系统的相图.

图5. 18 糖酵解系统的相变图

有些极限环的动力学行为存在两个特征时间尺度，这两个时间尺度交替出
现在极限环的轨道上，考虑范德坡（Van der Pol）方程

d2x
dt2
＋ μ（x2 － 1）dxdt ＋ x ＝ 0. （5. 3. 10）

做强非线性假定μ》1，注意到
d2x
dt2
＋ μ（x2 － 1）dxdt ＝

d
dt
dx
dt ＋ (μ 1

3 x
3 )[ ]－ x ，

如果令
F（x）＝ 13 x

3 － x， w ＝ dxdt ＋ μF（x），
则

dw
dt ＝

d2x
dt2
＋ μ（x2 － 1）dxdt ＝ － x.
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方程（5. 3. 10）变为如下二维动力系统：
dx
dt ＝ w － μF（x），
dw
dt ＝ － x.

再令y ＝ w ／ μ，得
dx
dt ＝ μ［y － F（x）］， （5. 3. 11a）
dy
dt ＝ －

1
μ
x. （5. 3. 11b）

由于μ》1，所以x是一个快变量，y是一个慢变量.容易得出系统存在唯一不动
点（0，0），它是一个不稳定结点.用上面介绍的庞加莱-本狄克森判别法也可以

图5. 19 弛豫振荡在相空间的流形图

证明系统存在一个极限环.现在分析
极限环的流形行为.如图5. 19所示，
由于x是一个快变量，从除了不动点以
外的任何地方出发的流形都会很快地
被压缩到y ＝ F（x）（对应于dx ／ dt ＝ 0）
的曲线上.如果流形在y ＝ F（x）的右边
分支，由于这时dy ／ dt ＜ 0，它会慢慢向
下移动到曲线的极值点B处，然后经
过一个快过程跳跃到曲线的左边分支
C点.这时由于dy ／ dt ＞ 0，它会慢慢上
升到D点的位置，然后跳回到曲线右边分支A点的位置，重新向下运动.整个流
形的运动呈现出快慢过程的交替.图5. 20给出了变量x随时间的振荡行为.这
类振荡被称为弛豫振荡.弛豫振荡在自然界普遍存在，从化学振荡反应到神经
细胞的放电都可能出现弛豫振荡.另外，弛豫振荡系统与可激发系统有密不可
分的关系.对于这个问题我们会在讨论可激发化学波时详细讨论.

图5. 20 弛豫振荡
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图5. 21 三变量系统特征值分布的类型

§ 5. 4 三变量与多变量

对于一个三变量动力系统，在不动点附近的线性方程有三个特征值，三个
特征值可能都是实数，也可能有一对复数与一个实数.特征值在复平面的分布
有10种不同的组合，图5. 21给出了其中的5种，另外5种可以通过原图的一个
关于虚轴的镜像映射得到.除了这10种一般形式外，系统在某些情况下可能出
现简并态，一般来说这些简并态是在相变点上出现的，在这里暂时不考虑这种
特殊状态，而把分析的焦点放在当系统的维数从二维变为三维后，系统的流形
结构会出现哪些新的形态.从这个角度出发，图5. 21（a）与（b）可以直接对应于
二维结点与鞍点.这里不再进行讨论.（c）与（d）是两种新型的流形结构，它们
是一个结点和一个焦点的组合.对应微扰方程的解为：

x ＝ C1u1eω1
t ＋ C2u2eω2

t ＋ C3u3eω3
t .

如果将线性微扰方程在三个特征向量上投影，我们可以将其写为一个复变量方
程和一个实变量方程：

dz
dt ＝ （μ ＋ iΩ）z， （5. 4. 1a）
dξ
dt ＝ ω3ξ. （5. 4. 1b）

这个方程表示不动点在（u1，u2）组成的平面上是一个焦点，在u3方向上是一个
结点.图5. 22（a）、（b）分别给出了图5. 21（c）、（d）两种情况的流形示意图.对
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于（c），Re（ω1，2）＜ ω3 ＜ 0，流形呈漏斗状螺旋趋向不动点；对于（d），ω3 ＜ Re
（ω1，2）＜0，流形是呈抛物面状螺旋趋向不动点.

图5. 22 两种结焦点的流形

三维系统新的相变行为是图5. 21中从（c）到（e）或从（d）到（e）的镜像的
过程.对于（e）的情况，在（u1，u2）平面上流形是一个稳定焦点，而在u3 方向上

图5. 23 鞍焦点流形

流形趋于离开不动点.总的流形形状是系统
呈漏斗状离开不动点.如图5. 23所示，这种
结构既像二维系统中的鞍点，又像焦点，所
以被称为鞍焦点.对于图5. 21（e）的情况，流
形在两个方向（u1，u2）是稳定的，在一个方
向（u3）是不稳定的，不动点包含一个带鞍焦
点的一维不变流形；对于（e）的镜像的情况，
流形在两个方向（u1，u2）是不稳定的，在一
个方向（u3）是稳定的，不动点也包含一个带
鞍焦点的一维不变流形.鞍焦点的新异之处在于它将系统的不稳定性质与稳定

图5. 24 带鞍焦点的同宿轨道

性质在一个简单动力系统中结合，同时又
使系统具有振荡行为.在线性系统中从这
类不动点出发的流线会远离这个不动点.
但是对于非线性系统，尤其是有物理背景
的非线性系统，系统趋于无穷是不可能的.
这使得这个带鞍焦点的不变流形会以某种
方法回转，使其限制在一个有限的相空间
区域中.如果这个相空间区域不存在其他
的吸引子，这个不变流形可能构造出复杂
的动力学行为.例如，一个非周期现象可以
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这样构成：一条轨道以螺旋形式离开不动点，又在第三维上重新回到不动点附
近的一个区域.这意味着在特殊条件下系统可能出现同宿轨道，如图5. 24所
示.这样的轨道从系统结构上说是不稳定的，一个小的结构改变就可以使同宿
轨道消灭.这类情况在上一节分析单摆模型时曾经碰到过：保守的单摆系统加
上一个小的摩擦力项时，同宿轨道就被打开.混沌理论的一个重要结论是，当同
宿轨道由于系统的控制参量的变化而消失后，系统会构造出更为复杂的不变流
形，这个不变流形不包含不动点，具有分形结构，在时间上表现为确定性混沌.
因而由鞍焦点组成的同宿轨道被看成是在三维以上系统中的一个重要的确定
性混沌组织中心.这里要着重指出的是鞍焦点同宿轨道只能在三维以上的系统
中存在.在二维系统中的流形在以螺旋形式离开不动点后不会再回到不动点附
近，因为这样做的话不可避免地要出现无穷多个轨道交叉，这是唯一性定理所
不允许的.

同宿轨道的一个例子是在§ 4. 5中提到的洛伦茨模型，另一个典型的模型
是罗斯勒（Rössler）系统［28］，它表现了鞍焦点同宿轨道附近混沌轨道的产生.罗
斯勒系统是一个三变量常微分方程：

dx
dt ＝ － y － z， （5. 4. 2a）
dy
dt ＝ x ＋ ay， （5. 4. 2b）
dz
dt ＝ bx － cz ＋ xz. （5. 4. 2c）

在不动点（0，0，0）附近的特征方程为：
ω3 ＋ （c － a）ω2 ＋ （1 ＋ b － ac）ω ＋ c － ab ＝ 0. （5. 4. 3）

当系统的控制参量在一定范围时，该不动点可以是一个鞍焦点，如果取a ＝0. 38，
b ＝0. 30，c ＝4. 82，系统的相空间会出现一个带鞍焦点的同宿轨道如图5. 24所

图5. 25 鞍焦点同宿轨道解体后
形成的混沌轨道

示；当控制参量c下降时，这个同宿轨道破
裂，同时混沌吸引子产生，图5. 25 是当
c ＝4. 5时的一个混沌轨道.由同宿轨道引
发的混沌态在高于三维的系统中也同样存
在.在这些系统中，一些稳定流形与一些不
稳定流形发生碰撞后会产生出新的动力学
现象，这些新现象要在高于三维的嵌入维
数中才能存在，对于这类系统的分析已经
超出了本书想要介绍的内容.
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图5. 26 庞加莱映射

在本节的最后简单介绍庞加莱映射方
法.这个方法是研究混沌现象的有力工具，
也可以用来分析周期轨道的稳定性.考虑一
个n变量的微分方程（4. 1. 1），在相空间中
设定一个n － 1维的断面，这个断面与流形
相交而不与任何流线相切，见图5. 26.庞加
莱映射是从S面向自身的影射，它表示流线
与S面的交点之间的关系.如果xkS为流
线与S面的第k次相交的交点，则庞加莱映射的定义是：

xk＋1 ＝ P（xk）. （5. 4. 4）
如果xs是映射的一个不动点，即P（xs）＝ xs，对应于系统（4. 1. 1），它代表出发
于xs的流线在经过一段时间后回到自身.因而离散系统（5. 4. 4）的不动点对应
于连续系统（4. 1. 1）的闭合轨道.研究映射在xs点附近的行为就可知道这个闭
合轨道的稳定性.这样就把研究闭合轨道稳定性问题，变为研究在映射中不动
点的稳定性问题，而后者是比较容易处理的.

判断庞加莱映射不动点的稳定性也可以用线性稳定性分析.设xs是映射的
一个不动点，v0是对不动点的一个微扰.则当流形经过一个循环回到S面上时，
应该有

xs ＋ v1 ＝ P（xs ＋ v0）＝ P（xs）＋ ［DP（xs）］v0 ＋ O（‖ v0‖2）.
（5. 4. 5）

这里DP（xs）是（n －1）×（n －1）矩阵，被称为在xs附近的线性庞加莱映射，由
于xs ＝ P（xs），去掉高阶项O（‖v0‖2），得到线性映射关系

v1 ＝ ［DP（xs）］v0 . （5. 4. 6）
不动点xs的线性稳定性取决于线性庞加莱映射的特征值λ j .当且仅当所有的特
征值｜λ j ｜ ＜ 1时，一个庞加莱映射的不动点才是稳定的.用非简并的线性庞加莱
映射说明这个论断.这时特征值对应的特征向量组成一个正交系｛ej｝.任意一
个在S面上的扰动可以在这个正交系展开，

v0 ＝ ∑
n－1

j ＝ 1
vjej .

因而，在这个正交系上有
v1 ＝ ［DP（xs）］∑

n－1

j ＝ 1
vjej ＝ ∑

n－1

j ＝ 1
vjλ jej .

将这个过程重复k次，得
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vk ＝ ∑
n－1

j ＝ 1
vjλ

k
j ej . （5. 4. 7）

如果对于所有特征值都有｜λ j ｜ ＜ 1，则当k趋于无穷时‖vk‖趋于0，xs是线性稳
定的.相反，如果其中一个特征值｜λ j ｜ ＞ 1，则微扰会在这个方向上增长，因而不
动点xs是不稳定的.在这两者之间存在一个状态｜λ j ｜ ＝ 1，这种情况会出现在周
期轨道的分岔点上.

§ 5. 5 延迟模型

对于一个带有记忆的系统，如延迟模型，线性稳定性原理仍然适用，但是方
程线性化后不会产生如（5. 1. 1）所示的线性微分方程组，因而它的特征值方程
不是一个简单的多项式.在这种情况下，就要对延迟模型进行特殊分析，以下以
带记忆的虫口模型（3. 3. 2）演示这个分析过程.

首先将方程（3. 3. 2）无量纲化，令^T ＝ rT，^N ＝ N ／ K，去掉变量与自变量上边
的帽子，无量纲的方程为：

dN（t）
dt ＝ N（t）［1 － N（t － T）］. （5. 5. 1）

在方程中应该将N（t）与N（t － T）看成是两个独立变量.但定态解要求N（t）＝ N
（t － T）.在这个条件下计算方程的不动点得到两个解：（N（t），N（t － T））＝（0，
0），（N（t），N（t － T））＝（1，1）.对于第一个不动点，它所对应的线性方程为：
dN ／ dt ＝ N，所以它永远是一个不稳定不动点，在分析中不予考虑.对于第二个不
动点，在不动点上做微扰：

N（t）＝ 1 ＋ n（t），
N（t － T）＝ 1 ＋ n（t － T），

代入（5. 5. 1），得微扰方程
dn（t）
dt ＝ － n（t － T）［1 ＋ n（t）］. （5. 5. 2）

对应的线性微扰方程为
dn（t）
dt ＝ － n（t － T）. （5. 5. 3）

令n（t）＝ n0eλt，代入线性方程（5. 5. 3）得特征方程：λ ＝ － e － λT .将特征值的实
部与虚部分开，令λ ＝ μ ＋ iω，得两个实数特征方程：

μ ＝ － e －μTcosωT， （5. 5. 4a）
ω ＝ e －μTsinωT. （5. 5. 4b）
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首先考虑ω ＝0的情况.这时特征方程（5. 5. 4b）自动满足，（5. 5. 4a）式变为μ ＝
－ e － μT .由于T ＞0，对于所有可能的解（5. 5. 4a）的右端都是小于零的，因而不动
点（1，1）不可能是不稳定结点.再考虑ω≠0 的情况.由于方程（5. 5. 4）在
ω → －ω操作下保持不变，可以只讨论ω ＞0的情况.从（5. 5. 4a）分析可以看出，
因为e － μT ＞ 0，不动点（1，1）稳定的必要条件是ωT ＜ π ／ 2，将此条件代入（5. 5.
4b），得

ωT ＝ Te －μTsinωT ＜ π2 .

在这里我们遇到了一个新的情况：系统的特征方程可能有多个μ ＜0的解，实际
上可以证明特征方程（5. 5. 4）有无穷多个特征根.当然在不动点附近的线性分
析得到多个特征值，不意味着在这个区域中流线可以交叉，唯一性原理在任何
动力系统中都适用.延迟动力系统可以看成是一个特殊的无穷维动力系统，在
这个高维空间中，线性方程流形在不动点附近是不交叉的.

当ωT ＞ π ／ 2时，方程（5. 5. 4）会产生μ ＞0的解，因而稳定焦点会变为不稳
定焦点，这时系统会发生一个非平衡相变.在分析中我们关心临界点的位置.令
μ ＝0，得

cosωcTc ＝ 0  ωcTc ＝
π
2 ，

ωc ＝ sinωcTc ＝ sin
π
2 ＝ 1  Tc ＝

π
2 .

为了知道Tc是否真正是一个相变点，还要考察μ随T在Tc附近的行为，如果
μ ／ T ｜ Tc ＝ 0，则Tc是一个极值点而不是一个相变点.只有μ ／ T ｜ Tc≠0时，Tc才
是一个相变点.将（5. 5. 4）的第一式对T做偏微分并将μ ＝0，Tc ＝ π ／ 2，ωc ＝ 1代
入，得

μ
T
＝ e

－μT［μcosωT ＋ ωsinωT］
1 － Te －μTcosωT

  μ
T Tc

＝ 1.

从而Tc ＝ π ／ 2，ωc ＝ 1是一个相变点.在下一章的讨论中会发现，不动点从一个
稳定焦点到一个不稳定焦点的相变，是系统从稳定态到振荡态的相变.

对于这个系统，在临界点时振荡频率为1.在有量纲的形式中，Tc ＝ π ／ 2r，临
界振荡周期Pc ＝ 2π ／ ωc ＝ 2π ／ r，因而有Pc ＝ 4Tc .这个推论与§ 3. 3的定性讨论
一致（见图3. 2）.当系统离开相变点时，振荡周期会发生变化.现在分析在相变
点附近的振荡周期.令T ＝ Tc ＋ ε ＝ π ／ 2 ＋ ε，假设由于T的变化，特征值的实部改
变了δ，虚部改变了σ，则在临界点附近有μ ＝ δ，ω ＝ 1 ＋ σ，代入特征方程（5. 5.
4），得
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δ ＝ － e － (δ π
2 ＋ )ε cos （1 ＋ σ (） π

2 ＋ )[ ]ε ，

1 ＋ σ ＝ e － (δ π
2 ＋ )ε sin （1 ＋ σ (） π

2 ＋ )[ ]ε .

对于这个系统，可以认为在临界点附近由于T的一个很小的变化所引起的μ与
ω的变化都是很小的，因而可以将上式对δ，σ做泰勒展开并只保留一阶项.这
样的处理得到

σ≈－ πδ2 ， δ≈ ε ＋
πσ
2 .

解得
δ≈ ε
1 ＋ π2 ／ 4

， σ≈ － επ
2（1 ＋ π2 ／ 4）. （5. 5. 5）

因而，当延迟时间延长时，系统深入不稳定区.同时，系统的振荡频率变小，周期
变长.这个推论与§ 3. 3的苍蝇试验一致，见图3. 3.由于该系统离开临界点有
一定距离，它的振荡周期不是4T，而是4. 54T.

对于微观自组织系统的延迟模型（3. 4. 6），同样的分析方法可以显示系统
的定态在正反馈足够强时（v1 ＞ v1c）会出现失稳现象，失稳的结果是振荡.由于
方程（3. 4. 6）有两个延迟时间，系统的振荡行为比上面分析的系统复杂.有兴趣
的读者可以参考文献［29］.
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第六章 非线性系统的正则方程

上一章讨论用线性稳定性原理研究一个动力系统在不动点附近的行为.线
性稳定性分析的有效范围只是在不动点附近的一个很小区域，它不能得到流形
在离开不动点以后的走向，也不能提供在一个状态失稳后系统会产生什么样的
新的状态.为了了解系统的这些信息，就需要在线性方程的基础上加入非线性
项.从动力系统角度讲，非线性项的主要作用是引入饱和项去压制线性系统中
变量指数增长的行为.根据非线性饱和项的形式不同，我们可以将非线性系统
分类，每一类都有一个正则形式（normal form）.正则形式在系统相变点附近构
成正则方程.这一章主要介绍非线性动力系统在临界点附近的正则方程.

§ 6. 1 微扰法与多重尺度分析

非线性动力学讨论最多的，理论发展也最成熟的是弱非线性问题，这是因
为研究非线性动力系统的主要着眼点是从系统的不动点开始.在不动点的一个
小的区域内可以对系统进行线性化，在此基础上再向外扩张一点，就要在动力
学方程中引入非线性项.这时非线性项可以被看成是一个对线性系统的扰动，
其一般形式为

dx
dt ＝ L（x）＋ εh（x）. （6. 1. 1）

方程右边第一项是线性项，第二项是非线性项，ε《1.假设流形x（t）在一个小的
范围内对微扰量ε是连续的，也就是说，当ε变化时流形连续变化.这样，一个
小的系统结构变化只会引起系统动力学行为的一个小的变化.这时可以先将方
程（6. 1. 1）的线性部分解出（记为x0（t））.把解x（t）看成是对x0（t）作结构微扰
得到的结果，而微扰量是ε的函数.在这个假设前提下，可以将x在x0附近作关
于ε的幂级数展开，然后逐级求解展开后的方程，从而对x进行逼近.例如，对
方程

df
dt ＋ f ＝ εf

2， 0 ＜ ε《 1， f（0）＝ 1， （6. 1. 2）



如果ε ＝0，则方程变为线性方程，它有精确解f0 ＝ e － t .当ε≠0时，可以认为非
线性项的作用是在这个解的基础上的一个微扰.微扰的程度随ε的值改变.将f
在f0附近作关于ε的幂级数展开：

f ＝ f0 ＋ εf1 ＋ ε
2 f2 ＋…， （6. 1. 3）

代入原非线性方程（6. 1. 2），得
d
dt（f0 ＋ εf1 ＋ ε

2 f2 ＋…）＋ f0 ＋ εf1 ＋ ε2 f2 ＋…
＝ ε（f0 ＋ εf1 ＋ ε2 f2 ＋…）2 .

将以上方程按ε的幂次分开：
df0
dt ＋ f0 ＝ 0， f0（0）＝ 1， （6. 1. 4a）
df1
dt ＋ f1 ＝ f

2
0， f1（0）＝ 0， （6. 1. 4b）

df2
dt ＋ f2 ＝ 2f0 f1， f2（0）＝ 0， （6. 1. 4c）

….
观察到（6. 1. 4）实际上是一个递推式的方程，下一级的方程要用到上面所有级
方程的解.原则上我们可以一步步地把fi解出，从而得到f的解的一个逼近.对
于（6. 1. 4a），其解为f0 ＝ e － t .代入到（6. 1. 4b）中，得

df1
dt ＋ f1 ＝ e

－2t， f1（0）＝ 0.
上述方程的通解为f1 ＝ ce － t － e －2t，用初始条件定出c，得f1 ＝ e － t － e －2t .将此式
代入（6. 1. 4c），得

df2
dt ＋ f2 ＝ 2e

－t（e －t － e －2t）， f2（0）＝ 0.
解得f2 ＝ e － t －2e －2t ＋ e －3t，如果将逼近的精度定为O（ε3），则f的解可写为

f ＝ （1 ＋ ε ＋ ε2）e －t － （ε ＋ 2ε2）e －2t ＋ ε2e －3t ＋ O（ε3）.
用这种逐级逼近的方法解非线性方程有一个必要条件：‖fi‖ ＜ K，K为一个任
意的定数.这个条件保证幂级数的收敛.如果给定任何一个K，都不能保证
‖fi‖ ＜ K，则‖fi‖会随时间无限增加.这就会出现不收敛问题.在微扰分析中
被称为不一致问题.分析上面的例子，很容易看到fi满足解的一致性条件，下面
举一个不一致问题的例子.考虑弱阻尼谐振子方程

d2x
dt2
＋ 2ε dxdt ＋ x ＝ 0， x（0）＝ 0， 

dx
dt（0）＝ 1. （6. 1. 5）
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此方程为线性方程，有解析解
x（t，ε）＝ （1 － ε2）12 e －ε tsin（1 － ε2）12 t. （6. 1. 6）

现在用上面讨论的微扰逼近方法解方程（6. 1. 5）.令x ＝ x0 ＋ εx1 ＋…，代入方程
（6. 1. 5）并将方程的各项按ε的幂级数分开，得

O（1）：  d
2x0
dt2
＋ x0 ＝ 0， （6. 1. 7a）

O（ε）：  d
2x1
dt2
＋ x1 ＝ － 2

dx0
dt ， （6. 1. 7b）

….
关于初始条件，由于x0（0）＋ εx1（0）＋…＝0对于任何ε值成立，所以应该有：

x0（0）＝ 0， x1（0）＝ 0，…； dx0dt 0

＝ 1， dx1
dt 0

＝ 0，….
（6. 1. 8）

方程（6. 1. 7a）的解为x0（t）＝ sint.代入（6. 1. 7b），得
d2x1
dt2
＋ x1 ＝ － 2cost. （6. 1. 9）

这里出现了麻烦的迹象.方程（6. 1. 9）右边的函数对于该方程对应的齐次方程
是一个共振项，也就是说（6. 1. 9）式是一个共振方程.一般来说，其解的振幅会
随时间无限增加.解（6. 1. 9）式得x1 ＝ － tsint，因而x1随时间的增长没有上限地
增加，在微扰分析中它被称为久期项（secular term）.根据逐级逼近的微扰方法，
方程（6. 1. 5）的微扰解在O（ε2）的精度下为

x ＝ sint － εtsint ＋ O（ε2）. （6. 1. 10）
这个解是否能正确反映方程的精确解（6. 1. 6）呢？将（6. 1. 6）按ε的幂级数展
开，得

x（t，ε）＝ x（t，0）＋ x
ε 0
ε ＋ O（ε2）＝ sint － εtsint ＋ O（ε2 t2）.

图6. 1 弱阻尼谐振子方程精确解与微扰解的比较

因而，在一定的时间范围内（εt《
1），微扰解能够近似地反映精确解.
但是当t ～ (O 1 )ε 以后，二阶修正项
O（ε2 t2）就会比微扰解本身的量级还
高.这时微扰解与精确解的距离会越
来越大，图6. 1显示出两个解的差别
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随时间的变化.
在一般情况下，我们希望知道的是系统在固定ε值时的动力学渐近行为.

而上面分析得到的系统微扰解（6. 1. 10）只能在t《 (O 1 )ε 的时间内有效，它不
能反映系统的渐近行为.从这个角度讲，上面讨论的微扰方法不适用于分析方
程（6. 1. 5）的渐近态行为.比较微扰解（6. 1. 10）与精确解（6. 1. 6）的差别可以
看到问题的所在.在精确解中存在着两个时间尺度：表示系统周期振荡行为的
部分是快尺度sin（1 － ε2）12 t，它的尺度是t ～ O（1）；表示振荡振幅变化的部分是
慢尺度（1 － ε2）12 e － εt，它的尺度是t ～ (O 1 )ε .微扰解（6. 1. 10）正确地反映了精
确解快时间尺度的行为sint，而在计算慢时间尺度的行为时则完全失败.分析慢
时间尺度的动力学行为发现，e － ε t ＝1 － εt ＋ O（ε2 t2），因此要想得到渐近态行为
的解，微扰逼近一定要包括无穷多项，而不是只包括零阶项与一阶项.显然，这
个要求使得上面讨论的微扰方法变得毫无用处.因而需要考虑新的微扰方法，
使得在计算了微扰方程前几项后就能正确地逼近方程（6. 1. 5）的精确解.

另外，对于振荡频率，精确解有ω ＝（1 － ε2）1 ／ 2≈1 － 12 ε
2，它对渐近解ω ＝ 1

有一个O（ε2）的修正，表现在时间尺度上修正为(O 1
ε )2 .因而要想得到频率上

的修正，就需要考虑更慢时间尺度上系统的动力学行为.
由于动力系统的行为可能存在着多个时间尺度，在对它做微扰分析时一定

要引进多重尺度.基于这个考虑的微扰方法被称为多重尺度分析.分析的基本
假设是系统存在着互相独立的时间尺度.在分析中令τ ＝ t表示快时间尺度，
T ＝ εt表示一级慢时间尺度. T2 ＝ ε2 t表示二级慢时间尺度等.这相当于把时间
看成是各个时间尺度的总和：t ＝ τ ＋ T ＋ T2 ＋….在分析中把每个时间变量都看
成独立自变量.这种假设有它的物理意义，比如说在计算一个人的新陈代谢水
平在一天内的变化时，他的身高可以近似地看为常量.在这个假设下，变量是自
变量τ，T，T2，…的函数：

dx
dt ＝

x
 τ
 τ
t
＋ x
T
T
t
＋ x
T2
T2
t
＋…

＝ x
 τ
＋ ε xT

＋ ε2 xT2
＋….

下面以两个时间的多重尺度微扰方法重新对方程（6. 1. 5）的解进行幂级数逼
近.设x（t，ε）＝ x0（τ，T）＋ εx1（τ，T）＋ O（ε2），对x作对时间t的导数：
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dx
dt ＝

x
 τ
＋ ε xT

＋ O（ε2）＝ x0 τ ＋ (ε x0T ＋
x1 ) τ

＋ O（ε2），

d2x
dt2
＝
2x0
 τ2
＋ (ε 

2x1
 τ2
＋ 2
2x0
T ) τ ＋ O（ε2）.

将上面的幂级数展开形式代入方程（6. 1. 5），并收集对应于各个ε幂次的方
程，得

O（1）： 
2x0
 τ2
＋ x0 ＝ 0， （6. 1. 11a）

O（ε）： 
2x1
 τ2
＋ x1 ＝ － 2

2x0
 τT

－ 2
x0
 τ
， （6. 1. 11b）

….
方程（6. 1. 11a）的解为：x0 ＝ Asinτ ＋ Bcosτ.注意“常数”A，B是相对快时间尺度
τ而言的，它们可能是慢时间尺度的函数，A ＝ A（T），B ＝ B（T）.为了决定慢尺度
的行为，需要分析方程（6. 1. 11b）.将方程（6. 1. 11a）的解代入（6. 1. 11b），得

2x1
τ2
＋ x1 ＝ － (2 AT )＋ A cosτ ＋ (2 BT )＋ B sinτ.

这里又遇到了共振问题.由于存在共振，上方程的解会可能出现τsinτ和τcosτ
的久期项.要得到系统的渐近态行为就必须去掉这些久期项.通过令方程的共
振项的系数为0可以达到这个目的.令

A
T
＋ A ＝ 0，

B
T
＋ B ＝ 0.

解得A（T）＝ A（0）e － T，B（T）＝ B（0）e － T，A（0）与B（0）由初始条件决定.容易得
到B（0）＝0，A（0）＝1.因而方程对ε的零级近似的解为

x ＝ e －Tsinτ ＋ O（ε）＝ e －εtsint ＋ O（ε）.
这个解正确地反映了系统的动力学行为.图6. 2是多重尺度的渐近解与精确解

图6. 2 弱阻尼谐振子方程精确解与
两重时间尺度微扰解的比较

的比较.模拟中取ε ＝ 0. 1，可以看到
虽然ε值不是很小，两者的差异是微
不足道的.要进一步逼近精确解可以
从两个方面着手，一方面是继续解方
程（6. 1. 11）的高次项，从而对精确解
进行进一步的逼近.第二方面是引入
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更加慢的时间尺度T2 ＝ ε2 t对系统的频率变化进行修正.从图6. 2的结果观察，
对于方程（6. 1. 5）来说零级近似已经可以得到相当满意的结果.

为了显示多重尺度分析的普适性，下面用此方法分析上一章提到的范德坡
方程（5. 3. 10）.用同样的展开形式对变量、自变量进行关于ε的幂级数展开，取
两个独立的时间尺度，代入方程（5. 3. 10）并收集对应于ε的各个幂次，得方程

O（1）： 
2x0
τ2
＋ x0 ＝ 0， （6. 1. 12a）

O（ε）： 
2x1
τ2
＋ x1 ＝ － 2

2x0
τT

－ （x20 － 1）
x0
τ
， （6. 1. 12b）

….
方程（6. 1. 12a）的解的一般形式为：x0 ＝ r（T）cos（τ ＋ （T）），其中r（T）与
（T）分别是周期解的振幅与相位，它们是慢时间变量的函数.为了寻找决定振
幅与相位随时间的变化行为，必须分析（6 . 1 . 12b）.将零级近似解代入此
式，得

2x1
τ2
＋ x1 ＝ 2

r
T
sin（τ ＋ ）＋ r Tcos（τ ＋ [ ]）

＋ rsin（τ ＋ ） r2cos2（τ ＋ ）－[ ]1 ， （6. 1. 13）
方程（6. 1. 13）的右边除了明显的共振项外，还有隐藏的共振项：

sin（τ ＋ ）cos2（τ ＋ ）＝ 14 ［sin（τ ＋ ）＋ sin3（τ ＋ ）］.
将上式代入（6. 1. 13），得

2x1
τ2
＋ x1 ＝ － － 2 r

T
＋ r － 14 r[ ]3 sin（τ ＋ ）

＋ 2r 
[ ]T cos（τ ＋ ）＋

1
4 r

3 sin3（τ ＋ ）.
为了避免久期项，要求

2 r
T
－ r ＋ 14 r

3 ＝ 0，  r ＞ 0， （6. 1. 14a）

2r 
T
＝ 0. （6. 1. 14b）

对（6. 1. 14a）积分，得
r ＝ 2
（1 － Ke －T）1 ／ 2，
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其中K由初始条件决定.如果x（0）≠0，则r≠0.因而方程（6. 1. 14b）的解为
 ＝ 0，其中0由初始条件决定.方程（5. 3. 10）的零级近似解为

x ＝ 2
（1 － Ke －εt）1 ／ 2 cos（t ＋ 0）＋ O（ε）. （6. 1. 15）

当t→∞时，x ＝2cos（t ＋ 0）＋ O（ε）是一个极限环.从式（6. 1. 15）容易看出系统
从任何不为零的初始状态出发，都会趋向于这个极限环.图6. 3给出了这个系
统的一个数值模拟，振幅的包络线是振幅方程（6. 1. 14a）的解，可以看到两个解
吻合得很好.

图6. 3 范德坡方程精确解与微扰解的比较

在一般情况下，微扰方程的共振项并不是一眼就能看出来.为了使这种方
法更加具有普适性，需要发展一套规范化的操作步骤.讨论更一般的弱阻尼谐
振子方程：

d2x
dt2
＋ x ＋ ε (h x，dxd )t ＝ 0. （6. 1. 16）

用双重时间尺度的微扰分析可以得到如下微扰方程：
O（1）： 

2x0
 τ2
＋ x0 ＝ 0， （6. 1. 17a）

O（ε）： 
2x1
 τ2
＋ x1 ＝ － 2

2x0
τT

－ h， （6. 1. 17b）
….

（6. 1. 17a）的解为x0 ＝ r（T）cos（τ ＋ （T）），代入方程（6. 1. 17b）的右边，得
2 r
T
sin（τ ＋ ）＋ r Tcos（τ ＋ [ ]） － h.

其中h ＝ h［rcos（τ ＋），－ rsin（τ ＋）］.为了提取h中正比于sin（τ ＋ ）和cos（τ
＋）的部分，可以将h作傅里叶展开.由于（sinkθ，coskθ）组成正交系，所以只有
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k ＝1的项是共振项.为了去掉久期项，就要令
2 r
T
＝ 12π∫

2π

0
hsinθdθ ＝ 〈hsinθ〉，

2r 
T
＝ 12π∫

2π

0
hcosθdθ ＝ 〈hcosθ〉.

解出这两个方程就得到了（6. 1. 16）式的零级近似解.
从上边的分析看出，避免久期项的关键是各级微扰方程的右端不存在与方

程左端发生共振的项.对于谐振子方程来说，共振项是sin（τ ＋ ）与cos（τ ＋
），但对于其他类型的方程，共振项可能是其他的形式.找出一般系统的共振项
的最有效的方法是弗来得霍姆抉择（Fredholm alternative），这个方法又叫弗来得
霍姆可解性条件（Fredholm solubility condition）.下面介绍这个可解性条件.首先
注意到在各级微扰方程左边都是线性项，而且其形式是一样的：

O（1）： Lx0 ＝ 0，
O（εi）： Lxi ＝ qi，

….
其中qi是包含x0，…，xi － 1的非线性函数，它的形式由解上级各个方程得到.根
据以上的讨论，为了去掉各阶微扰方程的共振项，qi一定不能与x0 发生共振.
而x0是线性算子L的非平庸零空间（nontrivial null space）.弗来得霍姆可解性
条件有如下论断：对于每一个线性算子L，都可以定义一个它的伴随算子L*
（adjoint operator）.方程Lu ＝ q解的一致性的必要条件是：L*的非平庸零空间
u ＋与q正交.在有限维空间中伴随算子有简单的形式：l*ij ＝ l－ ji，因而有Lu ＝
u ＋ L*，其中u ＋满足L*u ＋ ＝ 0.

§ 6. 2 一维不变流形的正则方程

一维系统中的相变只有两种形式.第一种形式是一个稳定点变为不稳定点；
第二种形式是通过一个极限点分岔一对不动点从一般流形中产生出来，其中一个
是稳定的，另一个是不稳定的.根据系统相变点附近的状态与系统的对称性，一
维不变流形在相变点附近的分岔行为可以分为三类：转换分岔（transcritical bi-
furcation），叉形分岔（pitchfork bifurcation）与极限点分岔（limitpoint bifurcation）.
每一类分岔都有自己的正则方程.以下分析各个分岔点附近的正则方程的形
式，它们在相变点附近的行为有普适性意义.

转换分岔 转换分岔是最一般的局部分岔行为.假设当系统的控制参量变
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化时，它的一个不动点从稳定的变为不稳定的.但这个不动点在控制参量λ ＝ λc
附近总是存在（这里λc是临界点）.另外，假设相变后产生的新的稳定态在临界
点附近是控制参量的连续函数.这种情况出现的相变叫转换相变.它的正则形
式为：

dx
dt ＝ rx － x

2 . （6. 2. 1）
下面根据上述条件推导转换相变的正则方程.根据上面的两个假设，可以将系
统状态在所要分析的定态附近以一个小量ε做幂级数展开，同时将控制参量在
临界点附近做同样的幂级数展开：

x ＝ x － xs ＝ εx1 ＋ ε
2x2 ＋…，

λ － λc ＝ εγ1 ＋ ε
2γ2 ＋…. （6. 2. 2）

由于在临界点有临界慢化现象，即
x ～ eωct， ωc → 0，

系统运动的时间尺度在临界点附近变得很大，所以要将时间尺度拉长：
d
dt ＝ ε


τ1
＋ ε2 τ2

＋….
将此微扰形式代入微扰方程（4. 5. 2），并按ε的幂级数分开，得

O（ε）： L（λc）x1 ＝ 0， （6. 2. 3a）

O（ε2）： L（λc）x2 ＝ － γ1Lλ（λc）x1 － 12 hxx（λc）x1x1 ＋
x1
τ1

＝ q2， （6. 2. 3b）
O（ε3）： L（λc）x3 ＝ － γ1Lλ（λc）x2 － γ2Lλ（λc）x1 － 12 γ

2
1Lλλ（λc）x1

－ 12 γ1hxxλ（λc）x1x1 －
1
6 hxxx（λc）x1x1x1

－ hxx（λc）x1x2 ＋
x1
τ2
＋
x2
τ1

＝ q3 . （6. 2. 3c）
其中Lλ（λc）＝ L ／ λ ｜ λ ＝ λc是将线性算符在λc 做泰勒展开得到的，hxx xx是将
h（x）在不动点做泰勒展开得到的二阶项.对一个二维系统，它的一般形式为

hxxxx ＝
a1x

2
1 ＋ b1x1x2 ＋ c1x

2
2

a2x
2
1 ＋ b2x1x2 ＋ c2x

( )2
2

.
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方程（6. 2. 3a）的解应有如下形式：
x1 ＝ C（τ1，τ2，…）u. （6. 2. 4）

其中u是特征值为ω ＝0的特征向量，C（τ1，τ2，…）是一个慢变量，它的动力学
行为由下级的微扰方程决定.注意到方程左边总是线性方程形式L（λc）xi，因而
可以用弗来得霍姆可解性条件得到描写C的动力学方程.首先找出矩阵L的伴
随矩阵对应的非平庸零空间u ＋ . L*u ＋ ＝ 0，可解性条件为：（u ＋，qi）＝ 0，将解
（6. 2. 4）代入可解性条件，得

－ γ1C（u ＋，Lλ（λc）u）－ 12 C
2（u ＋，hxx（λc）uu）＋ Cτ1

（u ＋，u）＝ 0.
此式可写为

C
τ1
＝ γ1P1C － P2C

2 . （6. 2. 5）
其中

P1 ＝
1

（u ＋，u）（u
＋，Lλ（λc）u）， P2 ＝ － 1

2（u ＋，u）（u
＋，hxx（λc）uu）.

（6. 2. 6）
将方程（6. 2. 5）两边同乘ε2，并令A ＝ εC.由于εγ1≈λ － λc， ／ t≈ε ／ τ1，在一
级近似中方程（6. 2. 5）变为

dA
dt ＝ （λ － λc）P1A － P2A

2， （6. 2. 7）
此方程与（6. 2. 1）相同，是转换分岔的一般形式.上面的分析唯一的要求是系统
在不动点附近可以以（6. 2. 2）的形式展开，所以推导出的方程（6. 2. 7）具有普
适性意义.如果P2≠0，方程（6. 2. 7）有两个不动点：As1 ＝ 0，As2 ＝（λ － λc）P1 ／
P2 .在这两个不动点附近做线性稳定性分析容易得到如下结果：对于P1 ＞ 0，
当λ ＜ λc时As1是稳定的，As2是不稳定的；当λ ＞ λc时As1是不稳定的，As2是稳
定的.对于P1 ＜ 0，当λ ＜ λc时As1是不稳定的，As2是稳定的；当λ ＞ λc时As1是
稳定的，As2是不稳定的.不论哪一种情况，在临界点时都有一个稳定性的交
换，这是转换分岔的基本特征.图6 . 4是转换分岔的分岔图，可以看到在临界
点附近有As∝（λ － λc）.

图6. 4 转换分岔的分岔图
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P1的符号有明显的物理意义.对线性方程L（λ）u ＝ ωu两边求关于λ的导
数，并计算它在λc时的值，得

Lλ（λc）u ＋ L（λc）uλ λc

＝ ω（λ）[ ]λ λc

u ＋ ωc
u
λ λc

.

两端左乘u ＋并注意到（u ＋，L）＝0，ωc ＝ 0，
ω
λ λc

＝
（u ＋，Lλ（λc）u）
（u ＋，u） ＝ P1 . （6. 2. 8）

很明显P1的符号是特征值随控制参量在临界点变化的趋势.
叉型分岔 由于系统本身的对称性限制，在上面分析中会遇到P2 ＝ 0的情

况.一般来讲，对于动力系统（4. 1. 1），如果有F（－ X）＝ － F（X），则系统存在
X→ － X镜像对称不变性.对于这类系统振幅方程（6. 2. 5）应该在操作C→ － C
下保持不变.将此关系代入（6. 2. 5）得P2 ＝ 0.为了保证振幅C不以指数形式增
长，在微扰方程（6. 2. 3）中要求γ1 ＝ 0，C ／ τ1 ＝ 0.在这种情况下，该方程的二级
微扰方程变为

L（λc）x2 ＝ － 12 hxx（λc）x1x1 .
解得

x2 ＝ L
－1（λc） － 12 C

2hxx（λc）[ ]uu ＋ C2（τ2）u. （6. 2. 9）
注意L － 1（λc）一般不存在，式（6. 2. 9）右边第一项只代表二级微扰方程的一个
特解.为了得到振幅C的方程，需要将计算延展到第三级微扰方程.将解（6. 2.
9）代入方程（6. 2. 3c），并注意到γ1 ＝ 0，C ／ τ1 ＝ 0，微扰方程变为

L（λc）x3 ＝ － Cγ2Lλ（λc）u ＋ Cτ2
u － 16 C

3hxxxuuu

＋ 12 C
3hxxuL

－1（λc）［hxxuu］－ CC2hxxuu ＝ q3 .
应用弗来得霍姆可解性条件，（u ＋，q3）＝0，并注意到由于P2 ＝ 0，（u ＋，hxxuu）＝
0，得振幅方程

C
τ2
＝ γ2P1C － P3C

3 .

其中P1由（6. 2. 6）式决定，P3由下式决定：
P3 ＝ －

1
（u ＋，u (） u ＋， 16 hxxxuuu － 12 hxxuL －1（λc）［hxxuu{ } )］ .

（6. 2. 10）
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将上振幅方程两边同乘ε3，令A ＝ εC，并取近似λ － λc≈ε2γ2，d ／ dt≈ε2 τ22，得
dA
dt ＝ （λ － λc）P1A － P3A

3 . （6. 2. 11）
下面分析这个振幅方程的稳定性.此方程在（λ － λc）P1 ／ P3 ＜ 0时有一个不动点
As ＝ 0，在（λ － λc）P1 ／ P3 ＞ 0时有三个不动点：

As1 ＝ 0， As2，s3 ＝ ± ［（λ － λc）P1 ／ P3］1 ／ 2 .
对这些不动点进行线性稳定性分析得到：对于不动点As1 ＝ 0，特征值为ω ＝（λ －
λc）P1，对于不动点As2，s3 ＝ ±［（λ － λc）P1 ／ P3］1 ／ 2，特征值为ω ＝ －2（λ － λc）P1 .
因而根据P1，P3符号的不同，系统可能出现几种不同的分岔图.

首先分析P3 ＞ 0的情况.如果P1 ＞ 0，则当λ ＜ λc时系统有一个稳定不动点
As ＝ 0；当λ ＞ λc时，这个不动点变成不稳定的，同时出现两个新的稳定不动点，
As ＝ ±［（λ － λc）P1 ／ P3］1 ／ 2，如图6. 5（a）所示.如果P1 ＜ 0，则当λ ＞ λc 时系统
有一个稳定不动点As ＝ 0；当λ ＜ λc时这个不动点变成不稳定的，同时出现两个
新的稳定不动点As ＝ ±［（λ － λc）P1 ／ P3］1 ／ 2，它的分岔图是前一种情况的镜像，
见图6. 5（b）.这两种情况称为超临界叉型分岔（supercritical pitchfork bifurca-
tion）.对于超临界叉型分岔，系统在临界点附近有As∝（λ － λc）1 ／ 2 .

图6. 5 超临界叉型分岔的分岔图

对于P3 ＜ 0的情况，如果P1 ＞ 0，则当λ ＞ λc时系统存在唯一不稳定不动点
As ＝ 0；当λ ＜ λc时这个不动点从不稳定的变为稳定的，同时出现两个新的不稳
定不动点As ＝ ±［（λ － λc）P1 ／ P3］1 ／ 2 .分岔图如6. 6（a）所示.如果P1 ＜ 0，它的
分岔图是6. 6（a）的镜像，见图6. 6（b）.这两种情况被称为次临界叉型分岔
（subcritical pitchfork bifurcation）.对于次临界叉型分岔的情况，振幅方程缺少饱
和项去限制振幅A的发展，这时需要引入更高阶的微扰项进行分析.可以证明
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图6. 6 次临界叉型分岔的分岔图

由更高阶的微扰项得到的振幅方程的形式为
dA
dt ＝ （λ － λc）P1A ＋ P3A

3 － P5A
5 . （6. 2. 12）

如果P5 ＞ 0，方程就有了饱和项.系统的分岔图是图6. 7的形式.这时系统的振
幅在任何状态下都不会无限增加.注意到图6. 7中在［λs，0］区间出现了双稳
态，在λ ＝ λs时系统有两个极限分岔点.

图6. 7 次临界叉型分岔的磁滞回线

从前面的分析知道，铁环系统（3. 1. 5）的不动点（0，0）在临界点附近随控
制参量连续变化.新产生的不动点在临界点附近也是控制参量的连续函数，同
时，方程满足镜像对称，所以该系统在临界点附近应该是叉型分叉.下面以这个
系统演示叉型分岔正则方程的推导过程.当摩擦力与惯性力相当时，铁环问题
的方程为

d2θ
dt2
＝ － b dθdt ＋ sinθ（λcosθ － 1）， b ＞ 0.
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写成双变量系统的形式：
dθ
dt ＝ Ω， （6. 2. 13a）
dΩ
dt ＝ sinθ（λcosθ － 1）－ bΩ. （6. 2. 13b）

在临界点λc ＝ 1附近将上方程分成线性部分与非线性部分，得
d
dt ( )θΩ ＝

 0  1
λ － 1 ( )－ b ( )θΩ ＋

 0 
1 － 4λ
6 θ

 
  
 

 
  
 
3 ＋ O（θ5）.

因而
L（λc）＝ 0  1

0 ( )－ b
， u ＝ ( )10 ，

L*（λc）＝ 0  0
1 ( )－ b

， u ＋ ＝ b( )1 ，
Lλ（λc）＝ 0 0( )1 0

.

代入公式（6. 2. 6）容易得到P1 ＝1 ／ b.由于方程（6. 2. 13）没有二阶项，所以hxxuu ＝
0，代入（6. 2. 10）计算出P3：

P3 ＝
－ 1

（u ＋，u (） u ＋，
1
6 hxxx )uuu

＝ － 16b（b 1）
 0 
1 － 4( )λ ＝

－ （1 － 4λ）
6b .

因而振幅方程为
b dAdt ＝ （λ － 1） (A － 4λ － 1 )6 A3 . （6. 2. 14）

  极限点分岔 上面两种情况的一个假设是所要分析的不动点在临界点处
总是存在，这意味着动力系统方程右边的函数f（Xs，λ）对λ的各阶导数在λ ＝
λc时为零.对于不满足以上要求的系统，它在临界点附近的行为是极限点分岔.
将动力学方程（4. 1. 1）在（Xs，λc）附近作泰勒级数展开：

dX
dt ＝ F（Xs，λc） (＋ F

 )X Xs，λc
（X － Xs） (＋ F )λ Xs，λc

（λ － λc）

＋ (12 2F
X )2

Xs，λc
（X － Xs）2 ＋…. （6. 2. 15）

因为是在不动点与临界点附近作展开，所以方程（6. 2. 15）的前两项为0.令
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z ＝ X － Xs， μ (＝ F )λ Xs，λc
（λ － λc）， q2 ＝ － (12 2F

X2 )s Xs，λc
，

得极限点分岔的正则形式：
dz
dt ＝ μ － q2 z

2 . （6. 2. 16）
当μ ＜0时，方程（6. 2. 16）没有不动点；当μ ＞0时系统产生一对不动点，其中一
个是稳定的，一个是不稳定的.这种形式的方程曾在第五章中多次遇见过.

§ 6. 3 动力势与结构稳定性

对于一维动力系统，上节讨论的三种分岔形式都可以用一个动力势函数表
示.其形式为

dz
dt ＝ －

U
z
. （6. 3. 1）

其中U的函数形式为：
U ＝ － （λ － λc）P1 z

2

2 ＋ P2
z3
3 ， 转换分岔，

U ＝ － （λ － λc）P1 z
2

2 ＋ P3
z4
4 ， 叉形分岔，

U ＝ － μz ＋ q2
z3
3 ，      极限点分岔.

势函数U包含了系统不动点附近的所有动力学信息.不动点zs处在势函数U的
极小值位置，（U ／ z）zs ＝ 0.在不动点zs对系统做微扰，令z ＝ zs ＋ ξ，代入（6. 3.
1），得微扰方程

dξ
dt (＝ － 2U

ξ )2
zs
ξ. （6. 3. 2）

因而当（2U ／ Z2）zs ＞ 0时，不动点是稳定的；反之是不稳定的.图6. 8给出了动
力势函数在叉型分岔临界点前后的形状.这里我们注意到它与朗道有序-无序
的相变理论［30］有许多相似之处.唯一的不同是势函数U是由动力系统决定的
动力势，而不是热力学势.这种相似还可以在临界指数中看到.在叉型分岔中有
zs ～ ±（λ － λc）1 ／ 2，这与朗道方程的结论一致，控制参量λ在朗道方程中起温度
的作用.但是，热力学平衡态相变理论与非平衡态动力学相变理论在微观机制
方面存在本质差别.这些差别在考虑随机扰动时会显示出来.例如，对于动力学
系统来说，图6. 8中的z ＋与z －共存意味着观测者可以以同等概率观察到这两
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图6. 8 叉型分岔的势能图

个状态；而在热力学相变中这种解释是不对的.另外，动力学系统的分岔现象所
描述的是一个宏观系统，而热力学平衡态的相变描述的是一个微观系统.

对于一维系统动力学方程在临界点附近的三种分岔行为可以用一个简单
的方程加以概括：

dx
dt ＝ ax

3 ＋ bx2 ＋ cx ＋ d.

当方程中b ＝ d ＝0时，该方程变为叉型分岔的正则形式；当a ＝ d ＝ 0时，变为转
换分岔的正则形式；而当a ＝ c ＝0时，变为极限点分岔的正则形式.当四个系数
都不为零时，它的动力学行为又是怎样的呢？首先注意到利用变换方程的时间
尺度与变量尺度可以使其减少两个控制参量.同时，对于一个三次方程来说可
以通过坐标平移去掉二阶项.令：τ ＝ ｜ a ｜ t，z ＝ x － b

3 ｜ a ｜，在这种变换下，上述方
程变为

dz
dτ
＝ － z3 ＋ λz ＋ μ. （6. 3. 3）

这里新的控制参量λ，μ是老控制参量a，b，c，d的组合.三次项的负号是为了保
证方程存在饱和项.从基本的代数运算中知道方程（6. 3. 3）可以最多有三个实
数解，也就是说，系统最多有三个不动点.另外，随着控制参量的变化，系统不动
点的数量可能从三个变为一个.不动点数量变化的边界由下式决定：

－ 4λ3 ＋ 27μ2 ＝ 0. （6. 3. 4）
根据此式画出的控制参量空间的相变图如图6. 9所示.从图中看到三个不动点
的区域结束于一点（0，0）.这一点被称为尖奇异点（casp singularity）.利用线性

711第六章 非线性系统的正则方程



图6. 9 包含尖奇异点的参量空间图

稳定性分析可以知道，在三个不动点的区域内有两个不动点是稳定的，一个是
不稳定的，因而这个区域对应于系统的双稳态.系统进入双稳态区域的方式有
三种：第一种是固定μ ＝0，此时方程（6. 3. 3）变为叉型分岔的正则形式，它的分
岔图见图6. 5.如果固定任意一个λ ＞ 0，而逐渐变化μ，系统变量随控制参量的
变化会出现一个S形的曲线.如图6. 10（a）所示.双稳区的边界由μ1与μ2决定，
在这两个相变点系统会出现极限点分岔.来回扫描控制参量μ，我们会看到一个磁
滞回路现象，这个现象已经在前面的章节中讨论过.如果将控制参量μ（μ≠0）固
定，而变化控制参量λ，系统进入双稳区会采取另外的方式，如图6. 10（b）所示.

图6. 10 两种鞍-结点分岔的形式

可以看到系统的状态随控制参量的变化是两条分离的曲线.曲线（1）对于所有
控制参量存在，而曲线（2）有一个极限点分岔，在分岔后出现一对新的不动点，
一个是稳定的，一个是不稳定的.从图6. 10（b）看到，不论系统的控制参量μ多
么小，只要它不为零，系统的分岔图就是图6. 10（b）所示的形式，而不是如图6.
5所示的叉型分岔.也就是说，由于μ≠0而导致的系统不完美性破坏了叉型分
岔.相反，极限点分岔却不受控制参量变化的影响，不论固定μ变化λ，还是固定
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λ变化μ，亦或同时变化μ与λ，都可以得到极限点分岔.从这个意义上说，极限
点分岔是结构稳定的，这种稳定性只有在同时变化μ与λ时才会被破坏.对于
系统（6. 3. 3），需要将μ小心地固定在μ ＝ 0的点上并连续变化λ，才可能破坏
极限点分岔.

上面的讨论显示了结构稳定性的基本概念.这个概念在第四章的末尾有过
一些讨论.对于一些现象，比如叉型分岔的情况，结构稳定性只有在控制参量满
足一些特定的条件下才会出现.一旦这些条件不被满足，这些现象就不再存在.
在一个一般的物理系统中，这种对控制参量的限制是很难达到的.即使在某些
情况下满足了这些条件，一旦外部环境发生了微小的变化，它们就会消失.从这
个意义上讲，这些现象是结构不稳定的.对于另外一些现象，比如极限点分岔的
情况，它的存在不会随着控制参量的变化而出现定性的改变，这些现象就是结
构稳定的.我们已经介绍了用线性稳定性分析方法分析系统的状态稳定性，但
这种分析不能直接应用于系统的结构稳定性分析.讨论一个给定系统的结构稳
定性如何，是结构稳定性分析的主要内容.本书不对它作进一步介绍，有兴趣的
读者可以在参考文献［31，32］中读到详细的分析.

§ 6. 4 霍普夫分岔

在二维系统中，不动点有六种类型：稳定结点，稳定焦点，鞍点，不稳定结
点，不稳定焦点与中心点.当控制参量在临界点附近变化时，一个稳定不动点会
向一个不稳定不动点过渡.因而在二维系统中，分岔可以有如下三种形式：稳定
结点→不稳定结点，稳定结点→鞍点，稳定焦点→不稳定焦点.第一种分岔要求
两个特征值同时由负变正，这是一种很少见的情况，这里不讨论；第二种分岔可
以在一维流形中讨论，我们在本章第二节中做了详细介绍；第三种类型对应于
霍普夫分岔，分岔出现后会产生极限环.另外，二维系统中也会出现一个稳定点
与一个不稳定点同时出现或同时消失的情况，它是极限点分岔在二维系统中的
表现形式，叫鞍-结点分岔.这种分岔与极限点分岔没有本质区别，只是在极限
点分岔上加上了一个稳定流形，如图5. 15所示.这里主要推导霍普夫分岔的正
则方程.

在控制变量变化到稳定焦点与不稳定焦点的交界点时，系统对应的线性方
程的特征根实部Re（ω）＝0，但虚部Im（ω）＝ Ωc≠0.与上节分析不同的是，这时
有一对特征值一起越过特征值平面的虚轴，因此中心流形是二维的.同时，在临
界点附近变量x有一个快时间尺度：t ～2π ／ Ωc，x以2π ／ Ωc做周期振荡，因此在
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做多重尺度分析时要考虑这个时间尺度T ＝ Ωc t.令
d
dt ＝ Ωc


T
＋ ε τ1

＋ ε2 τ2
＋…，

λ － λc ＝ γ1ε ＋ γ2ε
2 ＋…，

代入微扰方程
dx
dt ＝ L（λ）x ＋ h（x），

再按ε的幂级将微扰方程分开，得
O（ε）： Ωc


T
I － L（λc[ ]）x1 ＝ 0， （6. 4. 1a）

O（ε2）： Ωc

T
I － L（λc[ ]）x2 ＝ － q2， （6. 4. 1b）

O（ε3）： Ωc

T
I － L（λc[ ]）x3 ＝ － q3， （6. 4. 1c）

….
其中q2，q3的形式与（6. 2. 3）式一致.对一级微扰方程求解，得

x1 ＝ C（τ1，τ2）ueiT ＋ c. c. （6. 4. 2）
将此解代入二级微扰方程（6. 4. 1b）并利用弗来得霍姆可解性条件，得
－ Cγ1（u ＋ eiT，Lλ（λc）ueiT）－ 12 C

2（u ＋ eiT，hxxueiTueiT）＋ C τ1
（u ＋ eiT，ueiT）＝ 0，

（6. 4. 3）
这里u ＋ eiT是伴随算符J*T ＝ Ωc TI － L

*（λc）的非平庸零空间.其中u ＋是L*的
特征向量.注意到这时正交操作要在全时间内进行.由于解的周期性，只要在
0到2π内积分就行了：

（a（T），b（T））＝ ∫
2π

0
a*（T）b（T）dT.

在（6. 4. 3）的C2项中，hxxxx可以写为如下形式：

hxxxx ＝
a1x

2
1 ＋ b1x1x2 ＋ c1x

2
2

a2x
2
1 ＋ b2x1x2 ＋ c2x

( )2
2

，

将解（6. 4. 2）代入有：
x21 ＝ （Cu1eiT ＋ C－u－1e － iT）2 ＝ Cu1

2 ＋ C2u21e
i2T ＋ c. c.，

x22 ＝ （Cu2eiT ＋ C－u－2e － iT）2 ＝ Cu2
2 ＋ C2u22e

i2T ＋ c. c.，
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x1x2 ＝ （Cu1eiT ＋ C－u－2e － iT）（Cu2eiT ＋ C－u－1e － iT）
＝ 12 C

2（u1u－2 ＋ u2u－1）＋ c2u1u2ei2T ＋ c. c.
所以hxxxx应有如下形式：

hxxxx ＝
d1 ＋ e1e

i2T ＋ c. c.

d2 ＋ e2e
i2T ＋( )c. c.

.

由于（sinnx，cosnx）组成正交系，显然，eiT与上式正交.因此式（6. 4. 3）的第二项
为0，从而得到

C
 τ1

＝ γ1P1C.

为了保证振幅C有界，一定要有γ1 ＝ 0，C ／ τ1 ＝ 0，解二级微扰得：
x2 ＝ L

－1（λc） － 12 C
2hxxue

iTuei[ ]T ＋ C2（τ2）ueiT .  （6. 4. 4）
将此解代入三级微扰方程并再次运用弗来得霍姆可解性条件，并注意到γ1 ＝ 0，
C ／ τ1 ＝ 0，（u ＋，hxxuu）＝0，得

C
τ2
＝ γ2P1C － P3 C

2C. （6. 4. 5）
其中P1仍然由（6. 2. 6a）式决定，P3由下式决定：
P3 ＝

－ 1
（u ＋，u [） u ＋ eiT，

1
6 hxxx（ue

iT）3 － 12 hxxu
iTL －1（λc）｛hxx（ueiT）2 ]｝ .

（6. 4. 6）
令：εC ＝ A，代入（6. 4. 5）式，得振幅方程

dA
dt ＝ （λ － λc）P1A － P3 A 2A. （6. 4. 7）

这就是霍普夫分岔的正则形式.注意这里A，P1，P3 一般来讲都是复数.令A ＝
rei，其中r与为实数，方程（6. 4. 7）变为实数方程：

dr
dt ＝ （λ － λc）Re（P1）r － Re（P3）r

3， （6. 4. 8a）
d
dt ＝ （λ － λc）Im（P1）－ Im（P3）r

2 . （6. 4. 8b）
方程的第一式与叉型分岔一致，因而可以套用叉型分岔的结论：当Re（P3）＞ 0
时，系统表现出超临界分岔，被称为超临界霍普夫分岔，见图6. 11（a）；当Re（P3）
＜0时，系统表现出次临界分岔，被称为次临界霍普夫分岔，见图6. 11（b）. r≠0的
解对应于一个极限环.将这类解代入（6. 4. 8b）并两边积分可以计算出极限环的振
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图6. 11 超临界与次临界霍普夫分岔

荡频率随控制参量的变化：
 ＝ 0 ＋ Im（P1）－

Im（P3）Re（P1）
Re（P3[ ]） （λ － λc）t ＝ 0 ＋ ΔΩt，

（6. 4. 9）
这里ΔΩ是对Ωc的一个修正.

为了将上面的推导具体化，现在推导布鲁塞尔子模型（4. 5. 3）在霍普夫分
岔点附近振幅方程的正则形式.在§ 4. 5的推导中得出该模型对应的微扰方
程为：

d
dt ( )xy ＝

B － 1 A2

－ B － A( )2 ( )xy (＋ B
A x

2 ＋ 2Axy ＋ x2 )y 1
－( )1 . （6. 4. 10）

系统有唯一不动点（A，B ／ A）.利用线性稳定性分析容易得到霍普夫分岔的临界
点为Bc ＝ A2 ＋ 1，Ωc ＝ A.将此关系代入（6. 4. 1a）解得：

x1
y( )
1

＝ C（τ1，τ2）
u1
u( )
2

eiT ＋ c. c. （6. 4. 11）

L（Bc）的伴随矩阵及所对应的特征向量为：

L* ＝
A2  － （A2 ＋ 1）
A2   － A( )2

， u ＋ ＝
 1 
A2 ＋ iA
A2 ＋

 
 
 
 

 
 
 
 1
.

因而伴随算符对应的非平庸零空间为：u ＋ eiT，将一级微扰的解（6. 4. 11）代入二
级微扰方程，并注意到γ1 ＝ 0，C ／ τ1 ＝ 0，得

A 
 (T 10 )01 (－ A2

－ （A2 ＋ 1） 
A2

－ A )[ ] (2

x2
y )
2

(＝ A2 ＋ 1
A x21 ＋ 2Ax1y ) (1

1
－ )1 .   （6. 4. 12）

从上面的分析知道方程（6. 4. 12）没有共振项，因而可以寻求以下解的形式：
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x2
y( )
2

＝
p0
q( )
0

＋
p2
q( )
2

ei2T ＋ c. c. （6. 4. 13）

将此解的形式代入方程（6. 4. 12），对比方程两端系数得：
p0 ＝ 0， q0 ＝ 2A3（A

2 － 1）C 2，

p2 ＝
－ 2i
3A2
（1 － A2 ＋ 2iA）C2，

q2 ＝
1
3A3
［1 － 5A2 ＋ 2iA（2 － A2）］C2 . （6. 4. 14）

将上面前级微扰方程的解代入第三级微扰方程，并利用弗来得霍姆可解性条
件，

(
得

1 A
2 － iA
A2 ＋ ) [1

γ2 (C 1
－ 1
 )00

1
i － A

 
  
 

 
  
 A
－ C
τ2

1
i － A

 
  
 

 
  
 A

＋ C 2C 2 A
2 ＋ 1
A

－ 2i
3A2
（1 － A2 ＋ 2iA）＋ 4（A

2 － 1）
A{ 2

＋ 2
3A2
［1 － 5A2 ＋ 2iA（2 － A2）］

＋ 4i3A（1 － A
2 ＋ 2iA）i ＋ AA

＋ i ＋ A}A
1
－( ) ]1 ＝ 0. （6. 4. 15）

令z ＝ εC，整理上式得：
dz
dt ＝

B － Bc
2 (z － A2 ＋ 2

2A2
＋ i 4A

4 － 7A2 ＋ 4
6A )3 ｜ z ｜ 2 z. （6. 4. 16）

这就是布鲁塞尔子在霍普夫分岔附近的正则方程.由于（A2 ＋ 2）／ 2A2 ＞ 0，这个
分岔是超临界霍普夫分岔.

霍普夫分岔的正则形式可以从对称性分析中直接得到.在霍普夫分岔点，
非线性方程（4. 5. 2）的一级近似解的形式为

x ＝ AeiΩct ＋ A－e － iΩct . （6. 4. 17）
其振幅方程可写为如下形式：

dA
dt ＝ F（A，A

－）. （6. 4. 18）
由于系统在临界点附近，可以认为（6. 4. 18）式中的振幅A的绝对值很小，因而
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该方程可以在A ＝0处作泰勒级数展开：
dA
dt ＝ μA ＋ bA

－ ＋ cA2 ＋ d A 2 ＋ eA－2 ＋ fA3

＋ g A 2A ＋ h A 2A－ ＋ iA－3 ＋ O（A4）. （6. 4. 19）
利用对称性分析可以将上式简化.对称性分析的出发点是（6. 4. 19）式在一个对
称变换下应该保持不变.对于时间振荡行为，其振幅方程应该保证时间平移不
变性，即在操作t→t － t0 下，振幅方程不变.将此时间平移变换代入（6. 4. 17）
式，得

x ＝ AeiΩc（t －t0） ＋ A－e － iΩc（t －t0） ＝ （Aei）eiΩct ＋ （A－e － i）e － iΩct . （6. 4. 20）
其中 ＝ － Ωc t0 .因此时间平移对称要求振幅方程在A→Aei下保持不变.将此
变换代入（6. 4. 19）式，得

ei dAdt ＝ e
iμA ＋ e － ibA－ ＋ ei2cA2 ＋ d A 2

＋ e － i2eA－ 2 ＋ ei3 fA3 ＋ eig A 2A

＋ e － ih A 2A－ ＋ e － i3 iA－ 3 ＋ O（A4） （6. 4. 21）
很明显，只有当方程（6. 4. 19）中系数b，c，d，e，f，h，i为0时，方程（6. 4. 21）才能
与方程（6. 4. 19）完全相同.因而方程（6. 4. 19）被简化为

dA
dt ＝ μA ＋ g A

2A. （6. 4. 22）
为了保证上方程有饱和项，g必须为负数.这就是超临界霍普夫分岔的正则形
式.如果g是正数，则还要加入更高阶项.容易证明满足时间平移对称的非线性
项为｜A ｜ 2nA.如果5阶项的系数是负数，则振幅方程为

dA
dt ＝ μA ＋ g A

2A － g1 A
4A. （6. 4. 23）

这是次临界霍普夫分岔的一般形式.对称性分析的优点是简单，但它不能给出
振幅方程中的系数与原方程系数的关系.要了解这种关系，必须进行多重尺度
微扰分析.

§ 6. 5 极限环的全局分岔

在二维动力系统中，除了上一节分析的霍普夫分岔可以产生极限环以外，
还有三种路径可以产生或消灭一个极限环.这三种产生极限环的路径都牵扯到
相空间的一个大的区域，而不是像霍普夫分岔那样局限在不动点附近，因而它
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们被称为全局分岔（global bifurcations）.三种全局分岔分别为：鞍-结点分岔
（saddle-node bifurcation），无限周期分岔（infinite-period bifurcation）与同宿轨道
分岔（homoclimic bifurcation）.这一节提供这三种分岔的典型模型，并对它们之
间的动力学行为做一个比较.

鞍-结点分岔 在临界点附近两个极限环，一个是稳定的，一个是不稳定
的，它们同时出现，或经碰撞同时消失，这种分岔是极限环的鞍-结点分岔，它可
以对应为不动点的鞍-结点分岔.一个简单的描述此类分岔的动力学方程为：

dr
dt ＝ μ r ＋ r

3 － r5， （6. 5. 1a）
dθ
dt ＝ ω － br

2 . （6. 5. 1b）
与上节（6. 4. 8）式比较，我们知道，当μ ＝0时系统经历次临界霍普夫分岔，现在
讨论μ ＜0的情况.

由于方程（6. 5. 1）的径向方程与角变量方程分离，可以认为径向方程是一
个一维系统，容易验证此方程在μc ＝ － 1 ／ 4时出现一个极限点分岔，由于整个
系统是二维的，这个分岔被称为鞍-结点分岔.由于μ ＜ 0，不动点rs ＝ 0是稳定
的.在极限点分岔出现后，系统会产生一对新的不动点，一个是稳定的，一个是
不稳定的.不稳定不动点确定了两个稳定不动点的吸引域.回到二维系统.在一
维系统中的不动点rs ＝ 0在二维系统中还是不动点，在一维系统中rs≠0的不动
点在二维系统中是极限环.因而系统在鞍-结点分岔后出现一对极限环，一个是
稳定的，一个是不稳定的.稳定极限环与原来的定态构成双稳态，而不稳定极限
环构成二维空间中两个状态吸引域的边界.图6. 12的上半部表示径向方程在
分岔前后的流形图，下半部分是二维相空间的全空间流形图.当控制参量μ增长
并超过临界点μc时，一对极限环出现，稳定的成为一维不变流形，不稳定的成
为稳定不动点吸引域与极限环吸引域的边界.当μ减小并跃过临界点时，一对
极限环碰撞并消失.注意到在这种形式的分岔中，极限环一产生就有一个量级
为1的振幅，而对于霍普夫分岔的情况，极限环的振幅与控制参量到临界点的
距离呈平方根关系，A∝（μ － μc）1 ／ 2 .

图6. 12 鞍-结点分岔导致的极限环
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无限周期分岔 考虑如下动力系统：
dr
dt ＝ r（1 － r

2）， （6. 5. 2a）
dθ
dt ＝ μ － sinθ. （6. 5. 2b）

这个系统由两个相互独立的子系统构成，径向方向与种群生长模型一致.根据以
前的分析知道不动点rs ＝0是不稳定的，rs ＝ 1是稳定的，因而在二维相空间中除
r ＝0以外的所有轨迹会渐近地趋近于r ＝ 1的环上.在角变量方向，如果μ ＞1，流
形运动方向总是逆时针的；当μ ＜1时，在某一个圆弧范围流形开始顺时针方向运
动，因而在环上产生两个不动点，一个是稳定的，一个是不稳定的，这是在环上的
极限点分岔.在二维系统中表现为鞍-结点分岔.临界点为μc ＝ 1，这种情况在第五
章中有过详细的讨论.图6. 13给出了系统分岔前后的流形图.根据以前的讨论，
我们知道当控制参量μ从大于1减少到临近于1时，系统出现瓶颈效应，极限环
的流形运动在θ ＝π ／ 2附近会变得很慢，当μ ＝ μc ＝1时，流形在θ ＝π ／ 2处停止运
动，周期变为无穷长.因而此类分岔被称为无限周期分岔.当μ ＜1时，极限环经一
个鞍-结点分岔消失，系统产生出一个鞍点和一个稳定结点.

图6. 13 无限周期分岔产生的极限环

与霍普夫分岔不同，在临界点时，这类极限环表现的振荡振幅为O（1），但
是它的周期与控制参量到临界点的距离呈平方根反比关系：T∝（μ － μc）－ 1 ／ 2 .
这个关系的推导已经在上一章中介绍过.

同宿轨道分岔 同宿轨道分岔是这样一种情况：当极限环的振幅随着控制
参量不断增加时，它的流形的某一个部分会逐渐接近一个鞍点.在分岔点上极限
环与鞍点相碰撞而产生一个同宿轨道.这时极限环的周期也变得无穷长，因而它
是另一个类型的无限周期分岔.但这种无限周期的产生机制与系统（6. 5. 2）不
同.为了避免混淆，这种分岔被称为鞍-环分岔（saddle-loop bifurcation）或同宿轨
道分岔.
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同宿轨道分岔很难找到合适的正则方程.我们以下面的例子说明分岔点附
近的流形变化.

dx
dt ＝ y， （6. 5. 3a）
dy
dt ＝ μy ＋ x － x

2 ＋ xy. （6. 5. 3b）
图6. 14给出了该系统在分岔前，分岔点与分岔后的主要流形图.分岔点可以通
过数值计算得出：μc≈ －0. 8645.当μ ＜ μc时，例如μ ＝ －0. 92，一个稳定极限环
开始向位于（0，0）点的鞍点靠近（见图6. 14（a））.当μ增加到μc时，极限环扩
大并碰撞到鞍点（图6. 14（b））.碰撞后极限环消失并留下一个同宿轨道，见图
6. 14（c）.当μ ＞ μc时，同宿轨道的闭合环破裂，留下一个鞍点，见图6. 14（d）.
这个分岔的核心是鞍点的不变流形.只有在临界点时这个流形才形成闭合轨
道，在临界点以外流形或者被极限环吸引，或者离开这个相空间区域.

图6. 14 同宿轨道分岔产生的极限环

对于每一类上面讨论的极限环产生的形式，在临界点附近它的振幅或周期
都服从一定的标度规律.如果我们用μ表示系统控制参量到临界点的距离，并
假设μ《1，这些在二维系统中极限环产生的分岔行为可以由图6. 15总结.除了
同宿轨道分岔以外，其他的标度规律在以前各节中已经有了讨论.对于同宿轨
道的周期估计可以大致认为是轨道经过一个鞍点所需要的时间.在鞍点附近系
统的动力学行为可以近似写为：dx ／ dt ＝ λux，dy ／ dt ＝ λsy.现在计算轨道从x ＝ μ
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稳定极限环振幅 稳定极限环周期
超临界霍普夫分岔 O（μ1 ／ 2） O（1）
极限环的鞍-结点分岔 O（1） O（1）
无限周期分岔 O（1） O（μ － 1 ／ 2）
同宿轨道分岔 O（1） O（｜ lnμ ｜）

图6. 15 极限环在不同分岔点附近的动力学行为

到x ＝1点所需要的时间.其中μ《1.解上述方程第一式容易得到t ＝ － λ － 1u lnμ.
所以在同宿轨道分岔附近应有T ～ O（｜ lnμ ｜）.这个标度规律的严格推导见参考
文献［33］.一般情况下极限环的产生都是上面讨论的分岔中的一种.但是如果
系统存在特殊的对称结构或特殊的性质，就会有一些例外.很著名的一个例外
是本章第一节讨论的范德坡方程（5. 3. 10）.这个方程似乎不是上表中的任何一
种模型.如果应用线性稳定性分析，可以得到μ ＝ 0是系统从稳定焦点到不稳定
焦点的临界点，对应的特征值为ωc ＝ ± i，这样的相变应该属于霍普夫分岔.但
从本章第一节的分析知道极限环产生后的振幅为γ ＝ 2，如式（6. 1. 15）所示.因
此它不服从O（μ1 ／ 2）的尺度规律，问题出在哪里？

仔细研究范德坡方程发现它的非线性项是εx2dx ／ dt，这个非线性项正好在
临界点ε ＝0处消失，所以在临界点范德坡方程变成一个线性方程.这种情况是
一种动力学简并态.对于动力学简并态，通常可以经过一个非线性变量替换将
这个简并态消除，令u2 ＝ εx2，即u ＝ ε1 ／ 2x，代入方程（5. 3. 10），得

d2u
dt2
＋ （u2 － ε）dudt ＋ u ＝ 0. （6. 5. 4）

解此方程可得：u（t，ε）＝ 2 ε cos（t ＋ 0）.极限环的振幅正比于ε的平方根，符
合图6. 15中霍普夫分岔的规律.

图6. 15是在二维动力学系统中推导的结果.但它可以直接推广到高于二
维的动力学系统中去.在推广过程中有两点需要引起特别注意.第一，在高维动
力学系统中存在其他产生极限环的路径，因而图6. 15不再包含所有产生极限
环的可能性；第二，在高维系统中同宿轨道的破裂经常伴随着确定性混沌的产
生，而不是极限环.讨论极限环在临界点附近的尺度规律对于了解系统的动力
学行为有很大帮助.如果在模拟或实验中发现了一个极限环，这个极限环随着
控制参量的变化而改变.在临界点时，如果知道了极限环的尺度规律就可以知
道系统在相空间中存在着哪类不动点，这对猜想系统的流形图会有所帮助.
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§ 6. 6 正则方程与模式共振

从推导非线性系统的正则方程中看到，一般的处理方法是将动力学系统在
其不动点附近展开成多项式，再讨论多项式型非线性方程的正则形式.可以想
象另外一种处理多项式型非线性方程的方法：假设可以经过一个非线性变量代
换，使得方程的高阶项向更高阶移动.那么不断地进行这种变量代换，就可以把
方程中的高阶项移到任意的高阶去.这样线性方程就越来越好地反映非线性方
程的行为.这种操作在一般情况下是可行的，但在一些特殊情况下会遇到困难.
下面以一个简单的例子说明这个问题.考虑一个一维的非线性动力学系统：

dx
dt ＝ Rx － x

2 ＋ ax3 ＋ O（x4）. （6. 6. 1）
这里设R≠0.现在的任务是找出一个非线性变换使得方程变为

dy
dt ＝ Ry － y

2 ＋ O（y4）. （6. 6. 2）
这对于用逼近法求解原方程很有好处.因为方程（6. 6. 1）的三阶项被去掉，如果
我们求解二阶项以下的方程，那么解的误差变成是四阶的而不是三阶的.令

y ＝ x ＋ bx3 ＋ O（x4）， （6. 6. 3）
这里b是一个待定系数，它的目的是使方程（6. 6. 1）的三阶项为零.由于x与y
几乎一样，它们只在三阶项上有差别，所以这样的变换被称为近等同变换（near-
identical transformation）.下面确定b的形式.首先要确定x与y的关系.可以用
求解三阶代数方程的方法证明：

x ＝ y ＋ cy3 ＋ O（y4）. （6. 6. 4）
将（6. 6. 3）式代入上式得x ＝ x ＋ bx3 ＋ c（x ＋ bx3）3 ＋ O（x4），解得（b ＋ c）x3 ＋
O（x4）＝0.所以在四阶近似下c ＝ － b.对式（6. 6. 3）求关于时间的导数，得

dy
dt ＝

dx
dt ＋ 3bx

2 dx
dt ＋ O（x

4）.
将（6. 6. 1）式与（6. 6. 4）式代入此关系，得

dy
dt ＝ （1 ＋ 3bx

2）［Rx － x2 ＋ ax3］＋ O（x4）
＝ ［1 ＋ 3b（y － by3）2］［R（y － by3）
 － （y － by3）2 ＋ a（y － by3）3］＋ O（y4）
＝ Ry － y2 ＋ （2bR ＋ a）y3 ＋ O（y4）. （6. 6. 5）

令b ＝ － a ／ 2R，则方程（6. 6. 1）变成（6. 6. 2）的形式.从推导看出这类变换的唯
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一要求是R≠0.但是在前面的分析中知道R ＝ 0恰恰是系统的转换分岔点，所
以在分岔点附近不能用以上讨论的非线性变换.从共振的角度看上面的例子，
可以得出这样一个论断，非线性项能够经过一个非线性变换而被消除的必要条
件是，方程的非线性项与线性项之间不发生共振.下面的讨论可以进一步说明
这个论断.

设非线性微扰方程为
dx
dt ＝ Lx ＋ h（x）.

首先用一个线性变换将上述方程对角化.假设L中的特征值中没有简并态，则
线性变换后得到的方程形式为

dy
dt ＝ Dy ＋ v（y）. （6. 6. 6）

其中D ＝ T － 1LT是对角矩阵，v （y）＝ T － 1h（Tx）.现在试图用一个非线性变换
y ＝ z ＋ （z）来去掉v（y）中阶数最低的非线性项，其中（z）是z的多项式，最低
阶数为2.将此非线性变换代入（6. 6. 6）式，得

dz
dt ＋


z
dz
dt ＝ Dz ＋ D ＋ v（z ＋ ）. （6. 6. 7）

如果v（y）的最低阶为r，要求变换后的方程形式为
dz
dt ＝ Dz ＋ v1（z）， （6. 6. 8）

其中v1（z）的最低阶高于r.将此关系代入（6. 6. 7）式左边第二项，得
dz
dt ＋


z
（Dz）＋ 

z
v1（z）＝ Dz ＋ D ＋ v（z ＋ ）. （6. 6. 9）

如果令

z
（Dz）－ D≡ LD ＝ v（z）， （6. 6. 10）

则（6. 6. 9）变为
dz
dt ＝ Dz ＋ v（z ＋ ）－ v（z）－


z
v1（z[ ]） . （6. 6. 11）

比较（6. 6. 8）与（6. 6. 11），得
v1（z）＝ v（z ＋ ）－ v（z）

1 ＋ 
z

. （6. 6. 12）

现在考查一下v1（z）的最低阶. v（z）的最低阶是r，（z）的最低阶是2，因而v（z ＋
）－ v（z）＝（z ＋ ）r －（z）r ＋ O（zr ＋ 1）＝ O（zr ＋ 1）.由于 ／ z最低阶是1，所以
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（6. 6. 12）的分母为0阶.我们看到经过非线性变换后，方程（6. 6. 8）的非线性项
的阶数比变换前至少提高了一阶.如果可以经过一连串这样的变换，就可以把
原来非线性方程中的非线性项推向任意高阶的位置.

现在具体推导怎样计算（z）.首先证明如果ω1，…，ωn 与u1，…，un 是D
的特征值与特征向量，则zmus是LD的特征向量.这里zm是非线性项中的一项.
它的形式为zm11 zm22 …zmnn ，m ＝ ∑ mi.首先计算LD的第一部分.注意到D矩阵是
对角矩阵，Djk ＝ ω jδ jk，因而

zmus
z
（Dz）＝ ∑

j，k
Djkzk


zj
zmus ＝ ∑

j
ω jmjz

mus .

LD的第二部分为
D（zmus）＝ zmDus ＝ ωszmus .

所以
LD（zmus） (＝ ∑

j
mjω j － ωs）zmus . （6. 6. 13）

由于算符LD的特征向量组成正交系zmus，我们可以将已知的非线性函数v（z）
与未知函数（z）以zmus为基展开：

v（z）＝ ∑
s，m
vm，sz

mus， （6. 6. 14a）
（z）＝ ∑

s，m
hm，sz

mus， （6. 6. 14b）
因而

hm，s ＝
vm，s

∑miωi － ωs
. （6. 6. 15）

只要上式分母不为零，就可以把（z）的各项展开系数找到.
但是，在临界点时，有些情况恰恰是分母为零的.本节开始的例子是转换分

岔出现的情况，在霍普夫分岔也会出现这种情况.在霍普夫分岔点Re（ωi）＝ 0，
Im（ωi）是一对共轭复数，所以有ω1 ＋ ω2 ＝ 0或ω1 ＝ 2ω1 ＋ ω2 .这个特征值对应
于z21z2项.这时

h3，1 ＝
v3，1

2ω1 ＋ ω2 － ω1
→ ∞ .

这种情况就是方程的线性项与非线性项之间的模式共振.解决这类问题的唯一
的办法是把这些共振项放回原方程中.在升阶操作中把共振项挑出来，寻找

dz
dt ＝ Dz ＋∑r ωr（z）＋ v1（z） （6. 6. 16）
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的形式的操作，使v1（z）比原来的v（z）高一阶.上方程右边的第二项为共振项，
用这种方式能够去掉在升阶变换操作中发生共振的可能性.对于霍普夫分岔有
z2 ＝ z

*
1 ，所以共振项为｜ z ｜ 2z.这正是第四节讨论霍普夫分岔中出现的非线性项.

实际上，本章讨论的所有正则方程的非线性项都是共振项，都必须挑出来.
总结上面的分析，可以得到这样一个结论：如果一个动力系统的非线性部

分不和它的线性部分发生共振，则这个非线性系统可以在多项式逼近的意义上
等同于一个线性系统.如果两部分发生共振，则线性系统就不能在多项式逼近
的意义上描述这个非线性系统.这时必须把共振的非线性项从方程的非线性部
分挑出来才能进行多项式逼近，而挑出的部分就是非线性动力系统正则方程的
非线性部分.
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第七章 斑图动力学引论

本章的目的是简单介绍研究反应扩散系统斑图动力学的一些基本理论.首
先讨论斑图动力学的基本概念，然后对反应扩散系统和在研究中常见的化学反
应系统做简单介绍.本章的最后一节介绍研究反应扩散系统的实验装置.在本
书的下半部分将以一定篇幅介绍反应扩散系统中斑图动力学的实验方法与过
程.斑图动力学的进步，尤其是在反应扩散系统中斑图动力学的研究，到目前为
止在很大程度上依赖物理实验及数值模拟的推动.从这个角度讲它是一门实验
科学.由于数值计算受到计算机容量与速度的限制，不可能研究大尺度、长时间
的二维时空动力学渐近行为，所以物理实验还是研究斑图动力学的最主要的手
段，也是推动该理论系统发展的根本动力.了解一定的实验知识对于有兴趣从
事这方面工作的读者来说是必要的.

§ 7. 1 斑图动力学

斑图动力学是非线性科学领域内的一个重要分支.作为一个横向科学，它
的研究内容涉及物理学、力学、化学、数学、生物学、生态学等各个方面.斑图动
力学的研究目的是探索诸系统之间共同存在的、具有普遍指导意义的斑图形成
的基本规律.目前斑图动力学理论与实验的研究对象，主要是流体中的瑞利-贝
纳尔（Rayleigh-Bénard）系统，非线性光学系统，反应扩散系统及振荡沙盘系统.
人们对前三类系统斑图形成的具体机制已经有了系统的了解，后一类还只有一
些阶段性成果，没有形成统一的理论.在现有介绍斑图动力学的专著中，大部分
作者是通过分析流体力学中的瑞利-贝纳尔对流引出斑图动力学概念的.这样
做的优点是物理背景清楚，控制参量少.本书准备通过对反应扩散系统中不同
斑图形成机制的描述与分析，介绍斑图动力学的基本内容.主要原因是作者对
于这部分工作比较熟悉.对流体系统中的斑图动力学感兴趣的读者可以阅读参
考文献［4，34，35，36］.这里有必要说明的是，不论从何种系统出发，都可以得到
共同的、具有普遍指导意义的斑图动力学基本规律.



斑图（pattern）是在空间或时间上具有某种规律性的非均匀宏观结构，普遍
存在于自然界.从热力学角度观察，自然界的斑图可分为两类：第一类为存在于
热力学平衡态条件下的斑图，比如无机化学中的晶体结构，有机聚合物中自组
织形成的斑图.第二类为离开热力学平衡态条件下产生的斑图，如天上的条状
云，水面上的波浪和动物身上的花纹等.对于前一类斑图，人们对它们的形成机
理已经有了比较系统、深入的了解.这类斑图的形成可以用平衡态热力学及统
计物理原理解释.根据平衡态热力学规律，在给定温度与压强时，系统会自发地
向吉布斯自由能最小方向，也就是热力学平衡态方向移动.一个系统的吉布斯
自由能分为两部分：

G ＝ H － TS，
这里G，H，S与T分别为系统的吉布斯自由能、自由焓、熵函数与系统的温度.当
系统的温度下降时，系统中的无序度量———熵对吉布斯自由能的影响逐渐变
小，这使得它能够根据能量最小原理形成某些空间有序结构.

而对于后一类斑图，由于斑图的形成总是发生在远离热力学平衡态的情况
下，以上所述的热力学原理不再适用.人们需要从动力学角度对这类斑图形成
的原因及规律进行探讨.最近发展起来的非线性科学的主要分支之一，斑图动
力学，就是以这类斑图的形成为研究对象的科学.也是本书后半部分所要讨论
的主要内容.图7. 1给出在远离热力学平衡态条件下，不同实验系统中观察到
的二维时空斑图的几个例子.其中（a）为瑞利-贝纳尔热对流斑图；（b）为反应扩
散系统中的图灵斑图；（c）为流体系统中的法拉第六边形斑图；（d）为振荡沙盘
系统中的六边形斑图；（e）为黏性霉菌自组织形成的螺旋波斑图；（f）为蛙类卵
细胞中的钙离子螺旋波斑图.虽然不同系统所显示的斑图结构，不论在时空尺
度上，还时在斑图形成的具体机制上都是各不相同的，但它们在形态上都有一
定的相似性.斑图动力学就是研究此类时空结构的自组织形成、选择与演化的
动力学共性.

对斑图形成及其动力学的系统实验与理论研究，起始于20世纪初对流体
力学中热对流现象的观察. 1900年贝纳尔首次在实验中观察到两块平行导热板
之间的流体，在热梯度与引力场共同作用下，自组织形成有序斑图（见图7. 1
（a））.稍后瑞利从理论上推导出该系统的动力学失稳机制及斑图形成的条件.但
在以后很长的一段时间内，这类自流体系统中观察到的斑图，以及它们的形成与
选择，只被看成是产生于流体力学系统中的一种孤立现象.人们还没有悟出这
个系统中的斑图产生对其他系统中的斑图形成有任何启示，也没有看到它们之
间的内在联系.
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图7. 1 远离热力学平衡态条件下系统形成的各类斑图举例

斑图动力学作为一门横向学科的出现，是随着近三十年来非线性科学的发
展而逐渐形成的.从20世纪70年代开始，人们注意到在远离热力学平衡态的
情况下，系统均匀定态的动力学失稳与平衡态相变之间有许多相似之处.例如，
两者在临界点附近都存在着巨涨落，即系统关联长度发散的情况；两者的动力
学行为在临界点均有临界慢化现象；相变时系统都发生斑图自组织过程，并伴
随着一定的时空对称性破缺，即相变后系统的时空对称性比相变前为低；系统
的序参量在临界点附近有类似的临界指数规律；等等.这些现象启发人们利用
数学中的分岔理论，对远离热力学平衡系统中的临界行为作明确的动力学分
类.此后人们认识到，不管是在流体力学系统中，还是在反应扩散系统，非线性
光学系统或生物及生态系统中，重要的是抓住系统在临界点附近动力学行为的
共性，即系统失稳时表现出的时空对称性破缺，和由不同对称性破缺所规定的
新的时空结构的自组织形成、选择与稳定性.这就是斑图动力学研究的基本
内容.

斑图动力学理论的核心是非线性动力学理论.原因是，对于所有远离热力
学平衡态的斑图形成，其动力学系统的非线性项都是起主导作用的.如果将这
些动力学系统的非线性项忽略，斑图动力学就不复存在.对于反应扩散系统，这
个条件能够满足.一般来讲，化学反应中的动力学问题绝大多数是非线性问题.
但是，在系统临近热力学平衡态时，系统的动力学行为可以近似地用线性非平
衡热力学研究.只有在系统远离热力学平衡态时，非线性效应才有可能变成系
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统动力学行为的主导因素.这种非线性行为与系统的线性扩散行为耦合，可以
使系统自发地产生各种有序或无序的斑图态.这就是反应扩散系统的斑图动力
学问题.

§ 7. 2 反应扩散系统

从数学角度讲，一个反应扩散系统可以用如下偏微分方程描述：
C
t
＝ f（C，μ）＋ D Δ2C， （7. 2. 1）

其中C为反应物浓度向量，μ代表系统控制参量的总和，f代表系统的动力学函
数，D是扩散系数矩阵， Δ2为拉普拉斯算符.在分析反应扩散系统的动力学行为
时，为了避免讨论由边界条件而产生的复杂效应，人们一般把系统定为无穷大.
系统的初始条件一般定为空间均匀态.方程（7. 2. 1）不包含平衡相变（例如气
相-液相相变）的动力学项，它只描述均匀相系统中的反应扩散行为.这里需要
提醒读者注意的是，反应扩散系统不止局限于化学反应系统，它的应用范围覆
盖了许多学科.例如，生态系统中的捕食者-猎物（predator-prey）模型［37］，物理系
统的气体放电模型［38］，半贫瘠地区的植物生长模型［39］，以及传染病的传播［40］，森
林火灾的蔓延［41］，农业人口的迁移［42］等，都可以演化成为式（7. 2. 1）形式的反应
扩散方程.应该说，反应扩散方程是描写自然界物质运动的基本方程之一.

由式（7. 2. 1）可知，反应扩散方程中的扩散项为线性项.从数学的线性微分
方程理论知道，在一个线性微分方程所规定的无穷大系统中，不可能从一个空
间均匀态自组织形成一个有序的、非均匀的渐近稳定结构.因此斑图的自组织
形成要求方程的反应项f（C，μ）是非线性的.由于反应系统的动力学行为，在热
力学平衡态附近总可以近似看成是线性的，反应扩散系统中斑图自组织的第一
个必要条件就是反应系统必须远离热力学平衡态.另外，可以证明支持斑图自
组织的化学动力学系统必须存在一个反馈回路，如自催化或反应自阻滞过程.
前者是指反应中某些反应产物会对化学反应本身进行催化，后者是指反应物对
反应本身有阻滞作用.两者都使化学反应速度随时间增加.此类反应在全混釜
反应器中有可能形成化学振荡，即在一定条件下反应物浓度随时间周期变化.
因此在实验中研究反应扩散系统中的斑图形成首先要选择一个合适的化学振
荡系统.

在反应扩散系统中的斑图动力学研究中，除了本书已经介绍的BZ振荡反
应系统外，另外两个振荡反应系统在斑图动力学研究中起了重要作用.它们是
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次氯酸—碘化物—丙二酸（ClO －2 —I －—CH2（COOH）2，简称CIMA）反应系统与
氰亚铁酸盐—碘—亚硫酸盐（Fe（CN）4 －6 —I2—HSO －3 ，简称FIS）反应系统.以下
分别简要介绍这两个反应系统的反应机制.

CIMA反应系统 CIMA反应是研究图灵（Turing）斑图的最理想系统（图
灵斑图将在以下两章介绍）.原因是在实验中可以利用反应指示剂（淀粉）的浓
度调节反应活化物（碘离子）的表观扩散系数，这对图灵斑图的产生至关重要.
其中的道理将在下一章中具体说明.林格尔（Lengyel）和爱普斯坦（Epstein）在
1991年提出了一个很好的CIMA反应机制［43］，其动力学行为与试验结果有定
量上的吻合：

→——A X， v1 ＝ k′1， k′1 ＝ k1a［MA］［I2］／（k1b ＋ ［I2］），
→——X Y， v2 ＝ k′2X， k′2 ＝ k2［ClO2］，

4X ＋ →——Y P， v3 ＝ k′3XY ／（u ＋ X2）， k′3 ＝ k3［I2］.
［R］表示反应物R的瞬时浓度；A ＝［CH2（COOH）2］.［I2］，［ClO2］在反应中基
本不变，可视为常量. X ＝［I －］，Y ＝［ClO －2 ］在反应中有很大变化，是系统的变
量. v1，v2，v3分别上三个反应的反应速率，ki是反应速度常数，u是一小常量.这
些反应速率常数的数值分别为

k1a ＝ 2. 3 × 10
－3， k1b ＝ 5. 0 × 10 －5，

k2 ＝ 10
－3，k3 ＝ 5. 6 × 10 －4，u ＝ 10 －14 .

上式中三个反应都不是基元反应.第三个反应在碘离子浓度（X）较高时是自催
化反应（反应速率正比于X），在碘离子浓度很低时是阻滞反应（反应速率反比
于X）.该模型对应的反应方程为

dx
dt ＝ k

′
1 － k

′
2x －

4k′3xy
u ＋ x2

， （7. 2. 2a）

dy
dt ＝ k

′
2x －

k′3xy
u ＋ x2

. （7. 2. 2b）
对该方程的均匀定态解作线性微扰分析，可以得到斑图动力学研究中最常见
到的两类分岔现象：霍普夫分岔与图灵分岔.关于图灵分岔将在下一章详细
讨论.

FIS反应系统 FIS反应是一个双稳系统.这里的双稳系统，是指系统对一
组控制参数可能存在两种不同的均匀定态.在一个反应扩散系统中，两种均匀
稳定态可能存在于同一系统中的不同区域.因而在它们之间的交界处就会出现
一个化学波锋线（面）.在FIS反应系统中，这种化学波锋会在一定条件下失稳，
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从而导致某些时空斑图的产生.这种现象将在第十二章中做具体分析.
FIS反应没有可靠的简单化反应机制模型.因而对它作解析线性微扰分析

几乎是不可能的.比较可信的、最简单的模型包括四个变量和五个准基元
反应［44］：

  A ＋ Y X，
→——X Y，
→——2Y Z，
→——Z ＋ X 3Y，
→——Z P.

其中A ＝ SO2 －3 ，X ＝ HSO －3 ，Y ＝ H ＋，Z ＝ I2 .对应的反应动力学方程为：
dX
dt ＝ k1AY － k－1X － k2X － k4ZX， （7. 2. 3a）
dY
dt ＝ － k1AY ＋ k－1X ＋ K2X － k3Y

2 ＋ 3k4ZX， （7. 2. 3b）
dZ
dt ＝ k3Y

2 － k4ZX － k5Z， （7. 2. 3c）
dA
dt ＝ － k1AY ＋ k－1X. （7. 2. 3d）

反应速度常数分别为：
k1 ＝ 5 × 10

10， k－1 ＝ 8. 1 × 103， k2 ＝ 0. 8［IO－3］，
k3 ＝ 10

6［IO－3］， k4 ＝ 2. 3 × 109， k5 ＝ 1. 2 × 103［Fe（CN）4－6 ］.
如果将此模型进一步简化，可以得到一个类似于格瑞-斯考特（Gray-Scott）双变
量反应模型：

→——2X ＋ Y 3X，
→——X P.

这个模型在研究化学反应系统中的双稳及振荡现象上起过重要作用，但与FIS
反应的动力学行为有较大出入，在定量研究时不能将FIS反应简化到格瑞-斯考
特模型.

§ 7. 3 反应扩散系统的基本试验装置

研究化学反应扩散系统的斑图动力学，最关键的实验研究设备是空间开放
型反应器（spatial open reactor）.从历史上看，自从1970年扎布亭斯基首先在皮
氏培养皿中发现BZ反应的螺旋波斑图以来，在近二十年时间里化学系统中的
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斑图动力学研究成果只限于定性描述同心波（target waves）和螺旋波（spiral
waves）的暂态行为.既没有发现新型的化学斑图，也没有得出任何非平衡相变
点附近系统所表现的动力学共性.根本原因在于所有这些实验都是在封闭系统
（皮氏培养皿）中进行的.由于封闭系统中系统会自发向热力学平衡态移动，人
们不可能研究系统的渐近态行为.皮氏培养皿的另一个缺点是系统存在除化学
反应过程与扩散过程以外的其他物理因素.例如20世纪80年代初期，一些实
验科学家声称在BZ反应中发现了图灵斑图.后来的实验证明，该类斑图产生于
流体的热对流效应，属于瑞利-贝纳尔对流斑图.

设计空间开放型反应器的难点在于，在向系统提供新鲜反应物和除去反应
产物（目的是使系统保持在远离热力学平衡态）的同时，既要保证系统边界条件
的均匀，又要保证系统中的斑图不被干扰.在20世纪80年代末到90年代初，作
者与法国保尔·帕斯卡（Paul Pascal）研究所及美国德克萨斯大学非线性中心的
合作者共同解决了这个难点，设计出了令人满意的空间开放型反应器.该反应
器可以调节系统远离热力学平衡态位置，同时保证系统内只有反应与扩散过程
进行.这类反应器的问世很大地推动了化学斑图动力学的发展.如一维时空混
沌的发现与研究［45］，图灵斑图的发现［46，47］，螺旋波渐近态行为的系统研
究［48，49］，以及化学时空混沌［50，51］.

图7. 2 空间开放型反应器示意图（CSTR：全混釜反应器）

图7. 2是一个空间开放型反应器的示意图.反应器的核心是一个直径为
25 mm、厚度为0. 4 ～ 1. 0 mm的圆片状反应媒体，见图7. 2（a）.在CIMA反应实
验中，反应介质为聚丙烯酰胺溶胶或聚乙烯醇溶胶.这类溶胶的平均孔径约
8 nm左右，具有95％的反应空间.溶胶被夹在两片直径为25 mm、厚度为0. 4 mm
的透明多孔玻璃片之间，多孔玻璃片的平均孔径为10 nm左右，具有25％的反
应空间.用于BZ反应的反应媒体是透明多孔玻璃片. FIS反应在聚丙烯酰胺溶
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胶中进行.溶胶与多孔玻璃都是化学惰性的，它们不与CIMA，BZ，与FIS反应系
统的反应物产生任何化学反应.溶胶或多孔玻璃的作用是阻止反应媒介物中对
流过程的产生，但允许小分子反应物在媒体中自由扩散.这样就保证媒体中只
存在反应扩散过程.

反应媒体的两个表面分别和一个容积为4 mL反应室接触，见图7. 2（b）.每
个室中的反应物由磁搅拌器充分混合，以保证反应物在反应媒体边界的均匀
性.新鲜反应物经化学精流泵打入反应室，同时反应废物被排出室外.这样我们
就可以经过对反应物浓度及流量的控制，将反应媒介的边界条件无限期地固定
在远离热力学平衡的状态上.整个系统由恒温水循环系统保持恒温.系统的控
制参量为新鲜反应物的浓度，系统的温度与化学泵的流量.为了保证反应媒体
边界条件的稳定性，反应物在反应室的平均停留时间必须小于反应物在反应媒
体中的平均停留时间.在实验中，前者的平均停留时间为10分钟左右，后者大
约为40分钟.两个反应室中的反应物组分各不相同，它们在单独存在时不发生
自催化反应，也没有化学振荡现象.当不同组分的反应物从反应媒体两侧经扩
散进入反应媒介时，自催化反应在反应媒介中开始.在一些特定条件下各类化
学斑图开始形成.

随着化学斑图的形成，系统中一些化学物质的浓度将随时间或空间的变化
而变化.因此我们可以通过在系统中加入这些化学物质的指示剂，对系统的斑
图动力学行为作直接的光学检测.在实验中我们通过CCD摄像机观测反应系
统中反应物浓度的时空变化.摄像机采集的图像经图像采集器数字化并存入计
算机，然后经适当的图像处理与分析得出有价值的信息.

利用空间开放型反应器对反应扩散系统中斑图形成、选择、与演化的研究，
主要是探讨它在不同控制参量条件下的动力学渐近行为.在实验中一般是将其
他控制参量固定，而只间歇性地改变（增加或减少）一个控制参量.每次变换控
制参量一般要等待1小时左右，以保证系统到达渐近态.在分岔点附近由于系
统出现临界慢化现象，等待时间会大大延长.例如在研究图灵斑图时，系统的弛
豫时间有时达到8至20小时.
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第八章 图灵斑图与斑图选择

斑图动力学将自然界观察到的有序斑图分为两大类：定态斑图与行进波.
本章通过对图灵斑图的分析，探讨定态斑图自组织形成的一种机制.第一节定
性地解释在反应扩散系统中图灵斑图的形成原因，最后一节描述研究反应扩散
系统中图灵斑图的实验.中间四节是本章的重点.第二节介绍线性稳定性分析
在偏微分方程中的应用；第三节到第五节利用对称性方法与多重尺度分析方
法，推导定态斑图在临界点附近的动力学方程，即系统空间振荡的振幅方程.并
对推导出的振幅方程作线性稳定性分析.这三节讨论的结果具有不依赖于具体
物理系统的普适性.它们不仅适用于反应扩散系统，对其他系统，如流体力学系
统中的瑞利-贝纳尔对流斑图，非线性光学系统中的“印章”（imprinting）斑图，也
同样适用.

§ 8. 1 图灵斑图

1952年，被后人称为计算机理论之父的英国著名数学家图灵（Alan Turing），
在其论文《形态形成的化学基础》［52］中从数学角度表明，在反应扩散系统中，稳
定均匀态会在某些条件下失稳，并自发产生空间定态斑图.此过程被后人命名
为图灵失稳（或图灵分岔）与图灵斑图.图灵在论文中试图说明某些生物体表面
所显示的图纹，如斑马身上的斑图是怎样产生的.想象在生物胚胎发育的某个
阶段，生物体内的某种被称为“成形素”（morphogen）的生物大分子与其他物质
发生生物化学反应，同时在机体内随机扩散.图灵表明，在适当的条件下，这些
原来均匀分布的成形素会在空间自发地组织形成一些有规律的结构，这些成形
素的不均匀分布，可能在后来的生物发育过程中引起了它们表面的各式各样的
花纹形成.

图灵关于图灵分岔及图灵斑图的文章，在很长一个时期没有引起人们的重
视.原因主要有三个：第一，生物界没有发现成形素这种物质（迄今人们还没有
找到成形素存在的直接证据）；第二，图灵提出的反应扩散模型中，其非均匀定
态解出现负浓度值，而负浓度是不会被化学家所接受的；第三，也是最重要的原



因，是图灵斑图的形成在当时只被看成是一种可能存在的孤立现象，没有人想
到它与其他系统中的斑图，如流体中所观察到的瑞利-贝纳尔热对流斑图有何
共同之处.从20世纪60年代末起，以普里高津为首的比利时布鲁塞尔热力学
组开始从热力学角度向斑图动力学接近.他们证明在远离热力学平衡态条件
下，系统存在自组织行为的可能性.这种自组织形成的斑图在以后被称为耗散
结构.普里高津的理论揭示了自然界不同系统中斑图形成的共性.从此图灵分
岔及图灵斑图的研究开始引起人们的重视.

简言之，图灵失稳是扩散引起的失稳.这个论断看起来不合常情.日常的生
活经验告诉我们水向低处流，扩散过程会抹去一切浓度上的不均匀性.实际上，
图灵斑图产生的秘密在于，一个非线性反应动力学过程（如自催化，反应物阻滞
过程）与一种特殊的扩散过程的耦合.这个特殊的扩散过程要求系统中活化子
的扩散速度远小于阻滞子的扩散速度.下面用一个简单的模型，定性地说明图
灵斑图产生的动力学机制.假设在一个一维的反应扩散系统中存在活化子c与
阻滞子d，活化子的作用是使反应速率加快，阻滞子的作用是使反应速率减慢.
其中活化子的扩散速度远小于阻滞子.在初始时系统处在均匀定态.此时系统
活化子与阻滞子的浓度分别为c0，d0 .现在讨论当该系统出现一个反应速度微
扰（局部区域反应速度略快于其他部分）时系统的动力学行为.如图8. 1所示，

图8. 1 图灵斑图形成机制示意图

由于阻滞子d的扩散速度远大于活化子c，阻滞子将会更快地经扩散离开微扰
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点.因而反应平衡在微扰点被破坏：c与d的比例升高，反应速度加快，反应产
物浓度升高，微扰被放大.与此同时，在与微扰点相邻的左右两个区域，由于扩
散带来的阻滞子d的影响，它们的反应平衡也被破坏：c与d的比例下降，因而
反应速度变慢，反应产物浓度下降，结果出现了两个新的微扰点.在这些区域，
系统的反应速度比均匀态时为慢，我们权且称之为负微扰，见图8. 1（b）.负微
扰点的出现，使得这些点和与它们邻近区域之间产生了浓度梯度，这使反应物
向负微扰点扩散.这时阻滞子与活化子的扩散速度差再次起作用.更多的阻滞
子流向负微扰区，使得这些区域上的反应速度进一步减慢，反应产物的浓度进
一步下降，负微扰被放大.与此同时，由于向负微扰点扩散的反应物中d大于c，
它又打破了它邻近区域的c与d的动态平衡：在这些区域c与d比例值增大，
局部反应速度加快，反应产物浓度升高，出现了新的正微扰点，见图8. 1（c）.这
种正负微扰在空间上交替出现并被加强，最终导致了空间周期性振荡花纹的形
成，见图8. 1（d）.由此得到图灵斑图产生的必要条件：反应系统必须存在自催
化与反应物阻滞机制；活化子的扩散速度必须要远小于阻滞子.这些条件可以
在下一节中将要讨论的线性稳定性分析中定量地得到.

§ 8. 2 线性稳定性分析

反应扩散系统中的自组织现象，产生于化学动力学过程与扩散过程之间的
耦合.稳定的空间均匀态在某些远离热力学平衡态条件下失稳，经过非平衡相
变，自发产生一系列时空定态或动态斑图.这种非平衡相变机理从数学角度讲
可以分为两类.第一类起源于相空间中一个恒定空间均匀态解的失稳.此类非
平衡相变可以通过对定态解的微扰分析，得出不同的时空对称破缺类型.微扰
分析的核心是线性稳定性分析.由于微扰分析只适用于相空间中一个很小的区
域，这类失稳机制被称为是局部性的.第二类失稳起因于系统的可激发性或双
稳性.一般来讲这类失稳在相空间是全局性的，微扰分析不再适用.这种情况将
在本书第十章以后讨论.以下以一个一般的双变量反应扩散系统为例，介绍线
性稳定性分析在反应扩散类型的偏微分方程中的应用.为简单起见，设系统在
空间是一维的.

双变量反应扩散方程的一般形式为
X
t
＝ f（X，Y，μ）＋ Dx Δ2X， （8. 2. 1a）

Y
t
＝ g（X，Y，μ）＋ Dy Δ2Y. （8. 2. 1b）
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其中X，Y是系统的变量，μ代表控制参量的集合，D是反应物的扩散系数.设方
程存在唯一的均匀定态解（X0，Y0），即X0，Y0满足

f（X0，Y0）＝ 0，
g（X0，Y0）＝ 0.

对此均匀定态解作一个微扰，令X ＝ X0 ＋ x，Y ＝ Y0 ＋ y，代入方程（8. 2. 1），对
f与g在（X0，Y0）点作泰勒级数展开并去掉高阶项，可得线性微扰方程：

x
t
＝ a11x ＋ a12y ＋ Dx

Δ2x， （8. 2. 2a）
y
t
＝ a21x ＋ a22y ＋ Dy

Δ2y. （8. 2. 2b）
这里，

a11 ＝ 
f
X X0，Y0

， a12 ＝ fY X0，Y0
，

a21 ＝ 
g
X X0，Y0

， a22 ＝ gY X0，Y0
.

将微扰变量在傅里叶空间展开.令

( )xy ＝ ∑k
c1k
c2( )
k

eλkt＋ ikr， （8. 2. 3）
代入微扰方程（8. 2. 2）可得特征方程

λk
c1k
c2( )
k

＝
a11 － k

2Dx
a21

 
a12

a22 － k
2D( )
y

c1k
c2( )
k

. （8. 2. 4）
解特征方程（8. 2. 4）可得如下色散关系：

λ2k － Trkλk ＋ Δk ＝ 0. （8. 2. 5）
其中，

Trk ＝ a11 ＋ a22 － k
2（Dx ＋ Dy）＝ Tr0 － k2（Dx ＋ Dy），

（8. 2. 6）
Δk ＝ a11a22 － a21a12 － k

2（a11Dy ＋ a22Dx）＋ k4DxDy
＝ Δ0 － k

2（a11Dy ＋ a22Dx）＋ k4DxDy， （8. 2. 7）
解得

λk ＝
Trk ± Tr2k － 4Δ k

2 . （8. 2. 8）
与常微分方程的线性稳定性分析不同的是，对于偏微分方程，只有当所有的特
征值（λk）的实部都小于零时，微扰量才随时间衰变为零，因而系统才是稳定的.

441 非线性科学与斑图动力学导论



而当一个特征值的实部Re（λk）＞0时，微扰变量将随时间不断增加，系统的均
匀定态解（X0，Y0）失稳.如果该反应扩散系统是有界的，由于系统的唯一均匀定
态解失稳，它一定会向某种模式的时空非均匀态转化，这种转化必然伴随着系
统的某种时空对称性破缺.设λk为系统控制参量μ的函数：λk ＝ λk（μ），在临
界点有：Re（λk（μc））＝0，Re（λk）μ ≠0，则μ ＝ μc为系统的一个动力学分岔点.
一般来讲，Re（λk）＝0在系统的M维控制空间中定义了M － 1维的相变“面”.
两个不同的相变面的交叉，形成一条M － 2维的共同相变“线”.这条“线”被成
为控制参量的切空间（co-dimension）.在本书以后的一些章节中，将介绍系统在
切空间左右的动力学行为.在反应扩散实验中，最常见的分岔有两类：霍普夫分
岔与图灵分岔.

霍普夫分岔发生在系统的不动点从稳定焦点向不稳定焦点的转换.它对应
的非平衡相变，是系统从对空间的均匀定态转换到对时间的周期振荡态，对应的
对称性破缺是时间平移对称性破缺.当系统在临界点，即Tr ＝0时，如果Δk ＞0，则
系统出现霍普夫分岔.由于Dx，Dy ＞0，由式（8. 2. 6）知此时最危险的模数，即对应
于Trk值最大的模数为k ＝0（见图8. 2（a））.也就是说对于双变量反应扩散系统，
霍普夫分岔是由空间均匀微扰引起的系统失稳.当系统在临界点（Tr0 ＝ 0）时
λ ＝ ± Δ 0，代入（8. 2. 3）式有：

( )xy ＝
c10
c( )2
0

ei Δ 0 t ＋ c. c.

图8. 2 双变量反应扩散系统中的两种色散关系曲线

从而知道系统在霍普夫分岔后开始随时间作周期振荡，振荡频率为Δ 0 .此时
原均匀定态的时间平移对称被破坏.在一个空间延展型系统中，一般来讲霍普
夫分岔后系统形成的新态并不是空间均匀的时间振荡态，而是一个行波.这是
因为系统在空间不同区域里随时间振荡可以有不同的相位，临界点的振荡相位
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会经扩散产生耦合.系统在相扩散耦合作用下会自组织形成稳定的行波，又称
相波.它的动力学规律可以用相方程描述，有兴趣的读者可以阅读参考文献
［53］.本书第十一章将讨论相波的稳定性问题.

霍普夫分岔的必要条件是Tr0 ＝ a11 ＋ a22 ＝ 0.因此在分岔点附近a11与a22中
至少有一个要大于零.这里设a11大于零.从方程（8. 2. 2）判断，a11 ＞ 0意味着反
应物X对反应系统有催化作用，即X的增加引起反应速度加快.因此称X为活
化子（activator）.同样称Y为阻滞子（inhibitor），因为至少在霍普夫分岔点附近
a22 ＜ 0.

值得指出的是，对于三变量以上的反应扩散系统，Trk没有式（8. 2. 6）那样简
单的形式.这时k ＝0的模就不一定是最危险的模.对于k≠0的情况，Re（λk）＝0，
Re（λk）
μ ≠0定义了行波失稳的条件.这时系统在失稳后自组织形成波数为k，

频率为Δ k的行波.
图灵分岔对应的非平衡相变，是系统从均匀定态到非均匀的空间周期振荡

态的转变.相变后形成的斑图为图灵斑图，对应的对称性破缺为空间平移对称
性破缺（见图8. 2（b））.图灵分岔的必要条件如下：第一，系统对均匀微扰必须
是稳定的，这要求λ0 ＜ 0.因而系统要满足

Tr0 ＝ a11 ＋ a22 ＜ 0， （8. 2. 9a）
Δ0 ＝ a11a22 － a21a12 ＞ 0. （8. 2. 9b）

根据式（8. 2. 6），因为Dx，Dy ＞0，所以Trk ＜ Tr0 ＜ 0.从式（8. 2. 8）可知特征方程
（8. 2. 4）的其中一个特征值一定是小于零的.因而此系统失稳的唯一途径是鞍-
结点分岔.第二，系统对于某些模数的微扰是不稳定的，会出现鞍-结点分岔.这
要求系统对某些k值有Δk ＜0.对式（8. 2. 7）求关于k2的极小值，得到系统对微
扰的最危险模数值kc为

k2c ＝
a11Dy ＋ a22Dx
2DxDy

. （8. 2. 10）
将上式代入（8. 2. 7），图灵分岔的必要条件变为

Δkc ＝ Δ0 －
（a11Dy ＋ a22Dx）2

4DxDy
＜ 0. （8. 2. 11）

整理，得
Dy
Dx
a11 ＋ a22 ＞ 2 Δ0

Dy
D x
. （8. 2. 12）

由此，图灵分岔的必要条件由式（8. 2. 9）与（8. 2. 12）联合规定.由图8. 3（a）容
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易看出当Dy≤Dx时，这两个条件不可能同时满足.同时满足（8. 2. 9）与（8. 2.
12）关系的唯一条件是Dy ＞ Dx（见图8. 3（b）），也就是说阻滞子Y的扩散系数
要大于活化子X的扩散系数.也正是由于这个原因，人们称图灵失稳为扩散引
起的失稳（diffusion induced instability）.

图8. 3 图灵分岔与霍普夫分岔之间的关系

图灵斑图在临界点的波数可由（8. 2. 10）与（8. 2. 11）式推出.在临界点时有
Δkc ＝ 0.代入（8. 2. 11）式并利用（8. 2. 10）式，

Δ0 ＝
（a11Dy ＋ a22Dx）2

4DxDy
＝ k4cDxDy，

或

k2c ＝
Δ0
DxD y

. （8. 2. 13）
在分析霍普夫分岔时，曾经得到系统在霍普夫分岔临界点的周期振荡频率f ＝
Δ 0，从而图灵斑图的波长可以写为

λ ＝ 2πPD － （8. 2. 14）
其中P ＝ 2π ／ f为系统在霍普夫分岔点上随时间的振荡周期，λ ＝ 2π ／ kc 为图灵
斑图的波长，D－ 为反应物扩散系数的几何平均值.由此得到图灵斑图的一个重
要特征，即图灵斑图的波长是内在的，只取决于系统内化学动力学过程与扩散
过程的耦合，而与边界条件无关.

§ 8. 3 斑图选择与振幅方程

由前一节的线性稳定性分析知道，当系统控制参量越过图灵分岔点时，系
统中化学反应物的浓度开始随空间作周期性变化.在这种情况下，一个不存在
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任何缺陷的理想图灵斑图，可以用N对振荡波矢向量ki，－ ki的线性叠加描述：
c ＝ c0 ＋∑

N

i ＝ 1
（Aieki·r ＋ A－ ie －ki·r）， （8. 3. 1）

其中｜ ki ｜ ＝ kc，但方向不同.
对于一个一维系统，N ＝1.在高于一维的系统中，由于系统的空间旋转不变

性，面临的问题将是无穷多对波矢的叠加.因此，从线性理论出发，需要考虑无
穷多种模态的组合.这显然是不可能的，在实践中人们发现它也是没有必要的.
实验观察及计算机模拟的结果表明，系统在临界点附近的渐近态总是一些有规
律的、或存在少量缺陷的空间周期振荡态斑图.例如，在离相变点足够近的控制
参量区域，二维系统只形成周期性的条状图纹（N ＝1）与六边形图纹（N ＝3）.任何
一种非周期的模态在图灵分岔点附近都是不稳定的.要想解释这种系统对斑图
的选择行为，就要考虑系统中对应于不同波矢的各模态之间的非线性耦合.这
就是斑图选择理论所要研究的内容.这一节首先应用中心流形理论推导出描写
（8. 2. 1）式中振幅Ai方程的一般形式.然后利用对称性分析，推导出斑图选择
理论的中心内容———空间共振原则和图灵斑图振幅方程在二维系统中的具体
形式.

在一般情况下，由（8. 2. 1）所规定的反应扩散动力学系统，在临界点附近可
以以某种正态模（normal mode）为基进行分解.每个模的振幅Ai 就是在模空间
的坐标.每个正态模随时间的演化由振幅方程描述.振幅方程的一般形式为

Ai
t
＝ siAi ＋ Fi（Ai，Aj，…）. （8. 3. 2）

其中函数Fi对应于系统正态模之间的非线性耦合.在线性阶段，我们可以将所
有正态模区分成两类：线性增长率si的实部接近于零的模为慢模（slow mode），
si的实部远小于零的模为快模（fast mode）.在分岔点附近，慢模是主动模（active
mode），它的线性增长率随着系统的控制参量越过临界值而由负值变为正值，对
应的系统也由线性稳定的变为线性不稳定的.而快模的线性增长率总是很大的
负值，因此它的振幅会随时间很快地趋于零.

根据以前讨论的中心流形定理的概念，我们可以在中心流形上讨论系统的
渐近态行为.因而，在图灵分岔点附近，式（8. 3. 2）的振幅Ai可由振幅方程

Ai
t
＝ Fi（Ai，A－ i，Aj，A－ j，…） （8. 3. 3）

来描述，其中Fi是依赖于N对主动模的振幅的非线性函数.顺便提及，式（8. 3. 3）
可以描写任何一个系统在分岔点时的动力学行为. Fi的形式与分岔类型有关，
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但不依赖于具体的物理过程，所以它具有普适性意义.在临界点附近的一个小
区域内，由于主动模的波矢带很窄，为了简单起见这一章只考虑满足｜ ki ｜ ＝ kc
的主动模之间的耦合，比较复杂的情况将在下一章作详细讨论.在作了这样的
简化以后，振幅方程可以认为是空间均匀的.它描述系统中具有波长λ ＝ 2π ／ kc
的空间有序斑图的动力学行为.该方程的具体形式可以通过对系统作对称性分
析导出，它对应于热力学平衡系统中的朗道方程.

首先考虑一维系统.在这种情况下系统在临界点附近只有一对主动模在图
灵分岔时失稳.式（8. 3. 1）变为

c ＝ c0 ＋ Ae
ikcx ＋ A－ e － ikcx， （8. 3. 4）

对应的振幅方程为
A
t
＝ F（A，A－）. （8. 3. 5）

方程（8. 3. 5）的线性部分由线性稳定性分析得出，其形式可写为tA ＝ σA.此方
程还可以通过控制参量μ到临界点μc的相对距离^μ，^μ ＝（μ － μc）／ μc来表现.
定义τ0 ＝ μ^ ／ σ，其中τ0是系统的自然弛豫时间，这样方程（8. 3. 5）的线性部分变
为τ0tA ＝ μ^A.为保证振幅A不以指数级无限增加，非线性项必须进入方程（8.3.5）.
在临界点附近，可以认为式（8. 3. 4）中振幅A的绝对值很小，因而方程（8. 3. 5）
可以在A ＝0处作泰勒级数展开：

τ0
A
t
＝ μ^A ＋ bA－ ＋ cA2 ＋ d A 2 ＋ eA－ 2 ＋ fA3

＋ g A 2A ＋ h A 2A－ ＋ iA－ 3 ＋ O（A4）.   （8. 3. 6）
利用对称性分析可以推导出该方程的具体形式.对于空间周期振荡的定态斑
图，如图灵斑图，振幅方程首先应该保证空间平移不变性，即在x→x － x0作用下
振幅方程不变.将此平移变换代入（8. 3. 4），得

c ＝ c0 ＋ Ae
ikc（x－x0） ＋ A－e － ikc（x－x0）

＝ c0 ＋ Ae
ieikcx ＋ A－e － ie － ikcx .

其中 ＝ － kcx0 .因此空间平移对称要求振幅方程在A→Aei变换下保持不变.
将此变换代入式（8. 3. 6），得

τ0e
i A
t
＝ eiμ^A ＋ e － ibA－ ＋ ei2cA2 ＋ d A 2

＋ e － i2eA－ 2 ＋ ei3 fA3 ＋ eig A 2A

＋ e － ih A 2A－ ＋ e － i3 iA－ 3 ＋ O（A4） （8. 3. 6a）
很明显，只有当方程（8. 3. 6）中系数b，c，d，e，f，h，i为0时，方程（8. 3. 6a）才能
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与方程（8. 3. 6）完全相同.因而方程（8. 3. 6）被简化为
τ0
A
t
＝ μ^A ＋ g A 2A. （8. 3. 7）

由于图灵斑图为定态斑图，它的振幅方程应该满足镜像对称，即在变换x→ － x
下振幅方程保持不变.将此变换代入（8. 3. 4）可知，方程（8. 3. 7）必须在A→A－
变换下保持不变.这要求系数^μ，g必须为实数.另外，如果把振幅方程的最高项
限制在三阶，为了饱和线性项的作用，系数g必须为负数；否则就必须引入系数
为负值的更高阶项，去饱和线性项与三阶项.我们已经介绍过前一种情况被称
为超临界分岔，后一种情况被称为次临界分岔.对于超临界分岔，一维系统图灵
斑图振幅方程的表达式变为

τ0
A
t
＝ μA － g A 2A. （8. 3. 8）

注意（8. 3. 7）与（8. 3. 8）式系数的对应关系为：μ^→μ，g→ － g.解此方程得到斑
图振幅与序参量之间的关系A ＝ μ ／ g，这就是具有普适性意义的平方根关系.

现在考虑二维系统中图灵斑图的振幅方程.从上面的分析知道，由于空间
旋转不变性，系统可能存在无穷多个失稳模.它的状态由式（8. 3. 1）描述，振幅
方程的形式为（8. 3. 3）.出于与一维系统同样的理由，将方程（8. 3. 3）的右端在
A ＝0处做泰勒级数展开，并只保留前三阶项：

τ0
Ak
t
＝ μAk ＋∑

l，m
hlmAlAm ＋∑

l，m，n
glmnAlAmAn. （8. 3. 9）

振幅方程的空间平移对称要求方程（8. 3. 9）在Ak→Akeikk·r0变换下保持不变，将
此变换代入（8. 3. 9）式得

τ0
Ak
t
eikk·r0 ＝ μAke

ikk·r0 ＋∑
l，m
hlmAlAme

i（kl ＋km）·r0

＋∑
l，m，n
glmnAlAmAne

i（kl ＋km＋kn）·r0 .    （8. 3. 10）
很明显，只有当非线性项Al，…，Am满足kk ＝ kl ＋…＋ kn时方程（8. 3. 10）才可
能还原到方程（8. 3. 9），这就是空间共振关系.

在继续推导二维系统图灵斑图的振幅方程之前，首先进一步讨论一下空
间共振关系的物理意义.根据中心流形原理，振幅方程只考虑在中心流形上
的模.因此非线性项Al…An在振幅方程中出现的条件是它所组成的模kl ＋…
＋ kn也在中心流形上，即｜ kk ｜ ＝ ｜ kl ＋…＋ kn ｜ ＝ kc，否则这个非线性项可以被看
成从动模而被绝热消除.对于由两个模｛k1，－ k1｝，｛k2，－ k2｝组成的二阶非线
性项，只有当波矢k1与k2形成120°角时，它们的组合k3 ＝ － k1 － k2 才在中心

051 非线性科学与斑图动力学导论



流形｜ k3 ｜ ＝ kc上，见图8. 4. k1与k2其他角度的组合都不形成新的不稳定模，因
此被绝热消除，不出现在振幅方程中. k1，k2，k3互成120°角，在实空间中表现为
六边形斑图.

现在利用空间共振关系推导二维系统图灵斑图振幅方程的具体形式.首先
考虑二阶项.如图8. 4所示，此时的共振关系只有一种，即k1 ＋ k2 ＋ k3 ＝ 0，k1，
k2，k3互成120°角.在对A1的振幅方程中此非线性项是A－ 2A－ 3 .

图8. 4 图灵分岔的空间共振关系

在三阶项中共存在十五种共振关系：
三种组合（k1 ＋ k1 － k1，k1 － k1 ＋ k1，－ k1 ＋ k1 ＋ k1）对应于非线性项｜A1 ｜ 2A1；
六种组合（k2 － k2 ＋ k1，－ k2 ＋ k2 ＋ k1，k2 ＋ k1 － k2，－ k2 ＋ k1 ＋ k2，k1 ＋ k2 －

k2，k1 － k2 ＋ k2）对应于非线性项｜A2 ｜ 2A1；
六种组合（k3 － k3 ＋ k1，－ k3 ＋ k3 ＋ k1，k3 ＋ k1 － k3，－ k3 ＋ k1 ＋ k3，k1 ＋ k3 －

k3，k1 － k3 ＋ k3）对应于非线性项｜A3 ｜ 2A1 .
因此对于模k1的振幅方程为

τ0
A1
t
＝ μA1 ＋ hA

－
2A
－
3

－ （g1 A1 2 ＋ g2 A2
2 ＋ g3 A3

2）A1 .    （8. 3. 11）
  A2，A3对A1的影响应该没有任何差别，因而有g2 ＝ g3 . A2，A3的方程可由变
换（8. 3. 11）的下标得到.另外，在各种模之间的耦合强度与它们之间的夹角无
关的情况下，不同的三阶项之间的耦合强度应该是大致一样的.在这种情况下，
数一数不同三阶项的共振关系数得到g2≈2g1 .整个二维系统图灵斑图的振幅
方程为
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τ0
A1
t
＝ μA1 ＋ hA

－
2A
－
3

－ ［g1 A1 2 ＋ g2（ A2 2 ＋ A3
2）］A1，   （8. 3. 12a）

τ0
A2
t
＝ μA2 ＋ hA

－
1A
－
3

－ ［g1 A2 2 ＋ g2（ A1 2 ＋ A3
2）］A2，   （8. 3. 12b）

τ0
A3
t
＝ μA3 ＋ hA

－
1A
－
2

－ ［g1 A3 2 ＋ g2（ A1 2 ＋ A2
2）］A3 .    （8. 3. 12c）

与一维系统一样，该振幅方程应该在镜像变换Ai→A－ i下保持不变，由此得到方
程（8. 3. 12）的所有系数都是实数.

§ 8. 4 图灵斑图的稳定性分析

一个稳定的图灵斑图对应于方程（8. 3. 12）的一个稳定定态解.（8. 3. 12）中
的每个振幅都可以分解成一个模ρi ＝ ｜Ai ｜与一个相位角i .将Ai ＝ ρieii代入方
程（8. 3. 12）并将方程的实部与虚部分开，得到4个实变量的微分方程：

τ0

t
＝ － h

ρ21ρ
2
2 ＋ ρ

2
1ρ
2
3 ＋ ρ

2
2ρ
2
3

ρ1ρ2ρ3
sin， （8. 4. 1a）

τ0
ρ1
t
＝ μρ1 ＋ hρ2ρ3cos － g1ρ

3
1 － g2（ρ22 ＋ ρ23）ρ1，   （8. 4. 1b）

τ0
ρ2
t
＝ μρ2 ＋ hρ1ρ3cos － g1ρ

3
2 － g2（ρ21 ＋ ρ23）ρ2，   （8. 4. 1c）

τ0
ρ3
t
＝ μρ3 ＋ hρ1ρ2cos － g1ρ

3
3 － g2（ρ21 ＋ ρ22）ρ3 .    （8. 4. 1d）

其中 ＝ 1 ＋ 2 ＋ 3 .
方程（8. 4. 1a）表明当系统在定态时，斑图振幅相位的总和只可能取两个定

态 ＝0与 ＝ π.因为所有的ρi都大于或等于零，由方程（8. 4. 1a）不难看出当
h ＞0时 ＝0的解是稳定的；当h ＜0时 ＝ π的解是稳定的.如果只考虑对方程
（8. 4. 1a）的稳定解，则模方程有如下形式：

τ0
ρ1
t
＝ μρ1 ＋｜ h ｜ ρ2ρ3 － g1ρ

3
1 － g2（ρ22 ＋ ρ23）ρ1 .    （8. 4. 2）

另两个方程可以通过变换角标得到，在这里不再列出.由于二阶项系数｜ h ｜总是
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正数，它与线性项一样是方程的失稳因素.为保持模方程有定态解，三阶项的系
数g1和g2必须是正值.否则，就必须在振幅方程中引入更高阶项以使方程饱
和.我们知道后一种情况对应于次临界分岔，在这里不做进一步讨论.另外，二
阶项的系数必须足够小，最多与三阶项系数在同一量级上.否则三阶项的饱和
作用只有在变量ρi增长到很大时才起作用.这时更高阶项对系统的影响就不能
忽略，方程（8. 3. 12）的合理性就不复存在了.顺便说明，在许多系统中由于系统
本身对称的限制，方程（8. 4. 2）中的二阶项要么是零，要么是一个很小的修正
项.例如在瑞利-贝纳尔热对流系统中，如果做布森内斯克（Boussinesq）近似，
即：（1）流体不可压缩；（2）流体密度ρ是温度的线性函数；（3）黏度系数ν，热
传导系数κ，流体比热容c不随温度变化，则瑞利-贝纳尔热对流系统可以由如
下方程描述：

Δ·v ＝ 0，
ρ0 

v
t
＋ （v·Δ）[ ]v ＝ －

Δ

P ＋ ρ0ν

Δ2v － ρ（T）gz^，
T
t
＋ v·Δ

T ＝ κ

Δ2T.

这里v是流速，P是内压力.对定态解（T ＝ T0 ＋ ΔTz ／ d，v ＝ 0）作微扰，并作无量
纲处理，可得如下微扰方程：

Δ·v ＝ 0，
 v
t
＋ （v·Δ）v ＝ － Δ

Π ＋ ρ

Δ2v － RaPrθz^，
θ
t
＋ v·Δ

θ ＝

Δ2θ，

Pr ＝ ν
κ
，  Ra ＝ gαΔTd

3

νκ
.

这里Π代表无量纲压强，θ是对温度的扰动量；Pr是Prandlt数；Ra是Rayleigh
数.很容易验证上方程在反转变换（x→ － x，y→ － y，z→ － z）下形式不变.将这个不
变性条件代入系统的空间周期振荡解得到，振幅方程（8. 3. 12）应满足Ai→ － Ai不
变性.在这种不变性的约束下，方程（8. 3. 12）的二阶项系数一定是零.对非布森内
斯克流体，系统会稍微偏离Ai→ － Ai对称，因而存在着一个小的二阶修正项.因为
二阶项的存在是系统在临界点附近选择六边形图纹的原因，在布森内斯克流体
中，系统在临界点附近可能出现六边形斑图.这个论断会在下面的分析中进一步
说明.对于一个反应扩散系统，这种Ai→ － Ai约束一般是不存在的，所以一般情况
下二阶项总存在.在理论上，对于一个系统不可能给出二阶项系数的上限，但在实

351第八章 图灵斑图与斑图选择



践中人们假定方程（8. 3. 12）在相当大的一个控制参量区域是有效的.
方程（8. 4. 2）具有五类定态解：
一个均匀定态解：

ρ1 ＝ ρ2 ＝ ρ3 ＝ 0； （8. 4. 3）
  一个条状斑图解：

ρ1 ＝
μ
g 1，  ρ2 ＝ ρ3 ＝ 0； （8. 4. 4）

  两个六边形斑图解：

ρ1 ＝ ρ2 ＝ ρ3 ＝
｜ h ｜ ± h2 ＋ 4（g1 ＋ 2g2） μ

2（g1 ＋ 2g2） ， （8. 4. 5）
其存在条件是

μ ＞ μ1 ＝
－ h2

4（g1 ＋ 2g2）；
  一个混合结构解：

ρ1 ＝
h

g2 － g1
，  ρ2 ＝ ρ3 ＝ μ － g1ρ

2
1

g1 ＋ g 2
， （8. 4. 6）

条件是g2 ＞ g1，μ ＞ g1ρ21 .
在一个反应扩散系统中，没有任何理由认为模之间的耦合强度非常依赖于

它们之间的夹角.根据上节的分析，系统应有g2 ／ g1≈2.因此下面只对g2 ／ g1 ＞ 1
的情形进行解的线性稳定性分析.在g2 ／ g1 ＜ 1的情况下，条状斑图将失稳并被
正方形斑图取代.这种正方形斑图在一些流体斑图中可以被观察到，但从来不
出现于均匀的反应扩散系统中.这种情况在本节结尾做一个简单的介绍.在方
程（8. 4. 2）的定态解（ρ1，ρ2，ρ3）上加上微扰（δρ1，δρ2，δρ3），代入原方程并去掉
高阶项，得线性微扰方程.方程的矩阵为
μ － 3g1ρ

2
1 － g2（ρ22 ＋ ρ23） h ρ3 － 2g2ρ1ρ2    h ρ2 － 2g2ρ1ρ3

 h ρ3 － 2g2ρ1ρ2  μ － 3g1ρ
2
2 － g2（ρ21 ＋ ρ23） h ρ1 － 2g2ρ2ρ3

  h ρ2 － 2g2ρ1ρ3   h ρ1 － 2g2ρ2ρ3   μ － 3g1ρ
2
3 － g2（ρ21 ＋ ρ22

 
 
  
 

 
 
  
 ）
.

（8. 4. 7）
  首先研究均匀态的线性稳定性.对应的线性微扰方程为

d（δρi）
dt ＝ μ（δρi）. （8. 4. 8）

因而当μ ＜ μ2 ＝ 0时均匀态是稳定的，反之是不稳定的.
接下来研究条形图纹的线性稳定性.将定态解（ρ，0，0）代入微扰方程（8. 4.
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7），得

τ0
d
dt

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

＝
μ － 3g1ρ

2    0    0

  0   μ － g2ρ
2  ｜ h ｜ ρ

  0   ｜ h ｜ ρ μ － g2ρ

 
 
  
 

 
 
  
 2

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

.

（8. 4. 9）
注意到ρ ＝ μ ／ g 1，方程（8. 4. 9）对应的矩阵的特征值si 由下面的特征方程
决定：

（－ 2μ － s ( (） μ －
g2
g1 )－ s

2
－ h 2

g1 )μ ＝ 0， （8. 4. 10）
三个特征值分别为

s1 ＝ － 2μ， s2，3 ＝ (μ 1 － g2g )
1
± h μ ／ g 1 . （8. 4. 11）

由于μ ＞0，g2 ／ g1 ＞ 1，三个特征值同时小于0的条件为
μ ＞ μ3 ＝

h2g1
（g1 － g2）2 . （8. 4. 12）

在这个条件下所有对条状斑图的扰动都会随时间消失.
对于六边形斑图，将定态解ρ ＝ ρ1 ＝ ρ2 ＝ ρ3代入微扰方程（8. 4. 7）得

τ0
d
dt

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

＝
a b b
b a b

 
 
 
 

 
 
 
 b b a

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

. （8. 4. 13）

其中a ＝ μ －（3g1 ＋ 2g2）ρ2，b ＝ ｜ h ｜ ρ －2g2ρ2 .特征方程为
（a － s）3 － 3b2（a － s）＋ 2b3 ＝ 0. （8. 4. 14）

三个特征值分别为
s1 ＝ s2 ＝ － b ＋ a， s3 ＝ 2b ＋ a. （8. 4. 15）

将六边形定态解（8. 4. 5）代入（8. 4. 15）式可得如下结论：对于定解

ρ － ＝
｜ h ｜ － h2 ＋ 4（g1 ＋ 2g2） μ

2（g1 ＋ 2g2） ，
s3总大于0，对应的斑图永远不稳定；对于定解

ρ ＋ ＝
｜ h ｜ ＋ h2 ＋ 4（g1 ＋ 2g2） μ

2（g1 ＋ 2g2） ，
当控制参量μ满足

μ ＜ μ4 ＝
2g1 ＋ g2
（g2 － g1）2h

2 （8. 4. 16）
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时所有的特征值都是负的，对应的斑图是稳定的.
最后，分析混合结构解.将解（8. 4. 6）代入微扰方程（8. 4. 7）得：

τ0
d
dt

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

＝
a1 b1 b1
b1 a2 b2
b1 b2 a

 
 
  
 

 
 
  
 
2

δρ1
δρ2
δρ

 
 
  
 

 
 
  
 
3

. （8. 4. 17）

其中
a1 ＝ μ － 3g1ρ

2
1 － 2g2ρ

2
2 ＝
g1 － g2
g1 ＋ g2

μ －
（3g1 ＋ g2）g1h2

（g1 ＋ g2）（g1 － g2）2，
（8. 4. 18a）

a2 ＝ μ － 3g1ρ
2
2 － g2（ρ21 ＋ ρ22）＝ － 2g1g1 ＋ g2

μ ＋
（3g21 － g22）h2

（g1 ＋ g2）（g1 － g2）2，
（8. 4. 18b）

b1 ＝ h ρ2 － 2g2ρ1ρ2 ＝
g1 ＋ g2
（g2 － g1）2 μ －

g1h
2

（g2 － g1）[ ] 2 h ，

（8. 4. 18c）
b2 ＝ h ρ1 － 2g2ρ

2
2 ＝

－ 2g2
g1 ＋ g2

μ ＋
g22 － g

2
1 ＋ 2g1g2

（g2 － g1）2（g1 ＋ g2）h
2 . （8. 4. 18d）

对应的特征方程为
－ （s － a1）（s － a2）2 ＋ 2b21b2 ＋ 2（s － a2）b21 － （s － a1）b22 ＝ 0，

或
［s2 － （a1 ＋ a2 ＋ a3）s ＋ a1（a2 ＋ b2）－ 2b21］（s － a2 ＋ b2）＝ 0.

（8. 4. 19）
从（8. 4. 19）可得三个特征值的关系：s1 ＝ a2 － b2，s2 ＋ s3 ＝ a1 ＋ a2 ＋ a3，s2 s3 ＝
a1（a2 ＋ b2）－2b21 .三个特征值同时小于0的必要条件为：（1）s1 ＜ 0，（2）s2 ＋ s3
＜ 0，（3）s2 s3 ＞ 0.从条件（1）可得：

s1 ＝
2（g2 － g1）
g1 ＋ g2

μ ＋
2（2g1 ＋ g2）

（g1 ＋ g2）（g1 － g2）h
2 ＜ 0，

即
μ ＜

2g1 ＋ g2
（g2 － g1）2h

2 . （8. 4. 20）
从条件（3）可得：

s2 s3 ＝ μ －
g1h

2

（g2 － g1）[ ]2 μ －
2g1 ＋ g2
（g2 － g1）2h[ ]2 ＞ 0.
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由于混合结构的解要求

ρ2 ＝
μ －

g1h
2

（g2 － g1）2
（g1 ＋ g2） ＞ 0，

且g1 ＋ g2 ＞ 0，上述不等式变为
μ ＞

2g1 ＋ g2
（g2 － g1）2h

2 . （8. 4. 21）
显然（8. 4. 21）式与（8. 4. 20）式矛盾，所以混合结构图灵斑图总是不稳定的.

总结以上的分析容易看到当h2≠0时各临界点的关系为：μ1 ＜ μ2 ＜ μ3 ＜
μ4 .分析结果可以由一个普适性的图灵分岔图表示，见图8. 5.当控制参量μ增
加至临界点μ2 ＝ 0时，系统的均匀定态开始失稳，系统首先经非平衡相变形成一
个六边形图纹.如果方程（8. 4. 1）中的二阶项系数h ＞0，六边形斑图为H0（ ＝0），
反之斑图为Hπ（ ＝ π）.在前一种情况下Hπ总是不稳定的，在后一种情况下H0
总是不稳定的.六边形斑图的出现由次临界分岔引起，也就是说系统在控制参
数空间里存在这一个双稳区，μ1 ＜ μ ＜ μ2，在双稳区中六边形斑图与均匀态都是
稳定的，见图8. 5.条形斑图的出现起源于超临界分岔，但当μ ＜ μ3时它是不稳
定的.只有当μ ＞ μ3时条形斑图才变得稳定.又因为六边形斑图在μ ＞ μ4时才会
失稳，当控制参量在μ3 ＜ μ ＜ μ4区域时，系统存在着另一个双稳态，即六边形与
条形斑图之间的双稳态.当控制参量超过μ4时，系统由六边形斑图跃迁至条形
斑图.当控制参量降低至μ3 以下时，系统由条形斑图跃迁至六边形斑图.注意
到斑图跃迁的所有临界值都正比于方程（8. 4. 1）中二阶项系数的平方.当这个
系数为零时，六边形结构永远是不稳定的，而条形结构对所有μ ＞ 0都是稳定
的.这就是在布森内斯克流体观察不到六边形对流斑图的原因.

图8. 5 图灵斑图的分岔图 图8. 6 具有空间反转对称系统
的空间共振关系
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  如果系统的对称性要求振幅方程二阶项系数一定为零，系统的斑图选择变
成正方形斑图与条形斑图之间的选择.图8. 6表示振幅方程波矢之间的关系，
两对波矢k1，k2 之间相差90°角.利用空间共振关系不难推导出系统的振幅
方程

τ0
A1
 t
＝ μA1 － （g1 A1 2 ＋ g2 A2

2）A1，    （8. 4. 22a）

τ0
A2
 t
＝ μA2 － （g1 A2 2 ＋ g2 A1

2）A2 .     （8. 4. 22b）
该方程有三个定态解：

均匀定态解A1 ＝ A2 ＝ 0；
条形斑图解A1 ＝ R，A2 ＝ 0或A2 ＝ R，A1 ＝ 0，其中R ＝ μ ／ g 1；
正方形斑图解A1 ＝ A2 ＝ S，其中S ＝ μ ／（g1 ＋ g2 ）.
对这三个定态解分别作线性稳定性分析，容易得出如下结论：当μ ＜0时系

统的均匀态是唯一的稳定态，当μ ＞0时均匀态失稳. μ ＞0时，如果g2 ／ g1 ＞ 1，条
形斑图是稳定的，而正方形斑图是不稳定的；如果－ 1 ＜ g2 ／ g1 ＜ 1正方形斑图是
稳定的，条形斑图是不稳定的；当g2 ／ g1 ＜ － 1时，方程（8. 4. 22）无界，必须加入
更高阶项使其饱和.图8. 7表示系统在相空间的行为.当g2 ／ g1 ＞ 1时代表条形斑
图的定态点（R）是结点，而代表正方形斑图的定态点（S）是鞍点，见图8. 7（a）；当
－1 ＜ g2 ／ g1 ＜ 1时代表条形斑图的定态点是鞍点，而代表正方形斑图的定态点
是结点，见图8. 7（b）.

图8. 7 具有空间反转对称系统的分岔图
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§ 8. 5 振幅方程系数的推导

本章第三节介绍了利用对称性分析推导振幅方程的过程.对称性分析方
法有简洁明了的优点，但也存在着很大的局限性.最主要的缺点是对于一个
具体描述物理过程的偏微分方程，对称性分析只能给出系统分岔点附近振幅
方程的一般形式，而不能确定方程中各个系数与系统各个控制参量的对应关
系.人们无法知道系统的哪些控制参量为有效控制参量，也无从估计振幅方
程的有效区域.如果研究者的目的是研究一个系统中斑图形成随控制参量变
化的具体过程，对称性方法是不够的.人们必须用多重尺度分析推导振幅方
程的系数.

在反应扩散系统中对图灵斑图的实验研究是在CIMA反应中首先完成的.
但是由于CIMA反应模型（7. 2. 2）的均匀定态解没有解析解形式，做多重尺度
分析比较困难.这里用一个比较简单的反应扩散方程为例，介绍多重标尺度分
析的方法.这个方程由丢斐（Duffet）和波松纳德（Boissonade）首先提出［54］，并被
他们称为标准模型：

u
t
＝ u － αv ＋ γuv － u3 ＋
Δ2u， （8. 5. 1a）

v
t
＝ u － βv ＋ d

Δ2v. （8. 5. 1b）
其中α，β，γ ＞0，d ＞1，为阻滞子v与活化子u的扩散系数比.方程三阶项的系数
为负数，保证系统变量在失稳后不会因微扰而无限增长.二阶项的存在除去了
方程在（u，v）→（－ u，－ v）变换下的不变性，这种对称性在化学系统中一般不存
在；当γ ＝0时，可以回到这种对称的情形.这个模型的优点是可以对系统的线
性行为与非线性行为分别处理.系统均匀定态解的稳定性由α，β，γ决定.在失
稳后系统的行为由非线性项控制.

方程（8. 5. 1）的均匀定态解为
（u0，v0）＝ （0，0），

（u10，v10） (＝ γ ＋ γ2 ＋ 4（β － α） β
2β

，γ ＋ γ2 ＋ 4（β － α） β
2β )2 ，

（u20，v20） (＝ γ － γ2 ＋ 4（β － α） β
2β

，γ － γ2 ＋ 4（β － α） β
2β )2 .

当γ很小时，后两个解只有在第一个解超过图灵分岔点很远时才存在，因此在

951第八章 图灵斑图与斑图选择



分析第一个定态解时可以忽略它们的存在.对于解（u0，v0）＝（0，0），由线性稳
定性分析容易得出如下结果：当1 ＜ β ＜ α时，系统对所有均匀微扰都是稳定
的；当1 ＝ β ＜ α时，系统出现霍普夫分岔；系统在1 ＜ β ＜ α区域时有可能出现图
灵分岔.图灵分岔出现的条件是

（d － β）2 － 4d（α － β）＝ 0，  d ＞ β.
若α ＜ αc ＝（β ＋ d）2 ／ 4d，图灵斑图开始生长，斑图的临界波数由k2c ＝（d － β）／ 2d
给出.

现在用多重尺度分析推导系统（8. 5. 1）在图灵分岔点附近的振幅方程.选
α为系统的控制参量.从第三节知道系统的斑图由三对波矢k1，k2，k3组成的模
描述，三对波矢互相成120°角.在临界点附近，方程（8. 5. 1）解的形式可写为

c ＝ ( )uv ＝ ∑
3

i ＝ 1

Aui
A( )v
i

eiki·r ＋ c. c. （8. 5. 2）

将方程（8. 5. 1）写成如下形式：
 c
t
＝ Lc ＋ N（c，c）. （8. 5. 3）

这里L为线性算符，N为非线性算符，它们分别为
L ＝ 1 ＋

Δ2

1
 － α
－ β ＋ d

Δ( )2 ， N ＝ γuv － u3( )0
. （8. 5. 4）

在计算中只局限于分析控制参量在相变临界点附近的行为，这样可以将控制参
量α按如下形式展开：

αc － α ＝ εα1 ＋ ε
2α2 ＋…， （8. 5. 5）

其中ε为一个小量.将变量c与非线性项N按此小参数展开：
c ＝ u( )v ＝ ε

u1
v( )
1

＋ ε2
u2
v( )
2

＋…，

N ＝ γε2u1v1 ＋ ε
3（γu2v1 ＋ u1v2 ＋ u31）＋ O（ε4）( )0

 

 

 

  

  .

（8. 5. 6）

线性算符L可分解为
L ＝ Lc ＋ （αc － α）M. （8. 5. 7）

其中
Lc ＝

1 ＋

Δ2

1
 

－ αc
－ β ＋ d

Δ( )2 ， M ＝ 0 1( )0 0
.     （8. 5. 8）

将系统的动力学时间尺度分开，令
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
t
＝ 
T0
＋ ε T1

＋ ε2 T2
＋…. （8. 5. 9）

在分析中认为斑图的振幅是一个慢变量，因而对应于快变量的时间微商 ／ T0
不对振幅变量A作用：

A
t
＝ ε AT1

＋ ε2 AT2
＋…. （8. 5. 10）

将分解式（8. 5. 6），（8. 5. 7），（8. 5. 9）代入方程（8. 5. 3）并按ε的不同阶将原方
程分开：

Lc
u1
v( )
1

＝ 0，

Lc
u2
v( )
2

＝ 
T1

u1
v( )
1

－ α1M
u1
v( )
1

－ γu1v1( )0
，

Lc
u3
v( )
3

＝ 
T1

u2
v( )
2

＋ 
T2

u1
v( )
1

－ α1M
u2
v( )
2

－ α2M
u1
v( )
1

－ γu1v2 ＋ γu2v1 － u
3
1( )0
.    （8. 5. 11）

由于Lc是系统在临界点的线性算符，u1v( )
1

的解对应于特征值为零的特征向量
的线性组合.将三个波矢对应的模分开写：

u1
v( )
1

＝
β ＋ d 

  
 

 
  
 

2
1
（W1eik1·r ＋ W2eik2·r ＋ W3eik3·r）＋ c. c. （8. 5. 12）

这里｜ ki ｜ ＝ kc，Wi是系统在一级微扰下模eiki·r的振幅，它的形式由高阶微扰项
决定.

根据弗来得霍姆可解性条件，方程（8. 5. 11）右端的向量函数必须与算符
L ＋c 的零特征向量正交，此方程才有非平庸解.在此问题中计算得L ＋c 的零特征
向量为

1

－ β ＋ d2

 
  
 

 
  
 d
e － iki·r， i ＝ 1，2，3. （8. 5. 13）

对（8. 5. 11）的第二式应用弗来得霍姆可解性条件，得
（d － 1）（β ＋ d）

2d
W1
T1

＝ α1W1 ＋ γ（β ＋ d）W—2W—3， （8. 5. 14a）

161第八章 图灵斑图与斑图选择



（d － 1）（β ＋ d）
2d

W2
T1

＝ α1W2 ＋ γ（β ＋ d）W—1W—3， （8. 5. 14b）
（d － 1）（β ＋ d）

2d
W3
T1

＝ α1W3 ＋ γ（β ＋ d）W—1W—2 . （8. 5. 14c）
方程组（8. 5. 14）是一级微扰下的振幅方程.由于它的二阶项系数大于零，振幅
Wi发散，在这种情况下需要引入高阶微扰项使其饱和.将方程（8. 5. 11）的第二
式解出：

u2
v( )
2

＝ U0
V( )
0

＋∑
3

i ＝ 1

Ui
V( )
i

eiki·r ＋∑
3

i ＝ 1

Uii
V( )
ii

ei2ki·r

＋ U12
V( )
12

ei（k1－k2）·r ＋ U23
V( )
23

ei（k2－k3）·r

＋ U31
V( )
31

ei（k3－k1）·r ＋ c. c.， （8. 5. 15）
其中

U0 ＝
4γdβ（β ＋ d）
（β － d）2 （W1

2 ＋ W2
2 ＋ W3

2），

V0 ＝
4γd（β ＋ d）
（β － d）2 （W1

2 ＋ W2
2 ＋ W3

2）， Ui ＝ β ＋ d2 Vi，

Uii ＝ －
2
9
γd（β － 2d）（β ＋ d）

（β － d）2 W2i， Vii ＝ 29
γd（β ＋ d）
（β － d）2 W

2
i，

U12 ＝ －
γd（β － 3d）（β ＋ d）

2（β － d）2 W1W
—
2， V12 ＝ γd（β ＋ d）（β － d）2 W1W

—
2，

其余系数可由变换下标获得.将上两级微扰方程的解（8. 5. 13）与（8. 5. 15）代入
（8. 5. 11）的第三式并再次利用弗来得霍姆可解性条件，得

（d － 1）（β ＋ d）
2d

W1
T2
＋ （d － 1）（β ＋ d）2d

V1
T1

＝ α2W1 ＋ α1V1 ＋ γ（β ＋ d）（V—2W—3 ＋ V—3W—2）
－ ［G1 W1 2 ＋ G2（W2 2 ＋ W3

2）］W1，   （8. 5. 16）
另两个方程可以经W的下标变换得到.这里，

G1 ＝
3（β ＋ d）3
8 － γ

2d（β ＋ d）（53β ＋ 23d）
9（β － d）2 ，

G2 ＝
3（β ＋ d）3
4 － 2γ

2d（β ＋ d）（3β ＋ d）
（β － d）2

}.
（8. 5. 17）
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振幅Ai ＝ Aui ＝ β ＋ d2 A
v
i 为各级中eiki·r的系数：

Aui
A( )v
i

＝ ε
β ＋ d 

  
 

 
  
 

2
1

Wi ＋ ε
2
β ＋ d 

  
 

 
  
 

2
1

Vi ＋…. （8. 5. 18）

分别将（8. 5. 14），（8. 5. 16）乘以ε与ε2并利用式（8. 5. 10），（8. 5. 18）将变量
合并，得到如下振幅方程：

τ0
A1
t
＝
αc － α
αc
A1 ＋

8dγ
（β ＋ d）2A

－
2A
－
3

－ ［g1 A1 2 ＋ g2（ A2 2 ＋ A3
2）］A1，

（8. 5. 19）
其中

τ0 ＝
2（d － 1）
β ＋ d

， g1 ＝ 16d
（β ＋ d）4G1， g2 ＝

16d
（β ＋ d）4G2 .

振幅方程中的其余两个可以经过变换A的下标获得.振幅方程（8. 5. 19）的形式
与第三节中经对称性分析得到的结果（8. 2. 12）一致.

为了在做多重尺度分析时把问题简单化，现在来分析一下方程中各变量的相
对量级.方程（8. 5. 19）的各项应有同样的量级，因此有τ0tA ～ μA ～ g ｜ A ｜ 2A.令
A ～ ε，得τ0tA ～ μA ～ g ｜ A ｜ 2A ～ ε3，因而有μ ～ ε2，t ～ ε2 .所以式（8. 5. 5）与
（8. 5. 8）的变量分解方式可以改写成：αc － α ＝ ε2α2，t ＝ ε2T2，c ＝ εc1 ＋ ε2c2 .这
样的分解方法可以在做多重尺度分析时省去许多麻烦.图8. 8给出了方程
（8. 5. 1）所描述的反应扩散系统中产生的几个典型的图灵斑图.在下面要介绍
的实验中，所有这些斑图都在CIMA反应系统中被观察到.但有的斑图，如Hπ
是暂态的.另一些斑图，如扭曲（zig-zag）斑图是由图灵斑图的再分岔引起的，它
的动力学行为将在下一章介绍.

图8. 8 图灵斑图正则方程的数值模拟的典型结果
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§ 8. 6 图灵斑图的实验观察

从20世纪70年代普里高津的耗散结构理论被人们普遍接受以后，实验科
学家就一直在寻找图灵斑图的实例.这项工作的困难主要有两个.第一个困难
是要有一个开放型反应器，这个反应器必须只允许反应过程与扩散过程进行，
而不允许其他过程进行.这种反应器只是在20世纪80年代末才被设计出.第
二个困难是要找到一个反应系统，其中活化子的扩散系数要比阻滞子小许多.
在均匀相反应系统中，各种反应物质（除H ＋外）的扩散速度都大致相当.所以在
一个普通的反应扩散系统中难以观察到图灵斑图.想要将反应中活化子的扩散
速度减慢，就需要用一些方法把它“粘”住.在CIMA反应中，指示剂———淀粉就
起到了这样的作用.因为淀粉的分子量很大，所以它的体积比一般小分子大许
多倍，甚至比溶胶的平均孔径还大.这样，淀粉在溶胶中的扩散系数几乎为零.
CIMA反应系统中的活化子是碘离子.而碘离子在碘分子的存在下，很容易与淀
粉产生一种呈蓝色的复合物.其反应平衡式为

I － ＋ I   2 I －3，
I －3   ＋ S C.

这里S，C分别表示淀粉和淀粉碘离子复合物.由于淀粉在溶胶中几乎不扩散，
这个反应的存在就把碘离子的表观扩散系数降下来了.下面以一般形式的双变
量反应系统说明淀粉对CIMA系统的影响.将复合物反应

  X ＋ S C
加入反应扩散方程（8. 2. 1），并认为S与C的扩散系数为0，新的反应扩散动力
学方程为

X
t
＝ f（X，Y）－ k＋ XS ＋ k－ C ＋ DX Δ2X，  （8. 6. 1a）

Y
t
＝ g（X，Y）＋ DY Δ2Y， （8. 6. 1b）

C
t
＝ k ＋ XS － k－ C. （8. 6. 1c）

将（8. 6. 1a）式与（8. 6. 1c）式相加，得
（X ＋ C）
t

＝ f（X，Y）＋ DX Δ2X.

假设复合物反应的速度很快，因而可以认为它达到动平衡：dC ／ dt ＝ 0，C ／ SX ＝
k ＋ ／ k － ＝ K.将此关系代入（8. 6. 1），并认为S是常数（指示剂的量很大），得
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X
t
＝ δf（X，Y）＋ δDX Δ2X， （8. 6. 2a）

Y
t
＝ g（X，Y）＋ DY Δ2Y， （8. 6. 2b）

其中δ ＝1 ／（1 ＋ SK）.我们看到复合物反应不但减慢了活化子X的有效扩散速
率，也减慢了它的有效反应速度，但系统的定态并没有改变.对（8. 6. 2）的定态
解进行线性稳定性分析，不难得到图灵斑图产生的条件变为

δa11 ＋ a22 ＜ 0， （8. 6. 3）
DY
DX
a11 ＋ a22 ＞ 2 Δ0DY ／ D X . （8. 6. 4）

与不等式（8. 2. 9），（8. 2. 12）相比，式（8. 6. 3）的a11上多了一个小系数δ.由于
a11 ＞ 0，a22 ＜ 0，不论DY ／ DX的值如何，只要δ足够小，式（8. 6. 3）与（8. 6. 4）总可
能同时满足.由于式（8. 6. 3）对应于霍普夫分岔的稳定条件，式（8. 6. 4）对应于
图灵分岔的失稳条件，因此复合物反应的存在不是促进了图灵分岔的发生，而
是推迟了霍普夫分岔的发生.另外，容易证明图灵斑图的临界波数kc与复合物
反应的存在与否无关.值得一提的是在实验中可以调节淀粉的浓度S使系统同
时经历霍普夫分岔与图灵分岔.在这个切空间（co-dimension）分岔点附近，系统
会出现丰富的动力学行为.

CIMA反应的实验在第七章所描写的空间开放型反应器中进行.当控制参
量到达临界值以前，由于反应媒体两面边界的反应物不同，系统会在浓度梯度
方向上产生一个稳定的化学波锋面.这个化学波锋面将系统分成两部分：氧化
态区域与还原态区域.在氧化态区域I －3 的浓度很低，溶胶呈黄色；在还原态区
I －3 的浓度较高，由于指示剂淀粉的存在溶胶呈蓝色.但是，在垂直于浓度梯度的
反应媒介面上，系统是均匀的.垂直于溶胶圆盘面的化学锋的位置由控制参量
决定.在此系统中，化学波锋的位置对次氯酸盐的浓度特别敏感.由于在溶胶中
的还原态会带来蓝色的背景，这使对图灵斑图的观察无法实现.因此在一般情
况下需要调节次氯酸盐的浓度使化学波锋面的位置定在溶胶与多孔玻璃之间
的边界附近.由于多孔玻璃内没有淀粉，还原态是无色的.

当系统的控制参量超过临界值时，空间不均匀的斑图态将从均匀的化学波
锋结构中自发组织形成.在开始时，当控制参量刚刚跃过临界点到达斑图态区
域不久，上百个小的黄色圆环会同时出现在蓝色的背景上.在一小时内，这些小
圆环结构会渐渐停止运动，自组织为一种如图8. 8（a）所示的蜂窝状结构.但这
种对应于Hπ的六边形结构会很快失稳：小圆环渐渐地破裂成黄色的条状结
构，最后稳定在如图8. 9（a）所示的六边形结构上，这就是上节所描述的H0 六
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边形结构.由于六边形结构在系统的不同区域同时产生，两种取向不同的六边
形斑图的边界必然会出现缺陷，这些缺陷被称为粒状边界（grain boundary），见
图8. 9（c）.粒状边界一般不是定态的，它随时间变动着自己的位置.对于CIMA
系统来说，它的移动速度大约在每天0. 2 mm左右，由于时间太长，在现有的实
验条件下不可能研究粒状边界的动力学行为.

图8. 9 实验中观察到的图灵斑图的例子

在另外一组控制参量中，例如在较高的丙二酸（CH2（COOH）2）浓度下，可
以观察到稳定的条形图纹.在这种情况下由蜂窝状小圆环破裂而产生的条状结
构会互相连接，形成更长的条状花纹.与一般的化学行波不同，这种条形图纹是
定态的，或者说斑图的位置是不随时间变化的.在实验中曾经对条形图纹做了
连续几天的观察，除了粒状边界的缓慢移动之外，没有发现条形图纹的任何变
化.图8. 9（b）与（d）是观察到的条形图纹的两个例子.

六边形图纹与条形图纹的波长可以通过将图8. 9作快速傅里叶变换获得.
图8. 10（a），（b）分别是图8. 9（a），（b）的二维傅里叶变换所得到的斑图能谱随旋
转角的变化.在图8. 9（a）中六个波矢相邻的角度为60° ±1°，图8. 9（b）中的波矢
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之间角度为180° ± 1°.波矢对应的波长随控制参量变化而改变，大约在0. 13 ～
0. 33 mm左右.当很大地变换控制参量时，系统原来的斑图会渐渐消失，同时具
有不同波长的新的斑图会渐渐生长.这证明图灵斑图的波长是由系统的反应扩
散性质所决定，与边界条件无关.这是图灵斑图区别于其他斑图，如流体中的对
流斑图的显著特征.这里要注意的是上述过程是在很大地变换控制参量的情况
下发生的.如果控制参量的变化幅度足够小，则可能观察到系统的二级分岔现
象，这种情况将在第九章详细讨论.

图8. 10 实验中观察到的图灵斑图的二维傅里叶变换

利用式（8. 2. 14）可以估计图灵斑图波长的数量级，并与实验比较.在溶胶
中，经测量得到一般化学物质的扩散系数大约为10 －6cm2 ／ s. CIMA反应的时间
振荡周期在30 s到60 s左右.代入式（8. 2. 14），得λ ＝ 1. 4 ～ 1. 9 mm，与实验结
果大致符合.我们还可以作一个更系统的实验对关系式（8. 2. 14）进行检验.由
于化学物质在溶胶中的扩散系数随溶胶的类型与密度的不同而改变，我们可以
在不同类型、不同密度的溶胶中重复图灵斑图形成的实验以测量斑图波长随扩
散系数的变化.图8. 11给出这些测量的结果，在对数坐标中所有的测量点都大
致落在一条直线上，直线的斜率为0. 5 ± 0. 01，符合式（8. 2. 14）关于波长与扩散
系数的平方根关系.将图8. 11得到的截矩值代入式（8. 2. 14）得到CIMA系统中
霍普夫分岔上的临界振荡周期为50 s左右，与全混釜所得到的30 s到60 s的数值
一致.这个实验进一步证实了CIMA系统所观察到的斑图是图灵斑图.

图8. 11 图灵斑图的波长随控制参量的变化
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图8. 12表示CIMA系统中图灵斑图的非平衡相变图，控制变量为丙二酸浓
度.当丙二酸的进口浓度降低至39. 6 mmol ／ L时，均匀定态开始失稳，六边形斑图

图8. 12 图灵斑图的分岔图

态开始极缓慢地生成.在临界点附近，
斑图的形成需要30小时左右时间，而
在远离临界点，斑图要3小时左右就可
形成.这就是普适性的临界慢化现象.
在实验中，用精度为0. 1 mmol ／ L的丙
二酸浓度在均匀态与六边形斑图态之
间扫描的结果没有发现滞后回线现象.
这看起来与第四节中的理论预测不符
（见图8. 5）.用CIMA反应模型做数值
模拟发现，以丙二酸做控制参量，滞后
回线的宽度只有约0. 01 mmol ／ L，比实
验精度小10倍.这解释了在实验中为
何观察不到滞后回线的原因.当丙二酸浓度越过临界点继续下降时，六边形斑
图的振幅随之上升.但如果丙二酸浓度降到第二个临界点（31 mmol ／ L），六边形
图纹开始失稳，系统由六边形斑图态跃迁至条形斑图态.从图8. 12看到丙二酸
浓度在29 ～ 31 mmol ／ L的范围内系统存在着一个滞后回线，这时系统是双稳的.
在相变点的一个较窄区域（用虚线表示），系统不但是双稳的，而且两种斑图态
是可以共存的.这种现象被称为别针效应（pinning effect）［55］.图8. 13给出实验

图8. 13 实验中观察到的别针效应

中观察到的两个共存图形的例子.继续降低丙二酸的浓度会遇到第三个相变
点，这时条形图纹开始失稳，系统由条形斑图态重新回到六边形斑图态.这个相
变区也存在着一定宽度的滞后回线，在临界点存在别针效应，见图8. 12.这种六
边形的回转（re-entry）现象不能用上三节推导出的振幅方程来解释.但在对
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CIMA反应系统作数值模拟时，发现这种六边形斑图回转现象的确存在.在远离
图灵分岔点时，系统中一些原来的从动模会逐渐变为主动模，这时推导振幅方
程时就不能再把这些模绝热消除，而要求把它们包括在方程中.其中一种均匀
态模，计为0（｜ k ｜ ＝ 0），变成主动模时使A1 的振幅方程多了另一个三阶项
A0A

－
1A
－
2，该项满足共振关系k1 ＝ － k2 － k3 ＋ 0（k1，k2，k3互为120°角）.正是由于

这个多出来的三阶项，使得六边形图纹重新稳定.这就是相图8. 12中六边形斑
图回转的原因.由此可以得到一个有意思的推论：在具有镜像对称的系统中
（该系统在图灵分岔点附近的振幅方程二阶项系数为零），当系统远离图灵分岔
点时我们有可能观察到六边形斑图.这个推论目前在布森内斯克流体的瑞利-
贝纳尔对流中还没有被发现.

最后值得一提的是，在对图灵斑图的研究中曾有三个理论组，比利时布鲁
塞尔组，法国波尔多组，美国波士顿Brandeis组提出三个不同的反应模型：布鲁
塞尔子（Brusselator），史南肯（Schnackenberg）模型，及式（7. 2. 2）的CIMA反应
模型与图灵斑图的实验比较.三个模型在分岔点附近所得到的非平衡相变行为
都与图8. 5一致.这些研究结果显示了斑图动力学的普遍意义.它提示人们在
研究非线性系统的动力学共性时，不必拘泥于过细地分析一个具体的物理系
统.实践证明，在研究中往往越是简单的系统，揭示的非线性动力学规律越具有
普遍意义.
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第九章 图灵斑图的二级分岔

第八章从不同途径推导出了图灵斑图的振幅方程在临界点附近的一般形
式.本章讨论当控制参量逐渐离开临界点时，系统斑图态随控制参量的变化.一
般来讲，图灵分岔后系统形成的斑图会随控制参量的变化而失稳，从而导致新
的斑图态的产生.这种失稳被称为图灵斑图的高级分岔.正是由于这类二级或
更高级的动力学分岔现象，使得自然界能够自组织形成种类繁多的斑图，而不
是在一级分岔中遇到的那么几种.本章的第一节推导描述条形斑图二级分岔的
动力学方程，振幅的包络方程.第二节利用第一节推导出的包络方程，分析条形
斑图的两个常见的二级分岔，爱克豪斯失稳与扭曲失稳.随后两节讨论更一般
形式的包络方程，并用它研究菱形斑图的产生与失稳.最后展望一下图灵斑图
的实验研究方向.

§ 9. 1 NWS方程

图灵斑图振幅方程的一般形式，即方程（8. 3. 12），只适用于系统在临界点
附近的一个非常小的控制区域.严格说来，它只在系统处在临界点位置时，即控
制参量μ ＝ μc时才是正确的.这时只有ki ＝ kc的模是主动模，其余的模在理论
上都可能进行绝热消除.但是，如图8. 2（b）所示，当系统越过临界点以后，失稳
的模在傅里叶空间就不再是一维空间中的一个点，或二维空间中的一个圆圈，
而是一个满足k － δk ＜ k ＜ k ＋ δk 的一个区域.在二维系统中，它表现为
一个具有一定宽度的圆环，见图9. 1.虽然临界模k ＝ kc在系统失稳后最初的
线性阶段生长最快，但其他k ≠kc的主动模也都在起作用.因此，从原则上讲，
描述斑图动力学的振幅方程要考虑所有在圆环内的模的贡献，对应的振幅方程
变成无穷多个.建立这样的方程显然是不可能的，在实际中也没有意义.因此需
要寻找某种方法将问题简化.这个简化的方法就是微扰分析.

首先必须肯定上一章讨论中得到的空间共振原则具有普适性.它在系统离
开临界位置时仍然适用.在系统离开临界点不太远时，可以认为描述系统斑图
动力学的振幅方程的形式不变，仍是方程（8. 3. 12）的形式.而把其他主动模对



图9. 1 系统越过临界点以后主动模在k空间的分布

模A1，A2，A3的影响看做是这些模对原系统的微扰.例如在考虑振幅方程A1时，
需要考虑在模k1附近的其他模k1 ＋ δk的影响. NWS方程就是在上章推出的振
幅方程的基础上，加上了这种影响的线性部分而得到的新的振幅方程.此方程
是由纽威尔（Newell）、怀特海得（Whitehead）与赛格尔（Segel）在1969年首先提
出的，因而叫纽威尔-怀特海得-赛格尔（Newell-Whithead-Segel）方程，这里简称
为NWS方程［56，57］.由于它描述一个波矢带（ k ＜ ｜ k ＋ δk ｜）的主动模的动力学
行为，人们有时称此方程为包络方程（envelope equation）.

现在重新对图8. 2（b）的情况作线性分析.在临界点（μc，kc）附近的一个区
域，μ － μc，k － kc值很小，失稳模的生长率σ ＝ Re（λ）可以在临界点用泰勒级数
展开：

σ（μ，k）＝ σ（μc，kc）＋ σμ c
（μ － μc）＋ σk c

（k － kc）

＋ 12
2σ
μ2 c

（μ － μc）2 ＋ 12
2σ
k2 c

（k － kc）2

＋ 
2σ
μk c

（μ － μc）（k － kc）＋….    （9. 1. 1）
当系统在临界位置上时，σ（μc，kc）＝0，σ ／ k ｜ c ＝ 0（见图8. 2（b））.上式简化为

σ（μ，k）＝ σ
μ c
（μ － μc）＋ 12

2σ
μ2 c

（μ － μc）2 ＋ 12
2σ
k2 c

（k － kc）2

＋ 
2σ
μk c

（μ － μc）（k － kc）＋…. （9. 1. 2）
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现在将等式（9. 1. 2）同量级的主导项（leading order）挑出.由于系统在临界点附
近，分析中将控制参量μ离临界点μc的距离作为一级微扰项，ε ＝ μ － μc .

左边项：根据图灵分岔的定义σ ／ μ ｜ c ＞ 0可知σ ～ ε；
右边第一项：μ － μc ～ ε；
右边第二项：（μ － μc）2 ～ ε2；
右边第三项：由图8. 2（b）看到，在临界点附近σ -k曲线可以近似为一个抛

物线，所以（k － kc）2 ～ σ ～ ε；
右边第四项：（μ － μc）（k － kc）～ ε3 ／ 2 .
综合以上分析，方程在主量级ε阶上的形式应为

σ（μ，k）＝ σ
μ c
（μ － μc）＋ 12

2σ
k2 c

（k － kc）2 . （9. 1. 3）
式（9. 1. 3）中的第一项是失稳模本身的生长率，第二项为其他模对该模影响的
线性部分.为简单起见，本节只分析条形图纹的NWS方程.设条形图纹的波矢
方向与X轴方向平行，因而临界波矢为kc ＝（kc，0）.现在考虑在失稳圆环内（见
图9. 1）的一个离kc很近的波矢k对kc模生长的影响，k ＝ kc ＋ δk ＝（kc ＋ δkx，
δky）.对于这个波矢，等式（9. 1. 3）右边第二项由关系

k ＝ （kc ＋ δkx）2 ＋ δk2 y

导出.利用泰勒级数展开，得
（k － kc）＝ δkx ＋ δk

2
x ＋ δk

2
y

2kc
－ 18kc

（2δkx (＋ δk2x ＋ δk
2
y

k )
c

2
＋….

（9. 1. 4）
在（9. 1. 4）中哪些是主导量级呢？从图9. 1容易看出，δkx ～ δk2y .另外，如果令
δky ＝0则（k － kc）2 ＝ δk2x ～ ε，因而有δkx ～ ε1 ／ 2，δky ～ ε1 ／ 4 .所以在主导量级ε阶
上，（9. 1. 4）简化为

（k － kc）2 (＝ δkx ＋
δk2y
2k )
c

2
. （9. 1. 5）

波矢δk代表对kc ＝（kc，0）的一个小的扰动.这在实空间上对应为它在X方向
与Y方向上的一个长空间尺度的修正.所以在傅里叶空间中的δkx和δky，与它
们在实空间中的形式有如下对应关系

δkx － i

X
，  δky － i Y

其中在X与Y方向的长空间尺度由δkx 与δky 的尺度决定，X ＝ ε1 ／ 2 x，Y ＝ ε1 ／ 4 y.
因此得到
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（k － kc）2 (＝ δkx ＋
δk2y
2k )
c

2

 (－ 
X
－ i2kc

2

Y )2 2
. （9. 1. 6）

在临界点附近具有临界波数kc的条形斑图的线性增长率由（9. 1. 3）决定，对应
的振幅方程截止到O（ε）为

τ0
A
t
＝ μA ＋ ξ (20 

X
－ i2kc

2

Y )2 2
A － g A 2A， （9. 1. 7）

这就是NWS方程.该方程与式（9. 1. 3）中的符号有如下对应关系：
μσ
μ c
（μ － μc）， ξ20 ＝ － 12

2σ
k2 c

＞ 0.

其中ξ0是系统的相关长度.
方程（9. 1. 7）在X与Y方向有不同的空间尺度，这件事需要作进一步说明.

当系统在初级临界点时，决定斑图产生的动力学方程是各向同性的，也就是说，
系统具有空间旋转不变性.由此看来不应该对系统强分X，Y方向.但图灵失稳
后条形图纹的产生，破坏了这种空间的旋转不变性.由于条形斑图对不同方向
的微扰有不同的响应，X与Y方向的不同空间尺度就划分出来了.也就是说
NWS方程只考虑到空间方向中多重尺度同级的项，而不考虑对称性原则.因而
它的应用范围从严格意义上讲，只限于对波矢在X方向上的条形斑图.在第三
节将推导更一般的包络方程，它具有一般的空间旋转不变性，对正方形、六边形
斑图都适用.

§ 9. 2 条形斑图的失稳

上一节曾说明，NWS方程是在原条形斑图的振幅方程上，加上其他主动模
（kc ＋ δk）对原斑图影响的线性部分而得到的.由于｜ k ｜很小，这在实空间中对应
于一个长波微扰.这种微扰引起的失稳必定对应于长波失稳.现在对NWS方程
的定态解作线性稳定性分析，以推导条形斑图在长波微扰下失稳的条件.

为了方便起见首先将方程（9. 1. 7）的时空尺度作如下尺度变换：

t ＝ τ0 t′， X ＝ ξ0x′， Y ＝ ξ0
2k c
y′， A ＝ A′

 g
.

除去新变量上的撇符号，原方程简化为
A
t
＝ μ (A ＋ 

x
－ i 

2

y )2 2
A － A 2A. （9. 2. 1）

  设在临界点时条状图灵斑图的临界波数为k′c，斑图的振幅为A～ .当控制参
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量μ变化到临界点以后的某个位置μ ＋ δμ时，斑图的临界波数变为kc，振幅为
A.两者的关系为

c ＝ c0 ＋ A
～ eik′c·x ＋ c. c. ＝ c0 ＋ A

～ eiδk·xeikc·x ＋ c. c.，
在研究图灵斑图的二级分岔时，我们将系统在临界点的斑图作为系统的初始状
态，在NWS方程下研究它的发展.因而，首先要得到初始态振幅A～ 的振幅方程.
令A ＝ A～ eiδk·x，方程（9. 2. 1）转化为对A～的偏微分方程：

A～

t
＝（μ － δk2）A～ ＋ 2iδ (k 

x
－ i 

2

y )2 A～

(＋ 
x
－ i 

2

y )2 2
A～ － A～ 2A～ . （9. 2. 2）

容易验证方程（9. 2. 2）有如下均匀定态解：
A～ 0 ＝ μ － δk 2 . （9. 2. 3）

可以看到当控制参量μ离开临界点后，原斑图的振幅开始下降.对此斑图态的
振幅A～加微扰，δA ＝ u ＋ iv，代入方程（9. 2. 2），将其线性化并将方程的实部与虚
部分开，然后利用（9. 2. 3），得到如下（9. 2. 2）对应的线性微扰方程：

u
t (＝ － 2（μ － δk2）＋ 

2

x2
＋ 2δk 

2

y2
－ 

4

y )4 u
(－ 2δk － 2 

2

y )2 
x
v，

v
t (＝ 2δk － 2 

2

y )2 
x (u ＋ 2

x2
＋ 2δk 

2

y2
－ 

4

y )4 v.
（9. 2. 4）

将微扰u，v按下面的正态形式分解：
u ＝ Ues tcos（qxx）cos（qyy）， （9. 2. 5a）
v ＝ Ves tsin（qxx）cos（qyy）， （9. 2. 5b）

得到线性微扰方程（9. 2. 4）对应的特征方程
s ＋ 2（μ － δk2）＋ q2x ＋ 2δkq2y ＋ q4y

qx（2δk ＋ 2q2y）
 

qx（2δk ＋ 2q2y）
s ＋ q2x ＋ 2δkq

2
y ＋ q

4
y

＝ 0.

（9. 2. 6）
由此得到色散关系

s2 ＋ 2（（μ － δk2）＋ q2x ＋ 2δkq2y ＋ q4y）s ＋ （2（μ － δk2）＋ q2x
＋ 2δkq2y ＋ q

4
y）（q2x ＋ 2δkq2y ＋ q4y）－ q2x（2δk ＋ 2q2y）2 ＝ 0.
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（9. 2. 7）
方程（9. 2. 7）有两个实数解
s ± ＝ － ［（μ － δk2）＋ q2x ＋ 2δkq2y ＋ q4y］± （μ － δk2）2 ＋ q2x（2δk ＋ 2q2y）2，

（9. 2. 8）
其中解s －总是负值.由此条形斑图失稳的必要条件是s ＋ ＞ 0.显然，s ＋的值取决
于微扰的方向（qx，qy）.以下分别讨论横向和纵向微扰两种情况下，斑图失稳的
条件.

横向失稳条件 将qy ＝0代入式（9. 2. 7），得
s2 ＋ 2［（μ － δk2）＋ q2x］s ＋ ［2（μ － 3δk2）＋ q2x］q2x ＝ 0.

由于s － ＜ 0，系统失稳的条件可以写成
s － s ＋ ＝ ［2（μ － 3δk2）＋ q2x］q2x ≤ 0.

当｜ δk ｜≥ μ ／ 3时，系统对qx微扰可能失稳.这类失稳被称为爱克豪斯（Eckhaus）
失稳［58］.由于当qx ＝ 0时s ＋ ＝ 0，在这种情况下最危险的微扰模是qx→0的模.
因而当系统的条形斑图失稳时，系统会出现一个qx→0的长波调制，其强度随时
间增加.条形斑图的波长被一个定态的长程调制波压缩与伸长（见图9. 2）.由
于这种调制的结果使系统在局部区域更加偏离初始斑图态（对应于qx 增加），
所以系统经历爱克豪斯失稳后，其长波调制振幅不会饱和.当调制波振幅增长
到一定程度时，如果初始态斑图的波长大于临界波长，系统会在两个条纹之间
波长的伸长位置产生一个新的条纹，以后系统恢复到均匀波长的状态，新的斑
图的波数增加了n.如果初始态斑图的波长小于临界波长，斑图的条纹在波长被
压缩的位置上会减少，以后系统恢复到均匀波长态，新的斑图的波数减少了n.
图9. 2是后一种情况的示意图.这里值得注意的是爱克豪斯失稳不产生新的对
称性破缺.失稳前后系统的唯一变化是斑图波数的增加或减少.

图9. 2 爱克豪斯失稳的示意图

纵向失稳条件 将qx ＝ 0代入（9. 2. 8）式，立即得到s ＋ ＝ － q2y（q2y ＋2δk）.
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即当δk≤ － q2y时系统失稳.这类失稳被称为扭曲失稳.扭曲失稳只有在系统初
始态的波长大于临界波长时才会发生.同样地，由于当qy ＝ 0时s ＋ ＝ 0，扭曲失

图9. 3 扭曲失稳的示意图

稳也是一个长波失稳.与爱克豪斯失稳不同的是，由于扭曲失稳发生后系统的
局部波长会逐渐变小（见图9. 3），扭曲失稳后调制波的振幅会在高阶项的作用
下饱和.相对于原斑图，扭曲失稳导致了新的对称性破缺.失稳发生后系统会出
现如图9. 3所示的扭曲状条形图纹，它的对称性比原斑图为低.需要指出的是
扭曲图纹只有δk很小时才是稳定的，当系统的δk足够大时，稳定的扭曲图纹
不复存在，系统将跃迁至条形斑图态或六边形斑图态.图9. 4给出数值模拟中
观察到的两个例子.从“能量”角度考虑，当δk ＜0时，系统扭曲失稳比较容易发
生.因为扭曲不产生新的条纹.综上所述，条形斑图非平衡相变的相图可以由图
9. 5表示.该图由布斯（Busse）在分析流体中的瑞利-贝纳尔热对流斑图时首先
得出［59］，因此被称为布斯球（Busse balloon）.

图9. 4 数值模拟中观察到的扭曲失稳的两个例子

671 非线性科学与斑图动力学导论



图9. 5 长波失稳的分岔图

在CIMA反应系统中，由于在实验中只关心渐近态行为，对爱克豪斯失稳没
有作过系统的实验观察.而由于扭曲失稳会产生新的渐近态，可以在实验中观
察到.图9. 6就是实验中观察到的扭曲状条形斑图的两个例子.在实验中扭曲
斑图是这样得到的：首先将控制参量选择在条形图纹态（见图8. 9（b））.当条
形图纹形成后，将丙二酸的浓度很小心地下调.由于系统的内在波长随丙二酸
浓度的下降而减小，如果控制参量变化得足够小（对应于δk足够小），扭曲条纹
就会产生.这时控制参量变化前的斑图被看成是初始条件，它的波长略大于系
统在控制参量变化后的内在波长.如果丙二酸的浓度变化过大，取而代之的是
六边形的图纹.根据以上分析得到的理论，扭曲状条形斑图的长波（扭曲）波数
（对应于δk）应正比于丙二酸的变化量.这种关系在实验中还没有得到定量的
验证.

图9. 6 实验中观察到的扭曲斑图
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与长波失稳相关的另一类条形斑图的失稳是交叉失稳（cross-over instability）.
当一个波数不等于临界波数（k≠kc）的条形斑图受到一个波数为临界波数但波
矢方向与原斑图不同的条形图纹微扰时，微扰的条纹可能长大，同时原斑图可
能消失.描述交叉失稳的振幅方程为

A1
t
＝ （μ － δk2）A1 － （ A1 2 ＋ γ A2

2）A1 ＋ 
2A1
x2
， （9. 2. 9a）

A2
t
＝ μA2 － （ A2 2 ＋ γ A1

2）A2， （9. 2. 9b）
这里A1，A2分别为原斑图与微扰斑图的振幅.注意对于原斑图A1波矢在Y方向
上没有分量，因而所有 ／ y项为0；对于微扰斑图A2，由于它的波数为kc，方程
中所有微分项都为0.初始时A1，A2分别为

A1 ＝ μ － δk 2， A2 ＝ 0. （9. 2. 10）
对A2进行微扰：A2 ＝ δA2，代入（9. 2. 9）式并利用（9. 2. 9）式，得线性微扰方程

δA2
t
＝ ［μ － γ（μ － δk2）］δA2 . （9. 2. 11）

显然，当δk2≥μ（γ －1）／ γ时微扰被放大，交叉失稳产生.如果γ ＜1，条形图纹总
是不稳定的，实际上它将跃迁至正方形斑图.这种情况在§ 8. 3中讨论过.图9. 7
是数值模拟中观察到的交叉失稳现象.

图9. 7 数值模拟中观察到的交叉失稳现象
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§ 9. 3 具有旋转对称的包络方程

本章第一节曾说明，NWS方程只考虑多重尺度分析中同级的项，不考虑对
称性原则.因而它的应用范围原则上只对波矢指向X方向上的条形斑图适用.
也就是说NWS方程是一个准一维模型.在二维系统中，对于诸如正方形、六边
形斑图，由于系统的主导方向不止一个，用NWS方程就不能得出一般性结论.
问题存在的根本原因在于，一般情况下同级的微扰项不满足空间旋转对称.为
弥补NWS方程这一缺陷，必须对原方程进行适当的补充.解决的办法是放弃多
重尺度分析中只取同级项的分析方法，将一些高级微扰项加入包络方程，使之
满足空间旋转不变性.此方法是作者与美国休斯顿大学的合作者共同完成
的［60］，文章发表后引起一些争论.争论的焦点是，任意地将某些高阶微扰项加
入包络方程是否合理？作者认为选择何种形式截断高阶微扰项应该具体情况
具体分析.对于存在点缺陷和粒状边界的二维斑图，保持包络方程的对称性比
保证方程的各项为同一量级更为重要.本节首先从对称性角度推导具有旋转对
称的包络方程的一般形式，然后对一个简单的动力学系统做多重尺度微扰分
析，推导出具有空间旋转对称的包络方程.读者将可以看到上两节的分析与本
节的分析两者之间的相同与不同点.

从对NWS方程的推导知道，包络方程是由描述临界点对应的振幅方程
（8. 3. 12）加上一个合适的线性空间微分算符组成的.容易证明振幅方程（8. 3. 12）
满足空间旋转不变性.也就是说，如果U0 ＝ A1exp（ik1·r）＋ c. c.是方程（8. 3. 12）
的一个解，则与X轴有夹角的另一个条形斑图Uθ ＝ A1exp（ik1（θ）·r）＋ c. c.也是
这个方程的一个解.这里k1（θ）＝（｜ k1 ｜ sinθ）i ＋（｜ k1 ｜ cosθ）j.这意味着振幅方程
的解A1与斑图的取向（夹角θ）无关.具有旋转对称的包络方程应满足在旋转变
换A1→A1exp（iΔk1·r）下方程不变.这里

Δk1 ＝ k1（θ）－ k1 ＝ （k0 sinθ）i － k0（1 － cosθ）j.
也就是说，如果要在方程（8. 3. 12）加上一个合适的线性空间微分算符，方程的
微分算符Ξ必须保证Ξ1exp（iΔk1·r）＝0.容易证明算符

Ξ1 (＝ k^1·Δ

－ i2k0

Δ)2 （9. 3. 1）
是满足这个条件的最简单的形式，这里k^1 ＝ k1 ／ ｜ k1 ｜是斑图的波矢取向.于是对
应于振幅方程（8. 3. 12），满足旋转对称的包络方程应有以下形式：
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τ0
A1
t
＝ μA1 ＋ hA

－
2A
－
3 － ［g1 A1 2 ＋ g2（ A2 2 ＋ A3

2）］A1
＋ ξ20Ξ

2
1A1， （9. 3. 2a）

τ0
A2
t
＝ μA2 ＋ hA

－
1A
－
3 － ［g1 A2 2 ＋ g2（ A1 2 ＋ A3

2）］A2
＋ ξ20Ξ

2
2A2， （9. 3. 2b）

τ0
A3
t
＝ μA3 ＋ hA

－
1A
－
2 － ［g1 A3 2 ＋ g2（ A1 2 ＋ A2

2）］A3
＋ ξ20Ξ

2
3A3， （9. 3. 2c）

以上是通过对称性分析得到的包络方程.下面对一个具体系统作多重尺度微扰
分析，推导出以上方程的具体形式.为了简单起见选取斯威福特-豪痕博格
（Swift-Hohenberg）方程［61］进行分析.该方程是在分析流体的热对流现象时得到
的，其形式为

U
t
＝ ［ε2 － （1 ＋ Δ2）2］U － γU3 ＋ εβU Δ2U. （9. 3. 3）

方程中，U代表速度场，β，γ，ε为控制参量，其中ε《1.首先定义慢时空变量X
＝ εx，Y ＝ εy，T ＝ ε2 t.与NWS方法不同的是，这里对X方向与Y方向的大尺度
变量作一样的尺度变换.根据规则，将空间与时间的微分写为

Δ

→

Δ

0 ＋ ε

Δ

1，  
t → ε

2 
T
，

这里

Δ

0 ＝ i

x
＋ j 
y

只作用于小尺度变量函数exp（ik·r），

Δ

1 ＝ i

X
＋ j 
Y

只作用于大尺度变量的包络方程振幅A.
首先将算符（1 ＋ Δ2）2按ε的幂级数分解：

（1 ＋ Δ2）2 ＝ L0 ＋ εL1 ＋ ε2L2 ＋ ε3L3 ＋ ε4L4， （9. 3. 4）
其中：

L0 ＝ （1 ＋ Δ2
0）2， L1 ＝ 4（1 ＋ Δ2

0）（ Δ

0·Δ

1），
L2 ＝ 2（1 ＋ Δ2

0） Δ2
1 ＋ 4（ Δ

0·Δ

1）2，
L3 ＝ 4

Δ2
1（ Δ

0·Δ

1）， L4 ＝ Δ4
1 .
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再将变量U按ε的幂级数展开：
U ＝ εw1 ＋ ε

2w2 ＋ ε
3w3 ＋…， （9. 3. 5）

得到非线性项的幂级数形式：
U3 ＝ ε3w31 ＋ 3ε

4w21w2 ＋ 3ε
5（w21w3 ＋ w1w22）＋ O（ε6）， （9. 3. 6）

U

Δ2U ＝ ε2w1

Δ2
0w1 ＋ ε

3［w2 Δ2
0w1 ＋ 2w1（ Δ

0·Δ

1）w1
＋ w1

Δ2
0w2］＋ ε4［ Δ2

0（w1w3）＋ 2 Δ

0·Δ

1（w1w2）
＋ w2

Δ2
0w2 ＋ w1

Δ2
1w1］＋ O（ε5）. （9. 3. 7）

将（9. 3. 4），（9. 3. 5），（9. 3. 6）与（9. 3. 7）式代入（9. 3. 3）式，按ε的幂级数展
开.对于ε1级，方程为L0w1 ＝ 0.解得

w1 ＝ A11e
ik·r ＋ c. c. （9. 3. 8）

对于ε2级，方程为L0w2 ＋ L1w1 ＝ 0.由于L1w1 ＝ 0，方程的解为
w2 ＝ A21e

ik·r ＋ c. c. （9. 3. 9）
对于ε3级，方程为

L0w3 ＝ －

T
w1 － L2w1 － L1w2 － γw

3
1 ＋ βw1

Δ2
0w1 .

根据弗来得霍姆可解性条件，该方程有解的条件为方程右边的项与L ＋的零特
征向量垂直.这个条件将导致对A11的动力学方程

A11
T
＝ A11 ＋ 4（k·Δ

1）2A11 － 3γ A11 2A11 . （9. 3. 10）
可以验证算符（k·Δ

1）2不满足空间旋转不变.为了导出满足旋转对称的包络
方程，需要加入高阶微扰项. ε3级的方程有如下形式的解：

w3 ＝ A30 ＋ A31e
ik·r ＋ A32e

i2k·r ＋ A33e
i3k·r ＋ c. c. （9. 3. 11）

其中
A30 ＝ － β A11

2， A32 ＝ － 19 βA
2
11， A33 ＝ － 164γA

2
11 .

在ε4与ε5级的方程上应用弗来得霍姆可解性条件，可以分别得到关于A21与
A31的动力学方程：

A21
t
＝ A21 ＋ 4（k·Δ

1）2A21 － 4i（k·Δ

1） Δ2
1A11

－ 3γ（A211A－21 ＋ 2 A11 2A21）， （9. 3. 12）
A31
t
＝ A31 ＋ 4（k·Δ

1）2A31 － 4i（k·Δ

1） Δ2
1A21 － 3γ（A211A－31
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＋ 2 A11
2A31 ＋ A11 A31

2 ＋ 2A11 A21
2 ＋ A－11A

2
21）

－

Δ4
1A11 －

14
9 β

2 ｜ A11 ｜
2A11 . （9. 3. 13）

这样斑图基本模exp（ik·r）的振幅为
A1 ＝ εA11 ＋ ε

2A21 ＋ ε
3A31 ＋…. （9. 3. 14）

将（9. 3. 10），（9. 3. 12），（9. 3. 13）式合并，利用（9. 3. 14）式，将时空尺度转换回
来：x→ε － 1X，t→ε － 2T，并在（9. 3. 12），（9. 3. 13）式中只选择那些能使方程满足
空间旋转不变的项，得到A1的包络方程在O（ε3）下的形式

A1
t
＝ ε2A1 ＋ 4k

2
0Ξ

2A1 － 3γ －
14
9 β

2ε( )2 ｜ A1 ｜ 2A1 . （9. 3. 15）
其中Ξ是式（9. 3. 1）定义的算符.显然（9. 3. 15）式满足旋转对称.注意到（9. 3.
10）中的空间微分算符实际上是（9. 3. 15）式空间微分算符的低级近似.因此如
果想用一级近似推导斑图的包络方程，同时要求方程满足旋转对称，可以把高
阶近似中才出现的一部分微分项搬来，从而使（9. 3. 10）中的（k·Δ2）A1 项变
为k20Ξ2A1 .这样从对称性分析中得到的方程就与从多重尺度分析中得到的方程
一致.

§ 9. 4 菱形斑图

由于当系统离开临界点后稳定模在波矢空间中变为一个环状波带，空间共
振关系k1 ＋ k2 ＋ k3 ＝ 0就不只限于六边形斑图的情况，稍微区别于六边形的菱
形图纹也可能存在.这种菱形斑图可以通过将六边形的一条对称轴拉长或压缩
一点而得到.在下面的分析中，假定六边形的一条对称轴在Y轴上，将X轴作一
个拉长变换（见图9. 8）：

图9. 8 菱形斑图的空间共振关系
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（x，y）→（（1 ＋ δ－）－1x，y）. （9. 4. 1）
这种方式形成的斑图可以表示为

UR（r，t）＝ ∑
3

n ＝ 1
ane

ikn·（S －1r）， （9. 4. 2）
这里

k1·（S －1r）＝ k1·r，

k2·（S －1r）＝ k2·r ＋ 32 δ
－x，

k3·（S －1r）＝ k3·r － 32 δ
－x.

在以六边形为基的表示中，有
A1 ＝ a1， A2 ＝ a2eiδx， A3 ＝ a3e － iδx，

这里δ  ＝ 3 δ－ ／ 2.将此关系代入方程组（9. 3. 2）（注意该方程组是以六边形斑图
为基的包络方程），求该方程组的定态解，得代数方程

μa1 ＋ ha
2
2 － （g1a21 ＋ 2g2a22）a1 ＝ 0， （9. 4. 3a）

μ － ξ (20 32 δ ＋ δ
2

2k )
0

2
＋ ha1 － （g1 ＋ g2）a22 － g2a21 ＝ 0. （9. 4. 3b）

由于对称关系，a2 ＝ a3 .为了了解方程（9. 3. 3）的解的稳定性，要将它的定态解
（a1，a2，a3）加上微扰（δa1，δa2，δa3），并代入（9. 3. 2）中作线性稳定性分析.这
个过程比较繁琐，这里不详细列出.图9. 9（a）给出由线性稳定性分析得到的菱
形斑图的相图.图中偏离角（Δθ）是指对120°角的偏离角度.当系统控制参量μ
逐渐增大时，在临界点μ ＝ 0系统只出现六边形斑图（Δθ ＝ 0）.越过临界点，所
有在图9. 9（a）心形区内所得的斑图（包括六边形斑图在内）都是稳定的.继续
增大控制参量系统由六边形或菱形斑图跃迁至条形斑图.条形斑图区与六边
形／菱形斑图区有一定程度的重叠，在图中没有表示出.

图9. 9 菱形斑图的相图
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在CIMA反应实验中人们曾系统地研究了菱形斑图的形成.图9. 10给出了
实验中观察到的菱形斑图的两个例子.其中一个的夹角是66°，见图之（a），
（c），另一个是57°，见图之（b），（d）.在实验中，区分菱形斑图的最方便的方法
是对斑图做二维空间傅里叶变换.在傅里叶空间，对于规则的六边形图纹，斑图
能谱的角度分布是波数相等的六个等强度的峰，相邻峰之间相差60°角；对于条
形图纹，斑图能谱的角度分布是波数相等的两个等强度的峰，相邻峰之间相差
180°角；而对于菱形图纹，斑图的能谱的角度分布是三对峰，其中一对峰的波数
和强度都是与另两对峰不同，相邻峰之间的相差角度也不是60°.图9. 10（e），
（f）分别是图（c），（d）的能谱角度分布图.

图9. 10 实验中观察到的菱形斑图

581第九章 图灵斑图的二级分岔



在实验中，菱形斑图的获得需要将系统从均匀态忽然变化至离开临界点的
某个控制参量点.如果将控制参量足够缓慢地从均匀态向失稳方向移动，就只
能得到六边形图纹.离开临界点后六边形图纹会保持下去，因为它仍然是一个
稳定态.也就是说系统会被锁定在六边形斑图上.当控制参量突然跳至六边形／
菱形斑图区时，系统的不同区域会同时产生不同的斑图，如图9. 10（a），（b）所
示.每一个区域都包含相当规则的菱形图纹，它们的特征角度各不相同，包括特
征角为60°的六边形图纹.

菱形斑图只有在它的特征角为60°左右的一个区域内才是稳定的.在实验
中，可以选各种特征角不同的菱形斑图作为系统的初始态，来研究它的稳定性.
具体做法是，以带有菱形斑图的强光照射系统，因为CIMA反应有光敏性，这个
菱形斑图就被“印”在系统上了.在实验中“印”上的菱形斑图的角度变化为45°
到75°，波长被小心地控制在系统的特征波长上.初始条件为六边形斑图态总是
稳定的，特征角在一定范围内的菱形斑图也是稳定的.但如果特征角超过了这
个范围，菱形斑图就变得不稳定.图9. 11是实验中观察到的不稳定菱形斑图随
时间的演化过程.

图9. 11 实验中观察到的菱形斑图失稳

图9. 9（a）的理论预测在实验中也得到了定性的符合.由于在一定范围内
各种不同特征角的菱形斑图可以共存，在实验中只能用特征角的均方差作为一
个度量来构造类似于图9. 9（a）的相变图.具体做法是先找出所有斑图点的中
心位置，再将相邻的斑图点用线连接并计算连线之间的角度.图9. 9（b）给出特
征角均方差偏离60°角的大小随丙二酸浓度的变化，它与图9. 9（a）的理论计算
定性吻合.

需要指出的是虽然菱形斑图的出现对应于一个对称破缺（系统由D6 群变
为D2群），但它的出现不应该算做一个非平衡相变.原因是与它对应的六边形
斑图也还是稳定的.而且可以证明它比菱形图纹更稳定.也就是说，菱形斑图的
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出现不伴随任何一个旧态的失稳.我们知道任何一个相变，不论是非平衡相变
还是平衡相变，都伴随着系统内某种对称性的改变.但系统内的一种对称性改
变不一定伴随着系统的一个相变.菱形斑图的出现就是一个例子.

§ 9. 5 图灵斑图的研究方向

从目前情况看，图灵斑图在初级分岔点附近的动力学行为已被人们比较清
楚地了解，实验结果与理论有定性的吻合.当系统在初级图灵分岔点附近时，由
于系统对图纹波长的选择是单一的，或只是一条较窄的波带，图纹花样的自组
织受图形选择规律，即空间共振规律的约束，只局限于几种简单的晶态上，如六
边形，条形，四方形，特征角不远离60°的菱形斑图等.图灵斑图的失稳也只有爱
克豪斯失稳、扭曲失稳及交叉失稳等几种简单的现象.当系统远离分岔点时，系
统有可能出现更多的再分岔，从而产生不同波长组成的为数众多的复合晶态斑
图，甚至出现准晶态.图9. 12（a）就是在实验中观察到的一类复合晶态的斑图，
称为黑眼斑图（black-eye pattern）［62］.从二维傅里叶变换（见图9. 12（b））中可
以明显看出，黑眼斑图中的黑眼是由于原六边形斑图的三个模k1，k2，k3的线性
组合k1 － k2，k2 － k3，k3 － k1 形成的.一种猜测是，当这组新模被包括进不稳定
波矢区时，由于出现新的空间共振关系，系统选择了黑眼斑图.但是这种理论解
释现在还没有实验方面的进一步证据.另一个可能的解释是系统变为具有三维
结构的体心立方斑图.从一个特定的角度观察，体心立方斑图的二维投影也会
表现出图9. 12（a）所示的黑眼斑图.最近我们的实验否定了第二种理论解释，
但也没有足够证据支持第一种解释.

图9. 12 实验中观察到的黑眼斑图

781第九章 图灵斑图的二级分岔



另一个具有吸引力的目标是在反应扩散系统中寻找准晶结构.准晶态是由
两组波数不同的模所组成的.怎样在实验中制造准晶态并研究它的稳定性，是
一个很有趣的问题.图9. 13（a）是数值模拟中观察到的一个10重旋转对称的准
晶态.所研究的模型系统是双变量耦合的斯威福特-豪痕博格方程［63］.这个二维
准晶态是由10对波矢组成的：5对短波矢ki（ki ＝ k），5对长波矢qi（｜qi ｜ ＝ q）.
相邻ki之间与相邻qi之间的夹角都是36°，ki与qi同方向.它们在傅里叶空间
的关系如图9. 13（b）所示.为了满足共振关系，k与q的比值必须一定.不难看
出当k ／ q ＝2sin（π ／ 10）时，波矢之间满足共振关系

qi ＝ qi ＋1 － ki ＋3， qi ＝ ki ＋1 － ki ＋4 . （9. 5. 1）

图9. 13 数值模拟中观察到的准晶斑图

对应的振幅方程很容易由对称性原则导出：
 
dAi
dt ＝ μ1Ai ＋ a（Ai ＋1B

－
i ＋3 ＋ A

－
i ＋4Bi ＋2）＋ 2bBi＋1B－i＋4

－ 3αAi［ Ai 2 ＋ 2（ Ai ＋1 2 ＋ Ai ＋2
2 ＋ Ai ＋3

2 ＋ Ai ＋4
2）］，
（9. 5. 2a）

dBi
dt ＝ μ2Bi ＋ c（Bi ＋3A

－
i ＋4 ＋ Bi ＋2A

－
i ＋1）＋ 2dAi ＋2A－i ＋3

－ 3αBi［Bi 2 ＋ 2（Bi ＋1 2 ＋ Bi ＋2
2 ＋ Bi ＋3

2 ＋ Bi ＋4
2）］.
（9. 5. 2b）

其中Ai是波数为qi的模的振幅；Bi 是波数为ki 的模的振幅.准晶态在晶体结
构中比较容易制造.关键是选择两种尺度符合空间共振关系的物质.在反应扩
散系统的实验中，制造准晶的难点是怎样在系统图灵失稳时压制六边形图纹与
条形图纹的产生.这在反应扩散系统中很不容易实现.迄今人们还没有想出好
的办法.
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另一个引人注目而没有满意的理论解释的问题，是怎样描写系统中自然形
成的缺陷与粒状边界.当图灵分岔出现时，系统内所有区域内同时生长出图灵
斑图.由于系统的旋转对称，不同区域产生的斑图具有不同的取向，因而在交界
处会出现粒状边界和点缺陷.实验中观察到这些点缺陷与粒状边界并不是定态
的，而是以一个极缓慢的速度游走.游走的规律因为时间尺度太大现在还没有
作系统的观察.从理论上讲这是缺陷动力学问题.这个理论的发展将对其他学
科，如材料学有很大影响.实验中曾系统地观察到因有缺陷而引起的时空无序
态.图9. 14显示了这个无序态.由于“混沌”一词在非线性动力学中有明确的含
义，这类斑图被称为化学湍流.化学湍流态的出现是由于六边形或条形斑图失
稳引起的.当系统远离图灵分岔时，在一定条件下，系统中的点缺陷数目随控制
参量忽然大幅度增加，这些缺陷迅速破坏原有的有序结构，产生出如图9. 14所
示的化学湍流态.湍流态是由许多小的斑点与条纹不规则地混在一起组成的.
它们随时间变化的速率比有序结构中的缺陷快10倍左右.在实验中曾对这类
时空无序态的产生与动力学行为做过系统的实验观察［50］，证明它是一类缺陷
引起的湍流（defect-mediate-turbulence）.但由于缺乏相应的理论指导，这项工作
还没有确定的结果.

图9. 14 实验中观察到的化学湍流斑图

最后讨论一下图灵-霍普夫分岔交叉时发生的切空间（co-dimension）上系统
的行为.在第八章曾经介绍过，利用调节活化子与阻滞子的扩散系数比值，即在
实验中调节淀粉的浓度，可以把系统定在图灵分岔与霍普夫分岔的交叉点附近
的位置.在这种情况下，图灵分岔出现的空间振荡模与霍普夫分岔出现的时间
振荡模都是主动模，描述此类行为的振幅方程是两个模的耦合.在一级微扰近
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似下振幅方程由如下形式：
T
t
＝ μTT － g T 2T － λ H 2T ＋ DT

Δ2T， （9. 5. 3a）
H
t
＝ μHH － （β′ ＋ iβ″）H 2H － （δ′ ＋ iδ″） T 2H

＋ （D′H ＋ iD″H） Δ2H. （9. 5. 3b）
这里T是图灵分岔产生的模的振幅，H是霍普夫分岔产生的模的振幅.注意在
霍普夫分岔时系统不满足r→ － r对称.因此方程的系数一般是复数.理论与数
值模拟显示在图灵-霍普夫切空间上，系统会出现非常丰富的动力学行为，包括
时空混沌.图9. 15是其中一个有序结构.可以看到螺旋波与六边形斑图共存的
现象.这类现象的实验观察由于临界慢化的出现比较困难，有时测量一个点的
渐近行为需要几十小时.目前为止只有法国波尔多小组做过有限的系统
观察［64］.

图9. 15 实验中观察到的螺旋波与六边形斑图共存的现象

总之，未来图灵斑图动力学的研究重点将集中于高级分岔点的动力学行
为，其中包括不同波长和谐波的斑图空间共振对系统图纹选择的影响，准晶态
的寻找，图灵-霍普夫切空间附近时空混沌的可能性，化学湍流产生的动力学机
制，等等.在这些课题中，理论科学家对某些现象已有一些推测，实验中也发现
了某些相关的斑图.但深入系统的实验研究还没有真正展开.这些实验无疑会
对斑图动力学的发展有举足轻重的影响.
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第十章 螺旋波斑图

第八章中讨论的图灵斑图的形成，代表了一类由系统局部失稳引发的斑图
形成机制.这类机制起源于系统在相空间中一个空间均匀定态的失稳.对应的
非平衡相变可以通过对方程均匀定态解的微扰分析得到.结论具有很大的普适
性.在斑图动力学的研究中，我们还会遇到另一类斑图形成的机制.这类斑图起
源于系统的全局失稳.对于这一类斑图形成机制，系统在相空间中的空间均匀
定态解是稳定的.但由于系统的某些特殊性质，它在一些情况下会自组织形成
各类时空斑图.由于不同系统的动力学特征不同，一般来讲很难找到它们之间
的共同特征.但是反应扩散系统中的一个典型类型———可激发系统是一个特殊
情况.本章通过分析可激发系统中螺旋波的形成，介绍可激发系统的斑图动力
学共性.首先介绍什么是动力系统的可激发性，并对螺旋波的产生做一个定性
的描述.接下两节分析可激发系统的反应扩散方程，目的是推导出决定螺旋波
动力学行为的两个重要关系，色散关系与本构关系.最后介绍在反应扩散系统
中对螺旋波的实验研究，并将实验中得到的标度率与理论预测比较.

§ 10. 1 螺旋波的产生

在诸多非线性系统的斑图花纹形成中，螺旋波动力学的研究一直是最为非
线性科学家关注的课题之一.原因首先在于它们的普遍存在性.从流体中的瑞
利-贝纳尔对流，到液晶中的伊辛-布洛赫（Ising-Bloch）相变，从反应扩散系统中
的化学波，到黏性霉菌的自组织，从心脏中的心电信号，到卵细胞中钙离子波都
可以看见它的踪迹.图7. 1 （e），（f）分别表示了黏性霉菌系统的螺旋波自组织
斑图与卵细胞中钙离子波的螺旋波斑图.最近的理论与实验研究表明，螺旋波
的动力学行为存在跨系统的普适性规律.研究和掌握这些规律具有很大的潜在
应用价值.例如，生理学的实验表明，在心脏病人中观察到的一类心律不齐或心
动过速现象，可能是由于心肌电信号出现螺旋波而引起的.而心颤至死的过程
与螺旋心肌电波的失稳有密切关系.怎样把心脏中的螺旋波电信号消除，是当
前心脏病学研究的热点之一.它的最后解决有待于非线性科学界对螺旋波规律



的彻底了解.非线性科学家关心螺旋波现象的另外一个重要原因，是组成螺旋
波的动力学中心是一个时空点拓扑缺陷.从数学角度看它是一个奇点，而在奇
点附近的足够小区域内反应扩散方程不再适用.怎样处理此类时空缺陷问题，
一直是非线性科学家的研究课题，但迄今为止还没有找到解决此类问题的有效
办法.在不远的将来，了解这类现象的主要途径还是要依靠物理实验及数值模
拟.由于数值模拟受计算机容量与速度的限制不可能研究大尺度、长时间的二
维时空动力学行为，物理实验还是研究螺旋波行为的主要手段.

反应扩散系统是螺旋波得以产生的最简单的系统之一.其中BZ反应是最
早发现螺旋波现象的反应系统.虽然对BZ反应中的螺旋波的研究起始于20世
纪70年代初，但迄今为止大多数工作都只局限于封闭系统，此类实验结果只可
能对螺旋波作定性描述，而对其渐近行为及相变规律的了解与掌握没有实质性
的帮助.在二维开放系统中对螺旋波的渐近行为与相变的实验研究始于20世
纪80年代末到90年代初，作者在这个领域里做了许多工作，得到了一些重要
的试验结果.这些结果很好地验证了一些螺旋波动力学理论的预测，并进一步
推动了此领域的理论发展.

螺旋波在反应扩散系统中按其形式可分为两类，可激发系统中的螺旋波与
时序振荡系统中的螺旋波.从表面上看，前者的特点是系统中除螺旋波中心外
每个空间点都作弛豫型振荡，而后者作正弦振荡.从本质上讲，两者的起因截然
不同.前者形成于系统的全局失稳，后者形成于系统的局部失稳；前者属于可激
发波（trigger wave），后者是相波（phase wave）；前者的波速受系统内反应物的扩
散系数的限制，后者从原则上讲波速可以从零到无穷大.在BZ反应系统中，应
用不同的控制参量，这两种形式的螺旋波都能够被观察到.

首先解释一下可激发反应系统.最简单的可激发系统可以用一个双变量反
应扩散方程描述，其形式为

u
t
＝ 1
ε
f（u，v）＋ Du Δ2u， （10. 1. 1a）

v
t
＝ g（u，v）＋ Dv Δ2v. （10. 1. 1b）

其中u，v为系统变量，ε为一个远小于1的量，等式右边第一项为反应动力学
项，第二项为扩散项.与§ 8. 2式（8. 2. 1）相比，方程（10. 1. 1a）中多了一个小量
ε，它的存在是使变量u，v的动力学行为有了不同的时间尺度. BZ反应的动力
学模型（3. 2. 5）属于这种形式.式（3. 2. 5）的动力学函数在（u，v）坐标上的图形
由图10. 1给出. f（u，v）＝0的曲线形状类似于一个倒N形，也就是说，给定一个
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图10. 1 可激发系统在相空间的动力学行为

v值，在一定区域内u可能有三个不同的定态值，这种情况是系统可激发的一个
必要条件.图10. 1表明系统有一个唯一的均匀定态解（点P）.对这个定态解做
线性稳定性分析，可以证明它是渐近稳定的.也就是说当系统受到一个小的扰
动时，它会迅速回到它的均匀定态.但是由于f（u，v）函数的特殊性质，以及变量
之间的动力学时间尺度有很大差别，系统对大的扰动是不稳定的.如图10. 1所
示，当扰动超过一定阈值，对应于v ＜ vmin时，由于变量u的动力学时间尺度远小
于变量v的动力学时间尺度，系统首先会被很快地激发到远离定态解的区域，
对应于f（u，v）＝0曲线的另一个分支，然后慢慢沿f（u，v）＝ 0曲线运动到v ＝
vmax的位置，再很快地跃迁至f（u，v）＝0曲线的稳定分支，最后弛豫到初始位置，
其路径如图10. 1中虚线所示.这就是可激发系统.需要说明的是，系统可激发
性的一个重要量度是ε值的大小.只有在ε值足够小时，系统才是可激发的，否
则系统的稳定点将是一个稳定焦点，没有可激发性.

一个空间均匀分布的、由可激发单元所组成的反应扩散系统可能出现行
波.设想如果在空间上的某一个局限区域内系统被激发到临界值以上，反应物
u的自催化效应使其本身的浓度在激发区猛然增加，从而使该区域与和它相邻
的区域之间产生一个很大的浓度梯度.由于扩散效应，反应物u将会扩散到与
原激发区相邻的区域，并将它们拖向临界值以上，使得它们也被激发，这就形成
了一个化学波锋.在波锋的背后激发区会逐渐弛豫到激发前的状态.从整体上
观察，系统表现为一个孤立波从激发源向外移动.如果激发源处的激发是周期
性的，系统表现为一连串的行波.行波的速度取决于激发强度与扩散速度.由于
系统的可激发性是由于变量u的自催化效应引起的，而变量u与v的相互作用
使得系统恢复到原来状态，人们称u为触发变量（trigger variable），v为恢复变量
（recovery variable）.不同可激发系统中的触发变量与恢复变量各不相同.在BZ
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反应中，触发变量是次溴酸浓度，恢复变量是催化剂的还原态浓度.在另外一些
系统，如神经肌肉组织（心肌）中电信号的传波，触发变量是膜电动势，恢复变量
是离子传导率；在黏性霉菌自组织形成的行波中，触发变量是cAMP，恢复变量
是膜感受器.在宏观世界里，流行病的传播也是行波形式.这时触发变量是病
原，恢复变量是免疫力.在宇观世界里，螺旋状星系也可以看成是一种行波的自
组织现象.在这个过程中触发变量是分子云密度，恢复变量是分子云温度.

在二维系统中如果激发源是一个点，系统会形成一个环状化学波向外扩张.
如果这个点激发源是周期性的，则可能观察到环状系列行波，或叫靶波（target
wave）.如果激发源是一条线，系统会形成一个平行线状波.波的行进方向与线
的方向垂直.那么螺旋波是怎样产生的呢？作这样一个假想实验：首先制造一
个线状波，然后将线波从中间切断并抹掉一小段，也就是说在线波上造两个端
点.现在考察这时行波的动力学行为.如图10. 2所示，在远离端点的区域，线波
波锋的邻近点受左右两个方向上扩散而来的触发变量的影响，比较容易受激
发，因而波速较高；而在端点区域，线波波锋的邻近点只受到来自一个方向上的
触发变量的激发，激发强度相对弱小，因而波速较慢.这样，从总体上看，当线波
向前移动时，端点的相对位置会有一个滞后.这个滞后使得线波在端点附近弯
曲，线波的局部运动方向发生变化（见图10. 2）.由于这种端点效应总是存在，
随着时间的增长，线状波会逐渐转变为螺旋波，图10. 2表示了这个动力学过
程.在这里有两点需要进一步说明.第一，螺旋波与靶波不同，它不需要一个周
期性的激发源，因而它是自持续的；第二，螺旋波的组织中心是一个点缺陷，系
统所有的动力学行为都受这个点缺陷行为的左右.怎样描述这个点缺陷的动力
学行为是非线性科学中的一个难题.另外，在一个系统中制造一个缺陷比较容
易，但是系统中一旦产生了缺陷就很难将之消除.研究螺旋波动力学规律的一
个重要目的，就是要寻找消除螺旋波组织中心（点缺陷）的有效途径，这对心脏
病研究将会产生重要影响.

图10. 2 可激发系统中螺旋波的产生

在一些情况下，螺旋波也可以在振荡系统中观察到.振荡系统中行波的起
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因是周期振荡的时空相位差，因此在振荡系统中的行波又称相波.在霍普夫分
岔附近，一个反应扩散系统的化学振荡可以用如下公式描述：

c ＝ c0 ＋ A（r，T）ei（ωct ＋0） ＋ c. c. （10. 1. 2）
其中T是描写振荡振幅A的慢变量，0是相位角.该系统应满足空间平移对称.
利用第八章所述的对称性分析方法，并注意到式（10. 1. 2）可能描写的是一个行
波，振幅方程只满足空间平移对称，而不满足镜像对称.这样，与图灵分岔的振
幅方程比较，霍普夫分岔的振幅方程右边的系数一般是复数.经过无量纲标度
变换，霍普夫分岔附近的振幅方程有以下形式：

A
T
＝ A ＋ （1 ＋ iβ） Δ2A － （1 ＋ iγ） A 2A. （10. 1. 3）

该方程被称为金兹堡-朗道（Ginzburg-Landau）方程.容易验证此方程存在平面
波解：

A ＝ Fei（q·r －ωT）， （10. 1. 4）
其中F2 ＝ 1 － q2，ω ＝ γ ＋（β － γ）q2 .如果在平面波上引入一个点缺陷，平面波会
转化为螺旋波，道理与可激发系统中的螺旋波类似，只是缺陷点附近波速减慢
的原因是由于相扩散引起的.

§ 10. 2 色散关系

这一节将以BZ反应模型（3. 2. 2）为例分析可激发系统中行波的动力学规
律，主要目的是介绍决定行波行为的色散关系（dispersion relation），即行波波速
与激发周期之间的关系.在BZ反应动力学方程式（3. 2. 2）的右端加入扩散项，
重新对时间与变量进行无量纲化处理，得如下形式的反应扩散方程：

ε ut
＝ f（u，v）＋ ε 1k5BDu

Δ2u，
v
t
＝ g（u，v）＋ 1k5BDv

Δ2v.

这里u与v分别对应于方程（3. 2. 5）中的变量x与z，
f（u，v）＝ u － u2 － f^ v u － qu ＋ q， g（u，v）＝ u － v.

对空间自变量做如下标度变换：
x^ (＝ k5B

k3AD )
u

x， δ ＝ DuDv，
去掉空间坐标变量x^上的帽子，得到无量纲的方程
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ε ut
＝ f（u，v）＋ ε2 Δ2u， （10. 2. 1a）

v
t
＝ g（u，v）＋ εδ Δ2v. （10. 2. 1b）

在上一节的定性分析中，我们知道以上方程可能支持行波.现在在一维空间中，
寻找方程（10. 2. 1）的行波解.令u（x，t）＝ u（z），v（x，t）＝ v（z），z ＝ x － ct.这里
c是常数，对应于系统行波的波速.在这个移动坐标系中，方程（10. 2. 1）变为如
下常微分特征方程形式：

ε2 d
2u
dz2
＋ εc dudz ＋ f（u，v）＝ 0， （10. 2. 2a）

ε δ d
2v
dz2
＋ c dvdz ＋ g（u，v）＝ 0. （10. 2. 2b）

行波的波速c是此特征常微分方程的特征值.现在寻求此方程的一级近似解.
首先令ε ＝0，方程（10. 2. 2a）变为f（u，v）＝ 0.由图10. 1知，对于vmin≤v≤vmax，f
（u，v）＝ 0有两个稳定解u ＝ h ±（v），这里设h ＋（v）＞ h －（v）（第三个解介于
h ＋（v）与h －（v）之间，它是不稳定的，所以不予考虑）.现在假定系统处在这样的
一种状态：在z ＜ 0的空间中系统在u ＝ h ＋ （v）上，在z ＞ 0的空间中系统在
u ＝ h －（v）上.那么在这两个极限之间必定存在一点（z ＝0），在这个点上f（u，v）＝
0的解变得不连续，因此不能再忽略方程中系数为ε的项.这时需要考虑u ＝ h ＋
（v）与u ＝ h －（v）之间的边界层的情况.边界层的厚度应为O（ε）.

为了分析系统在边界层附近的函数形式，在方程中引入一个延展的坐标
系：令ξ ＝ z ／ ε.在这个新的坐标变量下，方程（10. 2. 2）变为

d2u
dξ2
＋ c dudξ

＋ f（u，v）＝ 0， （10. 2. 3a）

δ d
2v
dξ2
＋ c dvdξ

＋ εg（u，v）＝ 0. （10. 2. 3b）
边界层上的连续性要求当ξ趋于负无穷大时，方程（10. 2. 3）的解与u ＝ h ＋（v）
相对应；当ξ趋于正无穷大时，其解与u ＝ h －（v）相对应.在一级近似中令ε ＝
0，并要求变量v对所有ξ有界.在这些条件下方程（10. 2. 3b）有唯一解：v ＝ v0
＝常数，其中vmin ＜ v0 ＜ vmax .因此在u ＝ h ＋（v）与u ＝ h －（v）之间的边界层上，系
统的一级（O（ε））近似解由下式决定：
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d2u
dξ2
＋ c dudξ

＋ f（u，v）＝ 0，
u（－ ∞）＝ h＋ （v0）， u（＋ ∞）＝ h（v0），
v ＝ v0

}
.

（10. 2. 4）

方程（10. 2. 4）是一个对于波速的特征值问题，波速c由v0 决定.一般来讲c ＝
c（v0）是一个对于v0的单调减函数，见图10. 3.将方程（10. 2. 4）两边同乘du ／ dξ
并对ξ的全空间积分，由于当ξ→ ± ∞时u ＝ ± h（v0），du ／ dξ ＝0，我们有

c ＝ ∫
h＋（v）

h －（v）
f（u，v0）du ∫

＋∞

－
(

∞

du
d )ξ

2
dξ， （10. 2. 5）

如果存在v*满足
∫
h＋（v0）

h －（v0）
f（u，v*）du ＝ 0，

则系统存在c（v*）＝0状态.由图10. 3看出在波锋位置的变量v ＝ v0控制行波的
波速与方向.当vmin ＜ v0 ＜ v*时，因为c ＞0，系统形成“上跳”形波锋，波锋通过后系
统的局部状态由u ＝ h －（v）跳跃至u ＝ h ＋（v）；当v* ＜ v0 ＜ vmax时，c ＜ 0，系统形成
“下跳”形波锋，波锋通过后系统的局部状态由u ＝ h ＋（v）跳跃至u ＝ h －（v）.

图10. 3 行波波速c与变量v的关系

行波波速的绝对值在v0不太接近于v*时为O（1），注意上式的c（v0）是一
个无量纲量.还原到有量纲量时，行波的波速有下列形式：

波速＝ c（v0） k3 AD. （10. 2. 6）
这里D是触发变量u的扩散系数，量纲为［长度］［时间］－ 1，k3是触发变量在被
激发时自催化反应的反应速度常数，k3A的量纲是［时间］－ 1 .方程（10. 2. 6）被
称路德（Luther）方程，它是德国科学家路德在1906年经过对反应扩散系统中的
行波作量纲分析而得到的［65］.设想一个化学反应 →——A ＋ B C，它的反应速度常数
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是k.显然系统的特征时间尺度τR来自化学反应速率，因而有τ －1R ＝ k［A］［B］.系
统的空间尺度必然与扩散系数相关：在反应特征时间内物质的扩散距离为
（DτR）1 ／ 2，因此波速应为c ∝（DτR）1 ／ 2 τ － 1R ∝（Dk［A］［B］）1 ／ 2 .对于BZ反应系
统，c（v0）≈2，k≈0. 2 s －1，D≈2 × 10 －5 cm2 ／ s，因此波速应为4 × 10 －3 cm ／ s.这个
数值大约等于在BZ反应实验中观察到的波速.再看一看其他系统行波的行为.
对于乌贼鱼的神经轴突的电脉冲传导，k≈3 × 103 s － 1，D≈0. 034 cm2 ／ s，传导速
度应有20 m ／ s左右，与实验数据相符合［66］.心脏中电信号的转播速度约为30 cm ／
s，这是因为人心脏的膜电动势的反应速度与乌贼的神经轴突相比是后者的1 ／
10（k≈3 × 102 s － 1），同时“扩散”系数是后者的1 ／ 600（6 × 10 －5 cm2 ／ s）.对于黏
性霉菌的自组织行波，它们速度大约在5 × 10 －4 cm ／ s左右，这与测量得到的D
≈4 × 10 －6 cm2 ／ s，k≈10 －2 s － 1相吻合［67］.在宏观系统中，人们对狂犬病在狐狸
群中的传播行为做了系统调查［68］，测量得k≈160 y －1，D≈200 km2 ／ y，模型得到
的c（v0）＝0. 28，从而方程（10. 2. 6）给出的传播速度应为50 km ／ y，大约在预料
范围之内［69］.

现在回到对可激发系统的分析.设（us，vs）是可激发系统（10. 2. 1）的均匀
稳定态解：f（us，vs）＝ 0，g（us，vs）＝ 0，其解落在u ＝ h －（v）分支上.并设系统的
初始条件为非均匀的、宽度为2x0的矩形波：

u（x，0）＝ h＋ （vs）：当x ≤ x0时，
h－ （vs）：当x ≥ x0时{ ，

v（x，0）＝ vs， － ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ .
由于问题的对称性，只需要考虑在x ＞ 0时系统的行为.在这个初始条件下，一
个波锋将在x ＝ x0处形成.并且，如果vmin ＜ vs ＜ v*，波锋将向右边以波速c（vs）
传播.在波锋到来以前的区域内，系统保持在稳定态上；在波锋过后，变量v的
变化由v ／ t ＝ g（u，v）决定.这里将（10. 2. 1）中的εδ Δ2v忽略掉，因为变量v的
变化总是很缓慢，它在空间的二阶微分通常非常小.由图10. 1知g（h ＋（v），v）＞
0，所以在波锋过后变量v开始增加，同时变量u也以u ＝ h ＋（v）的形式随变量
v变化.当v增至v ＝ vmax时，h ＋（v）分支与h0（v）分支合并并消失.这时系统从u ＝
h ＋（v）分支跃迁至u ＝ h －（v）分支，一个下跳波锋就必然会形成，通常称这个下
跳波锋为行波的波背.如果这时c（vs）＞ c（vmax），也就是说波锋的波速快于波背
的“激发”波速，行波的波速完全由波锋的速度决定，c ＝ c（vs）；波背的行为由系
统的自然弛豫时间决定.如果c（vs）＜ c（vmax），也就是说波背的波速快于波锋的
波速，这时波背与波锋的距离会越来越近，由于二者的时间差变小，这使得变量
v没有时间在波锋过后增长到vmax位置.迫使下跳波形成时有vb ＜ vmax，从而c
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（vb）＜ c（vmax）.最终行波的波背会稳定在vb 上，v* ＜ vb ＜ vmax，满足｜ c（vs）｜ ＝
｜ c（vb）｜ .在波背以后，u ＝ h －（v），所以g（u，v）＜ 0，v逐渐减少至原来的稳定态
vs上.

由以上分析可知，一个孤立波的波速由系统中稳定点vs唯一地决定.如果
系统上有一个微扰源以周期T对系统做激发性扰动，这时行波的波速就不再只
是vs的函数，同时也与扰动周期T有关.设想系统在周期扰动下向外传播激发
波.第一个激发波的波速与孤立波一样，c ＝ c（vs）.但是如果激发周期T足够短，
第二个激发波会在局部系统弛豫到稳定态（us，vs）之前就到来.设这时系统变量
v的值是v2，因为v2 ＞ vs，所以对第二个波c（v2）＜ c（vs）.对于连续激发波的不断
到来，系统会逐渐自动调节到一个时空周期稳定态，这时在波锋与波背的位置
上恢复变量v分别为vf，vb，满足｜ c（vf）｜ ＝ ｜ c（vb）｜ .对于激发周期，如果忽略变
量在两个分支间跳跃所用的时间，我们可以将其分为两部分：T ＝ T ＋ ＋ T －，
这里

T＋ ＝ ∫
vb

vf

dv
g（h＋ （v），v）， T－ ＝ ∫

vf

vb

dv
g（h－ （v），v）. （10. 2. 7）

很显然激发周期T与波速c都可以表达为vf的函数.将这两个关系结合并去掉
vf，就可以得到波速c与激发周期T的关系，这个关系叫色散关系.一般地讲
c（vf）与T（vf）都是vf的减函数，而对于足够大的T，c是T的增函数.当T→∞
时，回到孤立波的情形，c→c（vs）≡cmax，这里cmax是指系统孤立波的波速.当T减
小时，vf增加，c减慢.当T减少到一定值时，由于vf很大，系统丧失了可激发能
力，行波将不再产生.对于BZ反应扩散系统，利用方程（10. 2. 1）—（10. 2. 4）的
数值解可得如图10. 4所示的色散关系图.在一般情况下对于一个T存在着两
个c值，其中高速度的c是稳定的，低速的c是不稳定的.系统并不一定在（cmin，
Tmin）处交换稳定性.对于BZ反应系统，稳定性的交换发生在高速分支上靠近转
折点的位置，见图10. 4.

图10. 4 色散关系
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得到色散关系的另一方法是对方程（10. 2. 1）作如下坐标变换：φ ＝ kx －
ωt，这里k是周期行波的波数，ω是振荡频率，φ是相位角.这时（10. 2. 1）式变为

ε2k2 d
2u
dφ2
＋ εω dudφ

＋ f（u，v）＝ 0， （10. 2. 8a）

ε2k2δ d
2u
dφ2
＋ εω dudφ

＋ εg（u，v）＝ 0. （10. 2. 8b）
然后，寻求方程（10. 2. 8）对φ的2π周期解.在周期解的限制下系统的k与ω
必须满足一定限制.这是表达色散关系的另一种形式.

§ 10. 3 本构关系

上节介绍的色散关系是在一维系统中得到的结果.在高于一维的系统中，系
统的行波会出现弯曲.本章第一节中分析的螺旋波就是弯曲波锋的一个例子.这
时行波的速度不再仅是恢复变量vf与激发周期T的函数，而且是波锋线上曲率的
函数.为了导出曲率对行波的影响，在分析中需要引入新的坐标系.首先把方程
（10. 2. 1）的坐标原点移到要研究的波锋对应的曲率中心上，做平移变换

x→ x － x0，  y→ y － y0 .
在这个变换下方程（10. 2. 1）的形式不变.第二步，将方程（10. 2. 1）由直角坐标
系表示变为以曲率中心为原点的极坐标表示，方程（10. 2. 1）变为

ε ut
＝ f（u，v）＋ ε2 

2u
r2
＋ ε

2

r
u
r
＋ ε

2

r2
2u
φ2
，

v
t
＝ g（u，v）＋ εδ 

2v
r2
＋ εδr

v
r
＋ εδ
r2
2v
φ2
.

在波锋面上，切线方向是反应物浓度的等高线，因而在这个方向上的浓度梯度
可以忽略不计.可令

2u
φ2
＝ 0，  

2v
φ2
＝ 0.

另外，极坐标的原点是曲率中心，因而有1 ／ r ＝ κ.这里κ是波锋的曲率.经过这
样的处理，以上方程变为

ε ut
＝ f（u，v）＋ ε2 

2u
r2
＋ κε2 ur

，
v
t
＝ g（u，v）＋ εδ 

2v
r2
＋ κεδ vr

.

第三步，将坐标原点移到波锋面上，这一步对以上方程的形式没有影响.最后，
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我们寻找系统的行波解，令r′ ＝ r － Nt，得到
ε2 d

2u
dr′2

＋ ε［N ＋ εκ］dudr′ ＋ f（u，v）＝ 0， （10. 3. 1a）

εδ d
2v
dr′2

＋ ［N ＋ εδκ］dvdr′ ＋ g（u，v）＝ 0. （10. 3. 1b）
这里N为波锋的法向速度.当κ ＝0时，以上方程还原成（10. 2. 2）式的情形.根
据上一节的分析知道，如果令ε ＝ 0，系统有一个波锋解：在波锋前方的空间中
系统在u ＝ h －（v）上；在波锋后方的空间中系统在u ＝ h ＋（v）上.与上节的分析
方法一样，为了得到常微分特征方程（10. 3. 1）的解，需要在波锋附近将系统延
展.令ξ ＝ r′ ／ ε，代入（10. 3. 1），得

d2u
dξ2
＋ ［N ＋ εκ］dudξ ＋ f（u，v）＝ 0， （10. 3. 2a）

δ d
2v
dξ2
＋ ［N ＋ εδκ］dvdξ ＋ εg（u，v）＝ 0. （10. 3. 2b）

令ε ＝0，重复与上一节同样的分析得到
v ＝ v0，
d2u
dξ2
＋ （N ＋ εκ）dudξ ＋ f（u，v）＝ 0， （10. 3. 3）

u（－ ∞）＝ h＋ （v0），  u（＋ ∞）＝ h（v0）.
与（10. 2. 4）相比得到

N ＝ c（vf）－ εκ， （10. 3. 4）
也就是说，波锋的法向速度等于平面波的波速加上一个曲率修正.当波锋线向
行波传导方向弯曲时（κ ＞0），波速会小于对应的平面波波速；当波锋线向行波
传导方向弯曲时（κ ＜0），波速会大于对应的平面波速.对于波背，由于c（vb）＜
0，同时κ与N的值都与对应波锋方向相反，所以总体效应与波锋一致.方程
（10. 3. 4）的结论与在第一节对螺旋波产生的定性分析所得到的结论相符合.在
实验中，该式与实验数据有很好的吻合.方程（10. 3. 4）是在ε的一级近似下得
到的，它只有当κ》1时有效.在｜ κ ｜ ＝ O（1）时，可以将行波看成是平面波.但在
大曲率、慢速度行波中这类曲率效应就必须考虑.

方程（10. 3. 4）被称为可激发系统中行波的“程函”（eikonal）关系，与几何
光学中的程函关系一致.程函关系决定在给定初始值后波锋的位置随时间的变
化.这类关系还可以在其他系统中推导出来，比如，火焰锋线运动，晶体的生
长，等.

对于可激发的BZ反应系统，在将方程（10. 3. 4）的物理量纲还原后，程函关系
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变成N ＝ c －Dκ.其中D是触发变量u的扩散系数，Dκ项决定曲率对波速的影响.
这种影响只有在行波曲率半径的空间尺度与扩散尺度相当时才变得明显起来.对
于可激发波来说，由路德关系c ∝（D ／ τR）1 ／ 2知，曲率的影响在Dκ≈（D ／ τR）1 ／ 2
时才会明显，这要求曲率半径大约在（DτR）1 ／ 2左右.对于反应扩散系统，D≈
10 －5 cm2 ／ s，τR≈1 ～ 100 s，因此，当曲率半径为0. 03 ～ 0. 3 mm时，曲率对波速的
影响变得显著.这样的情形在反应扩散系统中有两种状态下会出现，一是当两
个同心波相碰撞时，碰撞的边界处会产生很大的负曲率，它使碰撞产生的边界
尖点迅速弥合.另一个状态是行波出现点缺陷，在缺陷点上曲率为很大的正值，
它使波速在这个局部领域变慢，这与第一节从定性分析出发得出的结论一致.

在继续分析推导本构关系之前，先看一看（10. 3. 4）式对行波稳定性的影
响.设想有一平面波以波速c移动.如果在此平面波上加一个速度微扰，这个微
扰使行波在某一区域波锋突出一点.此时在波锋突出的位置上锋线曲率为正；
在波锋突出的两端锋线曲率为负.由程函关系可知，在突出点的位置波速减慢，
而它的两端波速加快，总的效果是使突出点渐渐地不突出，最后回到平面波形
式上.同理，如果微扰使得波锋在某一个区域落后一点，曲率效应将会使它渐渐
加速赶上，重新回到平面波形式.所以程函关系在D ＞0时保证了行波行进状态
的稳定性.在某些系统中，程函关系中的D不再是简单的扩散系数，而是一个可
正、可负的量.当此量为负值时，波锋对微扰是不稳定的.这时微扰将会被放大，
系统经过一个非平衡相变形成一个定态的时空斑图或时空混沌，这种情况在第
十二章中将作详细讨论.

对于一个逆时针旋转的螺旋波，它的波锋曲线满足如下关系：
x ＝ rcos（θ（r）－ ω t），  y ＝ rsin（θ（r）－ ω t）.

对应的波锋法线速度与曲率分别为
N ＝ ω r

（1 ＋ ψ2）1 ／ 2， κ ＝
ψ′

（1 ＋ ψ2）3 ／ 2 ＋
ψ

r（1 ＋ ψ2）1 ／ 2 . （10. 3. 5）
这里ψ（r）＝ rθ′（r）.将（10. 3. 5）式代入（10. 3. 4）式得到一级微扰近似下关于
ψ的常微分方程：

r dψdr ＝ （1 ＋ ψ
2 (） rc

ε
（1 ＋ ψ2）1 ／ 2 － ωr

2

ε
－ )ψ . （10. 3. 6）

从方程（10. 3. 6）可以得到ψ（r），从而进一步得到螺旋波的具体形式：
θ（r）＝ ∫r －1ψ（r）dr. （10. 3. 7）

方程（10. 3. 6）的解取决于体系的边界条件.这个问题对于螺旋波来说，在很大
程度上是悬而未决的.原因是现在还无法确定缺陷点的运动形式.为了简单起
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见，这里首先采取这样的边界条件：
ψ（r ＝ 0）＝ 0，  ψ（r→ ∞）＝ kr. （10. 3. 8）

这里k ＝ ω ／ c是螺旋波在远离中心时的波数.这个边界条件的含意是螺旋波的
缺陷点是固定不动的.在远离缺陷点时，螺旋波锋为阿基米德螺线.至少在远离
缺陷点上，这样的边界条件是合理的，并与实验相符.

在1951年，伯顿（Burton）等人分析了在边界条件（10. 3. 8）下方程（10. 3. 6）
的解的形式［70］，并指出在r很小时，（10. 3. 6）的解有如下形式：

ψ ＝ － cr2ε
＋ ω r

2

3ε
＋ O（r3）， （10. 3. 9）

而在r很大时解的形式为
ψ ＝ － ω rc －

ωε
c2
＋ O（1 ／ r）. （10. 3. 10）

可以证明，函数
ψ ＝ － ωr [c 1 (＋  3 ＋ cr )ε

－ ]1 （10. 3. 11）
在r→0时演化至（10. 3. 9）式，在r→∞时演化至（10. 3. 10）式.其先决条件是螺
旋波的旋转频率ω与波速c的关系满足

ω ＝ m*c2 ／ ε， （10. 3. 12）
其中m* ＝（  3 － 3）／ 4 ＝ 0. 317.将（10. 3. 11）式积分可得螺旋波锋的分析表
示式：

θ（r）＝ － m* cr
ε
＋ ( ln 3 ＋ cr )[ ]ε

＋ const. （10. 3. 13）
式（10. 3. 13）的近似分析结果，与对方程（10. 3. 6）的数值积分结果相比有非常好
的吻合.但吻合最优时要求m*≈0. 331，而不是0. 317.（10. 3. 12）式在不同文献中
被称为本构关系（constitutive relation），曲率关系或临界关系（critical relation）.

在实验中人们发现螺旋波的端点并不是静止不动的.对于周期性螺旋波，
它的端点是沿一个小圈作圆周运动.为了与实验结果相符合，方程（10. 3. 6）的
边界条件应定为

ψ（r0）＝ 0，  ψ（r→ ∞）＝ kr. （10. 3. 14）
其中r0为螺旋波端点轨道的半径.应用伯顿的方法，可能得到如下形式的近似
解：当r→r0时，

ψ ＝ － （ω－ － c－） (＋ r－
r )
0
＋ 12 c (－ r－

r )
0

2
＋ O（r－3），

（10. 3. 15）
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其中r－ ＝ r － r0，ω－ ＝ ωr20 ／ ε，c－ ＝ cr0 ／ ε.当r→∞时，
ψ (＝ － ω－

c ) (－
r－
r )
0

(－ ω－
c )－ （1 ＋ c－）－1 ＋ O（1 ／ r）. （10. 3. 16）

可以证明函数
ψ ＝ α r

－

r0
＋ β r－
r0 ＋ γ r－

（10. 3. 17）
在r－→0时演化至式（10. 3. 15），在r－→∞时演化至式（10. 3. 16）.这里α ＝ － ω－ ／
c－，β ＝ ω－ ＋（ω－ ／ c－）－ c－，γ ＝ － c－ ／ 2β，条件是

ω ＝ m*c2 ／ ε ＋ α*c4 r20 ／ ε
3， （10. 3. 18）

其中：c ／ ε ＞ 10，r0≈0，m*≈0. 331，α*≈0. 097.数值积分的结果显示关系式
（10. 3. 18）是对微分方程（10. 3. 6）＋（10. 3. 14）的解的一个非常好的近似.比
较（10. 3. 18）与（10. 3. 12）式看到两个本构关系在一级近似，即r0→0是相等
的，只是m*值有一些改变.

图10. 5 螺旋波的色散关系与本构关系

本构关系中的波速c在波锋远离
缺陷点时，即波锋曲率近似为零时与
波锋的法向波速一致.在这些区域内
体系的行波可以看成是平行波，所以
它也应同时满足上一节讨论的色散
关系.色散关系与本构关系的结合，
决定了螺旋波的动力学行为，即波
速、波数与频率之间的关系.图10. 5
给出了从BZ反应模型（10. 2. 1）中计
算得出的色散关系与本构关系，这两
个关系完全决定了可激发BZ反应系
统中螺旋波的动力学行为.

在以上的分析中，决定螺旋波本构关系的方程不涉及具体动力学过程，即
方程（10. 3. 6）不包含具体的动力学函数f（u，v），g（u，v）.所以本构关系是普适
性的，适用于一切可激发体系，与具体动力学形式无关.而色散关系的推导一定
要引入具体的f（u，v），g（u，v）函数，对于不同的系统它的形式不同.

最后要指出的是，上节与本节讨论的理论只是可激发系统行波理论的一
种.它是泰森（Tyson）和基诺（Keener）在20世纪80年代逐步完成的.作者认为
这个理论比较好地说明了下节要描述的实验.从20世纪80年代以来，许多科
学家对可激发系统中行波的动力学行为做了大量的理论研究.由于关于这方面

402 非线性科学与斑图动力学导论



的研究文献太多，作者在这里不能一一介绍.有兴趣深入研究这个问题的读者
可以参阅参考文献［64］和［71］以及它们所引用的文献.
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§ 10. 4 螺旋波的实验研究
在反应扩散系统中，化学螺旋波的实验研究自从1968年扎布亭斯基首次

在BZ反应系统中发现以来，一直是一个实验研究热点.根据作者不完全统计，
仅在英国《自然》与美国《科学》两家杂志上发表的关于BZ反应系统中螺旋波
的论文就有近50篇.利用BZ反应系统研究化学螺旋波有很大的方便之处，主
要原因是BZ系统向热力学平衡态的移动速度很慢，在一般情况弛豫时间要几
到十几个小时.因此螺旋波在一个封闭系统也可以支持相当长的一段时间.这
样每一个离开热力学平衡点一定距离的实验观测点，都可以近似地被看成是系
统的一个渐近态.虽然系统一直不间断地向热力学平衡态移动，人们还是可以
掌握相当的螺旋波动力学的规律.但是，在封闭系统中研究BZ系统的螺旋波还
是有它的局限性.主要缺点是不能研究非平衡相变现象.因为观测到的实验现
象毕竟不是渐近行为，当系统在临界点附近出现临界慢化现象时，就不知道系
统的行为是渐近性行为还是由于它在不断地向热力学平衡态移动而产生的
现象.

图10. 6 BZ反应系统中螺旋波状态的相图

对于BZ反应系统中的螺旋波动力学渐近行为的系统研究，是到20世纪90
年代初随着空间开放型反应器的开发成功才开始的，其中作者做了一定的实验
工作［48，49，51］，本节的主要内容是对这些实验的一个大概的介绍.读者可以在参
考文献［71］与它引用的参考文献中找到20世纪90年代以前人们对BZ反应系
统螺旋波的研究情况.实验是在§ 7. 3介绍的开放型反应器中进行，主要控制参
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量选为硫酸、溴酸钠和丙二酸的浓度.图10. 6概括了实验研究的主要结果，也
是本节描述螺旋波动力学的总纲.图中两张非平衡相变的相图对应于三维控制
参量空间的两个不同切面，其中包括了三百个左右不同的实验点.每个实验点
按照所观察到的不同斑图做如下分类：简单螺旋波“S”，这类螺旋波的端点在
二维空间平面沿一个小圆圈作周期运动，它的运动轨迹是上两节的理论所能近
似描述的；复杂螺旋波“M”，这类螺旋波的端点运动不是一个简单的圆，而是不
同形式的圆滚线，一般来讲它的运动频率或周期有两个或更多，从简单螺旋波
到复杂螺旋波的相变将在下一章中描述；对流不稳定螺旋波“C”，它的意义也
将在下一章讨论；无序湍流态“T”，这种状态由上百上千个缺陷点组成，每个缺
陷点都在试图组成一个螺旋波，结果系统表现为一种时空混沌态，这种状态被
称为缺陷混沌.图10. 7给出了简单螺旋波、复杂螺旋波、对流不稳定螺旋波与

图10. 7 BZ反应实验中观察到的几个典型的斑图态

无序端流态的例子.另外，还存在无斑图的空间均匀态.在实验中，系统的初始
态总是选为只有一个缺陷点的螺旋波态.如果初始时系统没有螺旋波而只有同
心波，可以用氦-氖激光将一段行波割断，从而在系统内制造出两个缺陷点，这
样就会形成两个螺旋波（见图10. 2），然后可以利用激光将其中一个引出系统
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之外；如果系统初始时存在多个缺陷，也就是说有多个螺旋波，可以将其他缺陷
点一一引出系统之外，而只剩下一个.

相图在下方的边界线代表系统支持螺旋波存在的最小条件，称之为波锋失
稳线，临界边界的螺旋波为可激发系统的螺旋波，越过这条边界线系统由可激
发系统变为亚可激发系统，在边界线上螺旋波破裂并消失，如图10. 8所示.图
中白色区的位置代表系统在氧化态上，实际颜色为蓝色，黑色背景表示系统在
还原态上，实际颜色为红色.跃过边界线，系统变为均匀的化学还原态.决定边
界线的实验点构成临界浓度（［H2SO4］c，［NaBrO3］c）.如果用（［H2SO4］c，
［NaBrO3］－ 1c ）做曲线拟合，可以得到一条过原点的直线，这表明波锋失稳线满足
如下临界关系：

图10. 8 螺旋波消失的过程

［H2SO4］c［NaBrO3］c ≡ Δc ＝ （0. 022 ± 0. 003）mol2·L－2 . （10. 4. 1）
螺旋波存在的条件是［H2SO4］［NaBrO3］＝ Δ ＞ Δc，在相图10. 6中表现为双曲
线，它与丙二酸的浓度无关.在后面会看到Δ是BZ系统中螺旋波的最重要控制
参量.

相图的右上方确定了另一类螺旋波失稳过程，称为爱克豪斯失稳.在爱克
豪斯失稳后，系统随控制参量Δ的增加进入缺陷湍流态.继续增加控制参量系
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统到达均匀的化学氧化态.图10. 6还确定了由简单螺旋波到复杂螺旋波的相
变边界，相变是霍普夫分岔引起的.所有这些相变现象将在下一章螺旋波的失
稳中逐一讨论.这一节集中总结简单螺旋波的动力学规律，并与上两节讨论的
理论预测相比较.

图10. 9给出螺旋波斑图态随控制参量［H2SO4］的变化.对于每一个简单螺
旋波，都可以找到一个唯一的波长λ与周期T.螺旋波在远离端点的波速c可由
c ＝ λ ／ T得到.由图10. 9看到，当控制参量［H2SO4］从0. 075 mol ／ L增加到0. 6
mol ／ L时，螺旋波的波长从λ≈3. 5 mm减至λ≈0. 3 mm，同时螺旋波的周期也由
T≈200 s降至T≈4 s.用螺旋波周期的倒数T － 1与控制参数［H2SO4］作图可得一
条直线，但对于不同的［NaBrO3］值，直线的斜率与截距各不相同，见图10. 10
（a）.如果用控制参量Δ，并定义无量纲控制参量μ ＝（Δ － Δc）／ Δc 再与T － 1作
图，所有图10. 10（a）上的点都会大概折叠到一条直线上，见图10. 10（b）.由此
得到由实验观察到的第一个实验规律：

图10. 9 几个简单螺旋波的例子

T ＝ T0μ
－1， （10. 4. 2）
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这里T0 ＝（41. 5 ± 2. 5）s.
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图10. 10 螺旋波的频率随控制参量的变化

  螺旋波自组织选择的波长λ是系统最明显的空间尺度.在既没有任何反应
物浓度做参考，也没有做任何坐标重组的情况下，螺旋波的波长λ与它的周期
T的关系在对数坐标下都落在同一条直线下，如图10. 11所示.由测量得到如下
关系：

λ ＝ （139 ± 5）T0. 51±0. 02， （10. 4. 3）
这里λ的单位是μm，T的单位是s.从这个测量可以推测螺旋波系统应有如下
不依赖于具体实验控制参量的标度关系：

λ∝ T1 ／ 2 . （10. 4. 4）

图10. 11 螺旋波的波长与周期的关系
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这是从实验中得到的第二个规律.这个标度规律对于研究螺旋波自组织机制有
重要意义.因为它意味着λ2 ／ T是一个常数，而这个常数的量纲与扩散系数相
同.这表明螺旋波的动力学行为主要由扩散过程控制.对于图10. 6所示的所有
实验点中的简单螺旋波做统计计算，得到这个常量值为（22 ± 4）× 10 －5 cm2 ／ s，
由此可以定义一个无量纲数M，称为螺旋波扩散数：

M ≡ λ2 ／ DT， （10. 4. 5）
其中D为反应系统中触发变量的扩散系数.对于BZ反应，它是次溴酸盐的扩散
系数.由于该反应物在反应系统内的扩散系数无法准确测定，从已有的实验数
据只能估计此螺旋波扩散系数对BZ反应为50 ～ 100之间.

比较由实验得到的标度关系（10. 4. 4）和上一节推导得到的本构关系（10. 3.
18），会发现实验规律与理论预测定性吻合.将式（10. 3. 18）还原到有量纲的关
系并取r0→0：

ω ＝ m*c2 ／ D， （10. 4. 6）
由于ω ＝2π ／ T，c ＝ λ ／ T，代入（10. 4. 6）就得到实验规律（10. 4. 5），其中螺旋波
扩散数M ＝2π ／ m* .将理论值m* ＝ 0. 331代入得M≈19.这要求次溴酸的扩散
系数在10 －5 cm2 ／ s左右.表面看来这个数值是非常合理的，因为所有小分子在
水中的扩散系数都在这个数量级.但是实验是在多孔玻璃做反应媒介时得到
的.实验证明，在多孔玻璃媒介中，一般小分子的表观扩散系数会减小3 ～ 5倍.
所以实验得到的螺旋波扩散数比理论预测大了5倍左右.这个定量的误差原因
目前还没有一个满意的解释.

实验观测到的关系（10. 4. 2）可以类比于路德关系：
c∝ Dk［A］［B ］. （10. 4. 7）

将关系c ＝ λ ／ T代入（10. 4. 2）并利用本构关系（10. 4. 4）可以得到
c ＝ c0μ

1 ／ 2， （10. 4. 8）
这里c0 ＝ 22. 2 μm ／ s.（10. 4. 8）与（10. 4. 7）有类似的结构.对路德关系的推导可
知控制参量中的硫酸与溴酸钠参与的反应应该是BZ反应的控制步骤，这对BZ
反应系统来说是正确的，因为BZ反应的控制步骤为

BrO－3 ＋ Br
－ ＋ H2SO →——4 BrO－2 ＋ BrO

－，
从这个角度来说实验结果与理论预测有定性的吻合.

如果将关系（10 . 4 . 2）与第二节导出的色散关系相比，会发现二者之间有
本质上的区别，甚至会得出相反的结论.由式（10 . 2 . 1）可知，实验中的控制参
量Δ与第二节中的微量ε之间有简单反比关系

Δ∝ ε －1 . （10. 4. 9）
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因此，根据实验结果式（10. 4. 2），会得到螺旋波的波长与成正比.但如果仔细分
析第二节的推导过程，至少在ω很小时，即T很大时应该有：ω ＝ O（ε）.即螺旋
波的周期与ε成反比，正好与实验结果相反.理论与实验结果的不符原因在何
处？仔细分析方程（10. 2. 1），发现方程中的系数与动力学函数f（u，v），g（u，v）
存在一定的联系.也就是说在实验中变化控制参量Δ并不仅仅是改变了方程
（10. 2. 1）中的ε，同时也改变了f（u，v），g（u，v）的系数.而周期T与g（u，v）有
直接联系，见式（10. 2. 6）.这种错综复杂的关系使得在理论预测具体系统时，很
难得到清楚的定量关系，而只能得出一般性结论，例如不依赖具体系统的本构
关系.这是在反应扩散系统中研究螺旋波以至斑图动力学的一大弱点.与流体
系统相比，至少在斑图产生的分岔点附近，流体系统的物理参量如瑞利数、雷诺
数等与方程中的系数之间有简单的对应关系.

312第十章 螺旋波斑图



第十一章 螺旋波的失稳

从上一章知道，螺旋波是由缺陷点为中心自组织形成的一类特殊的行波.
对于一个稳定的螺旋波斑图态，系统中的缺陷点数量（或缺陷密度）很少，并且
它不随时间变化.但是如果系统中的控制变量超过某些临界值时，螺旋波会自
发地产生出新的缺陷，每个缺陷都趋向于产生新的螺旋波.因此系统中的缺陷
数目会随着时间以指数形式增加，直到系统达到一个饱和的缺陷密度.此时系
统中被缺陷充满，它的长程有序现象不复存在，系统进入“化学湍流”态，或化学
时空混沌态.由于这种湍流态的出现总是伴随着系统内缺陷数量的大规模增
加，而每一个缺陷点都伴随着一个小的螺旋波，人们称此类混沌现象为缺陷引
起的湍流（defect-mediated turbulence），或螺旋波湍流（spiral turbulence）.本章的
主要内容是讨论两种缺陷导致混沌的动力学机制.第一种机制起源于对行波的
长波微扰，失稳机制为爱克豪斯失稳.在上一章中曾介绍了爱克豪斯失稳对图
灵斑图的影响，这里讨论它对螺旋波的影响.第二种失稳机制起源于螺旋波缺
陷中心的轨迹不稳定性，此类失稳为螺旋波的漫游失稳.当漫游的幅度达到一
定阈值时，由于行波的多普勒效应，两个波锋的距离会小于色散关系所允许的
临界值.这时螺旋波会破裂，系统进入螺旋波湍流.

§ 11. 1 螺旋波的爱克豪斯失稳

爱克豪斯失稳是对相平面波作长波微扰得到的.前一章介绍过在一个随时
间振荡的时空系统中，可能存在因相位差引起的行波现象，即相波.对于一个处
在霍普夫分岔附近的动力学系统，系统的变量随时间的局部变化可以写为

c ＝ c0 ＋ Ae
iωct ＋ c. c.， （11. 1. 1）

这里ωc ＝ Δ 0，A是系统随时间振荡的复振幅.对振幅A ／ t ＝ f（A，A－）的动力学
方程作平移不变性的限制，容易得出该方程应有如下形式：

τ0
A
t
＝ μA － （g1 ＋ ig2） A 2A ＋ ξ20（d1 ＋ id2） Δ2A. （11. 1. 2）

由于不考虑曲率对可能的行波解的影响，分析可以在一维系统中完成.对方程



（11. 1. 2）作如下标度变换：

A′ ＝
g1 μ A，  t′ ＝ μ t ／ τ0，  x′ ＝ μ

d1ξ 2
0
x，

去掉变量上的撇，方程变为如下形式：
A
t
＝ A ＋ （1 ＋ iα）

2A
x2
－ （1 ＋ iβ） A 2A.

（11. 1. 3）
其中：α ＝ d2 ／ d1，β ＝ g2 ／ g1 .这就是在§ 8. 1提到的金兹堡-朗道方程在一维系统
下的形式.

方程（11. 1. 3）有两种重要的极限形式.对于，α，β→∞，α ／ β为常数，方程
（11. 1. 3）转变为非线性薛定谔方程.这个方程在一维系统中可以得到解析形式
的解，它对应于一族孤立波［72］.对于α ＝ β ＝ 0，并认为振幅是空间均匀的，这时
方程回到在§ 8. 3讨论过的朗道方程形式.此方程是图灵斑图在一维空间系统
中的振幅方程（8. 3. 8）.

容易验证方程（11. 1. 3）有如下形式的一族行波解：
A0 ＝ 1 － q 2 ei（qx－ω t）， （11. 1. 4）

行波的色散关系为
ω（q）＝ β（1 － q2）＋ α q2 . （11. 1. 5）

显然，解的存在条件是q2 ＜ 1.这里q为相波的波数，ω是相波的频率.为了检验
解（11. 1. 4）的稳定性，对这个行波解做如下形式的微扰：

A（x，t）＝ A0［1 ＋ a（x，t）］eiφ（x，t）， （11. 1. 6）
这里a（x，t）是对振幅的微扰，φ（x，t）是对相位的微扰.将（11. 1. 6），（11. 1. 4）
式代入（11. 1. 3）式并只保留线性项，得到相应的线性微扰方程：

a
t
＝ 

2a
x2
－ 2qα ax

－ 2（1 － q2）a － α 
2φ
x2
－ 2q φ

x
， （11. 1. 7a）

φ
t
＝ α 

2a
x2
＋ 2q a

x
－ 2β（1 － q2）a ＋ 

2φ
x2
－ 2qα φx

， （11. 1. 7b）
将微扰a（x，t），φ（x，t）在傅里叶空间分解：

a ＝ ∑apes t ＋ ipx，  φ ＝ ∑φpes t ＋ ipx， （11. 1. 8）
代入方程（11. 1. 7）可得线性特征方程

(s apφ )
p
＝ － p2 ＋ 2iqαp － 2（1 － q2）
－ αp2 ＋ 2iqp － 2β（1 － q2） 

αp2 － 2iqp
－ p2 － 2iqα[ ] (p

ap
φ )
p
.

（11. 1. 9）
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由它规定的特征值为
s ± ＝ － p

2 － 2iqαp － （1 － q2）
± ｛（1 － q2）2 － （αp2 － 2iqp）［αp2 － 2iqp ＋ 2β（1 － q2）］｝1 ／ 2 .

（11. 1. 10）
现在定量地分析一下色散关系s ＝ s（p）.由式（11. 1. 10）容易看出，当p ＝ 0时，
s ＋ ＝ 0，s － ＝ － 2（1 － q2）＜0.由此推论，当系统由稳定的行波态向非稳定的行波
态过渡时，系统出现鞍-结点分岔.对应的特征值s应是由s ＋ ＜ 0向s ＋ ＞ 0过渡.
由于对于式（11. 1. 10）总有s ＋ ｜ p ＝ 0 ＝ 0，因而最危险的微扰模一定是对应于p→0
时的模，即系统对于长波微扰最容易变得不稳定.对式（11. 1. 10）进行关于p的
泰勒级数展开并保留前两项：

s ＋ ＝ ivgp － Defp
2 ＋ O（p3）， （11. 1. 11）

其中
vg ＝ 2（β － α）q， Def ＝ 1 ＋ αβ － 2q

2（1 ＋ β2）
1 － q2

. （11. 1. 12）
当Def ＞ 0时，方程（11. 1. 3）的行波解（11. 1. 4）对微扰（11. 1. 6）是稳定的，反之
系统失稳.因而Def ＝ 0规定了系统在长波微扰下失稳的临界条件.由它规定的
失稳被称为爱克豪斯失稳.对这类失稳的一个特例，α ＝ β ＝ 0，在讨论图灵斑图
的稳定性时有过分析.将α ＝ β ＝0代入式（11. 1. 12），得爱克豪斯失稳条件为
q2 ＞ 1 ／ 3，这与在§ 9. 2分析得到的结论一致.另外，当1 ＋ αβ ＜ 0时，系统对所有
行波状态都是不稳定的，即对于所有的q，都有Def ＜ 0.这类失稳被称为本杰明-
费尔（Benjamin-Feir）失稳.当1 ＋ αβ ＞ 0时，行波解（11. 1. 4）对微扰（11. 1. 6）
的稳定条件是

q2 ＜ 1 ＋ αβ
2（1 ＋ β2）＋ 1 ＋ αβ. （11. 1. 13）

  由式（11. 1. 12）的第一式看出，当β － α≠0时，vg≠0.在这种情况下，系统
长波失稳的失稳模存在一个相对于载波的非零的群速度vg，相对于实验室坐标
系，这个群速度为

Vg ＝
ωc ＋ ω
q － vg，

其中右边第一项为载波速度，方向由螺旋波中心外指.在这种情况下，爱克豪斯
失稳有对流失稳（convective instability）的性质.由于这种性质，即使Def ＜ 0，系
统在有限的空间内并不一定导致斑图态的解体.这种对流失稳的性质在实空间
中可能更容易理解.（11. 1. 11）式在实空间中相对于实验室坐标系可以写为如
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下形式：
p
t
＋ Vg·Δ

p ＝ Def

Δ2p . （11. 1. 14）
这里p是微扰方程（11. 1. 9）在s ＋方向上的微扰量，Vg的方向由螺旋波中心外
指，与行波行进方向一致.在BZ反应系统中，一般情况下β － α ＞ 0，因而，相对
于实验室坐标系的对流速度要比载波速度慢.很明显上式中左边第二项为对流
项，右边为扩散项.当表观扩散系数Def为负值时系统失稳.但失稳的模在被放
大的同时，受一个群速度为Vg的对流作用影响，使得它沿行波方向移动.如果
Vg足够大，在有限的空间不会看见微扰被放得足够大的情形.一个日常生活中
经常看见的对流失稳的例子是一根点燃的香烟.在一个没有空气对流的房间
里，烟在离开烟头时是一条直线，离烟头稍远一点时开始有一点左右摇摆.这种
左右摇摆的幅度随着烟离烟头的距离很快加大，并变得越来越复杂，最后变成
湍流态.实际上烟的微扰源在烟头上，当微扰被放大时，它同时被带得远离烟
头.如果说观察者只注意离开烟头一定距离内烟的动力学行为，他们不会观察
到湍流态.在香烟的例子中，将微扰带走的原因是浮力.对于一个行波，将微扰
带离微扰源的是行波本身，其情形可以类比于涨潮时的海浪对海面漂浮物的作
用.在一个反应扩散系统中，虽然系统中不存在对流运动，但由于行波的存在，
微扰还是可以由对流效应被带着离开微扰源，这种情况在下一节中将给出一个
具体实例.

在对流不稳定系统中，系统的稳定区由两个因素决定，对流速度Vg与包络
速度Ve，后者正比于微扰的生长速度，见图11. 1.当包络速度Ve小于对流速度
Vg时，系统经历对流不稳定.这时，对于一个微扰临界值φc，可以在空间中找到
一个以微扰源为中心以d为半径的稳定区，当x ＜ d时φ ＜ φc，行波稳定；当x ＞
d时φ ＞ φc，系统失稳，见图11. 1（a）.当包络速度Ve大于对流速度Vg时，对于
任何一个微扰临界值φc，都找不到一个空间位置，在系统临近渐近态时φ ＜ φc，
见图11. 1（b）.这后一种情况对应于系统的绝对失稳.

图11. 1 对流失稳与绝对失稳的示意图
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由式（11. 1. 11）可知，临界微扰值φc，初始微扰值φ0，微扰波数p与表观扩
散系数Def的关系应为

φc ＝ φ0e
－Defp2tc， （11. 1. 15）

其中tc为微扰从初始值φ0到临界值φc 所用的时间.很明显，螺旋波的稳定半
径应为

dc ＝ vg·tc . （11. 1. 16）
将上式代入（11. 1. 15）可得

－ Defp
2dc ／ vg ＝ ln（φc ／ φ0）. （11. 1. 17）

这个关系对于任何一个对流失稳的系统都应该成立.虽然对于一个具体的系
统，Def与vg具有不同的数值，从（11. 1. 11）中还是可以得出一些关于对流失稳
的普遍关系.比如对于螺旋波来说，在对流失稳时它的稳定区半径dc与长波微
扰波数p的关系应为：dc∝p － 2；它与初始微扰强度φ0的关系应有dc∝lnφ0 .这
些关系都可以在实验中获得验证.另外，可以通过测量不同的微扰波数p与初
始微扰强度φ0对稳定半径dc的影响，得到系统的Def ／ vg比值，同时得到系统失
稳即行波破裂生成缺陷时的临界值φc .

§ 11. 2 对流失稳的实验观测

从第十章最后一节的讨论中知道，在BZ反应系统中，如果控制参量［H2SO4］
·［NaBrO3］远离Δc，系统的螺旋波将由可激发型螺旋波向螺旋相波过渡.在实
验中很难确定两者交换时的确切临界位置.对不同的螺旋波斑图态做二维傅里
叶变换，发现当Δ ＝0. 2 mol2·L －2时，主频率的二级谐振减弱到噪声以下.也就是
说，这时螺旋波在远离中心的位置可以很好地用正弦振荡描写.一般认为这时的
螺旋波应为相波.当Δ增加到0. 24 mol2·L －2时，螺旋波的波长为0. 35 mm，振荡
周期为3. 9 s，此时螺旋波还是稳定的，见图11. 2（a）.继续增加控制参量Δ使其
越过临界值Δc ＝ 0. 25 mol2·L －2，系统经历爱克豪斯失稳.这时系统中的螺旋波
变得不稳定.在离螺旋波中心一定距离以外的区域行波解体.每一行波都断裂
成许多小的片断，每一个片断的端点都是一个新形成的点缺陷.这些缺陷点都
试图自组织形成以它为中心的新的螺旋波.但由于缺陷点在这些区域内密度很
高，每一个点缺陷自组织形成的螺旋波都不超过一个波长的距离，这些小的螺
旋波在空间与时间上都没有长程关联，因此被称之为化学湍流态.这种湍流态
的形成，是由于原来的螺旋波不断产生出新的点缺陷引起的，所以它属于缺陷
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图11. 2 实验中观察到的爱克豪斯失稳

引起的湍流（defect-mediated turbulence）.图11. 2（b）给出此类对流失稳产生的
这种湍流态的一个实验观察［51］.整个系统可以分成两个动力学行为截然不同
的区域：在离螺旋波中心一定距离内的区域，螺旋波是稳定的，系统有一个时空
有序结构；在螺旋波稳定区外，系统是无序的，它由密度很高的点缺陷组成.由
于每个点缺陷的行为都受它邻近点缺陷的影响，它的运动轨迹是全然无序的.
这些缺陷点试图进入螺旋波稳定区，但总是被螺旋波稳定区内不断送出的行波
推向稳定区外，这就是系统的对流特点.这里需要指出的是对于英文convective
instability的中译“对流失稳”是不很确切的.在现在这种情况下convective应译
为“运流”，这种运流可能是流体力学中的对流引起的.但大多数情况下，如香烟
的运动轨迹或喷气式飞机的射流，都是物质的搬运过程，之后产生的对流现象
是由于系统中搬运过程中失稳的表现.在更一般的情形中，搬运过程的媒体不
仅可以是物质的，如流体力学中的流体，也可以是其它形式，在上述BZ实验里，
它是以相波的形式存在的.

对图11. 2（b）做仔细观察，会发现在稳定区内的螺旋波中存在着一个长波
调制，它的波长是原螺旋波的4倍左右.调制波的振幅在中心很弱，随着它离开
螺旋波中心向外移动而逐步加强.如前一节的理论讨论中所述，调制波的振幅
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应分为两部分，振幅振幅a与相位振幅φ0 .在实验中，调制波的振幅振幅由于摄
像机对图像反差的饱和效应，很难进行定量的观测.而相位振幅的信息可以通
过测量螺旋波的局部波长得到.图11. 3表示图11. 2（b）中局部波长随着测量点
到螺旋波中心距离的变化，它的振幅由中心向外不断增加.当相位调制波的振
幅增加到一定值时，原螺旋波破裂，并产生出许多小的点缺陷，系统在这些区域
变成化学湍流态.

图11. 3 局部波长随着测量点到螺旋波中心距离的变化

如果继续增加系统的控制参量Δ，螺旋波的稳定半径会不断减少，见图11. 2
（c），同时实验中看到一些派生的螺旋波会成长成为具有稳定半径大小的形状.
一般来讲这种成长过程很慢，图11. 2（c）是变换控制参数后一小时的一个观
察，它还不能算是系统的一个渐近态.我们最近的实验证实系统的渐近态结构
是由具有稳定半径的螺旋波的一个集合.其原因是：当系统经对流失稳产生出
新的点缺陷时，每一个点缺陷都试图以它为中心产生出一个新的螺旋波斑图，
每一个新产生的螺旋波斑图，由于本身的运动都对其他点缺陷有排斥作用.这
样，由于这些派生螺旋波之间存在的固有的微小差异，一些派生螺旋波斑图会
随时间长大，而另一些会被逐渐压缩，以至在边界上消失.另一方面，由于对流
失稳的原因，逐渐长大的螺旋波斑图在大小上有一个极限值，螺旋波在大于这
个极限值时外围的行波会自动解体.因此随着时间的增加，系统会自组织形成
一个以稳定半径的螺旋波为基本单元的大的有序结构.可以猜想，在这种结构
中螺旋波斑图的堆集应该是密集型的，在二维系统中，它应该取六边形斑图态.
当然这个推论正确与否有待于实验的检验.
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当控制参量增加到Δ ＝ 0. 32 mol2·L －2时，系统由对流失稳过渡到绝对失
稳.图11. 2（d）是系统绝对失稳的一个实验观测.在绝对失稳时所有的螺旋波
态，不论它的半径多小，都是不稳定的.系统完全由密度很高的点缺陷控制，每
个点缺陷都做无序运动.继续增加控制参量，系统逐渐变为均匀氧化态.

前面提到，在对流失稳前后的一个控制参量区域内，系统的每个局部点都
作正弦振荡.由此假设BZ反应在这个区域内的动力学规律可以用超临界霍普
夫分岔描述，它服从复变量金兹堡-朗道方程（11. 1. 3）.在这个前提下，上面试
验中观察到螺旋波失稳现象可以很好地用上一节的理论解释.应该指出，BZ反
应在这个控制参量区域内是超临界霍普夫分岔，还是次临界霍普夫分岔还没有
确实的实验根据，但一般认为超临界霍普夫分岔的假设是可行的，因为这个假
设所推导的结论与实验相符合.

为了将方程（11. 1. 3）表现的动力学行为与实验观测做直接比较，需要找到
（11. 1. 3）中参数α，β与实验控制参数Δ之间的关系.从理论上说这是可以做到
的，但从实验角度考虑这种做法既费时间又得不到简明的、有意义的关系.最方
便、有效的方法还是直接来自于实验. 20世纪90年代初，哥本哈根大学的海恩
（Hynne）和邵壬申（Sorensen）研究出了一个非常聪明的、从实验数据中直接提
取α，β参数的方法，他们称此方程为“淬火”法［73—76］.主要思想是将一个稳定极
限环暂时“淬灭”，然后观察极限环重建时的动力学行为，并根据霍普夫分岔的
一般理论找到参数α与β.他们的实验表明，金兹堡-朗道方程中的参数α与化
学物质的扩散系数有关，而β与具体的反应动力学有关.在以铈离子催化的BZ
反应中，α的值约为－ 1. 4，β在0. 7左右.将这个数值代入本杰明-费尔失稳依
据中发现1 ＋ αβ≈0，系统在失稳边缘.在研究螺旋波失稳的实验系统中，催化剂
是铁离子.假定这个反应系统的α值还是－1. 4，并且它不随控制参量变化；β值
随控制参量的增加，由0. 5增加到0. 7.图11. 4是在二维系统中数值模拟金兹堡-
朗道方程的结果.由图11. 4知，当β ＝0. 5时，螺旋波是稳定的，见图11. 4（a）；当β
由0. 5增至0. 55时，对流失稳发生，在螺旋波的稳定边界上有大量缺陷点产
生，见图11. 4（b）.在图11. 4（b）中很难观察到调制波信号，但如果将它做一个
特殊的滤波，调制波就会很清楚地显现出来.继续略增β值至0. 56，稳定螺旋波
的稳定半径缩小，见图11. 4（c）.当控制参量使β增加到0. 7时，系统呈现出整
体的化学湍流态，见图11. 4（d）.比较图11. 2与图11. 4可知，用金兹堡-朗道方
程可以定性描写实验中螺旋波失稳的基本过程.这从某种程度上证明了实验中
观察到的螺旋波失稳是爱克豪斯失稳，并且由于行波的存在，失稳具有运流的
特征.
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图11. 4 模拟金兹堡-朗道方程观察到的爱克豪斯失稳

读者可能会对作者“粗暴地”将方程（11. 1. 3）的系数α，β与实验控制参量
Δ作这种简单的对应关系感到怀疑，这种怀疑无疑是有道理的.但是由于对实
验的模拟是在本杰明-费尔失稳区附近进行的，它还是反映了具体系统中动力
学行为的本质.因为在临界点附近，任何系统都有相似的动力学行为.实际上如
果将β值固定，而认为α随实验系统的控制参量变化，只要让1 ＋ αβ在零值附
近随控制参量连续变化，就可以构造出如图11. 4所示的对流失稳的图形.这个
例子再一次表明，在研究系统临界点附近的动力学行为时，不必对系统的具体
情况作分析.只要抓住事物的本质，即本杰明-费尔失稳与爱克豪斯失稳，就可
以得到具有普遍意义的结果.

§ 11. 3 漫游螺旋波

在扎布亭斯基第一次发现BZ反应系统中的螺旋波现象以后不久，美国的
生物化学家维夫瑞（Winfree），在他发表在《科学》杂志的一篇文章的脚注中，提
到螺旋波的端点并不总是围绕一个固定点作周期性圆周运动［77］.在对螺旋波
端点的行为作了仔细观察后，维夫瑞发现螺旋波端点的运动轨迹在某些条件下
可能存在很复杂的结构.维夫瑞用“漫游”（meandering）一词描述这种螺旋波端
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点运动的非周期性.在这以后的十几年里，无论是实验还是数值模拟都没有回
答下面的问题：在一个均匀的反应扩散系统中，可激发螺旋波端点的轨迹是怎
样的？直到20世纪90年代初这个问题才得到了一个比较圆满的答案.更精细
的实验与更系统的数值模拟都表明，在一个可激发系统中，螺旋波的端点轨迹
随控制变量的不同，可能是周期性的圆周运动，也可能是准周期或非周期运动.
最常见的准周期运动轨迹是内圆滚线或外圆滚线.本节将从分岔理论的角度，
分析螺旋波端点轨迹的动力学行为.这里螺旋波端点的定义是螺旋波锋曲率为
最大值的位置.这项工作是巴克利（Barkley）在20世纪90年代初用三年多时间
逐步完成的［78—81］.

图11. 5 数值模拟得到的螺旋波端点轨迹

在介绍螺旋波端点分岔理论之前，首先对从实验及数值模拟中观察到的螺
旋波端点的行为作一个比较详细的描述.图11. 5给出在可激发系统内观察到
的几种典型的螺旋波端点的运动轨迹.最常见的轨迹是一个圆.螺旋波端点沿
圆作周期运动，见图11. 5（a），（b）.这种运动状态为螺旋波的周期态.前一章介
绍的螺旋波都属于周期态螺旋波.当控制参量改变时，这种周期性螺旋波可能
失去稳定性.这时螺旋波的端点运动轨迹不再是周期性的，而被其他更为复杂
的端点运动轨迹取代.在分岔点附近，人们首先观察到的是内圆滚线轨迹，见图
11. 5（c），或外圆滚线轨迹，见图11. 5（d）.远离分岔点时，系统可能出现更为复
杂的端点运动轨迹.图11. 5（e），（f）是数值模拟实验观察到的两个例子.由于历
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史原因所有这些具有复杂端点运动轨迹的螺旋波都被称为漫游螺旋波，虽然在
大多数情况下复杂螺旋波端点的运动轨迹都不是“漫游”，而是遵循某种规律.
螺旋波端点运动的分岔理论，解释了系统从周期性螺旋波到具有内、外圆滚线
轨迹的调制螺旋波的相变过程.我们知道，圆滚线由两个半径不同的圆以不同
频率做圆周运动组成.半径为r1的初级圆围绕半径为r2 的圆滚圆以f2 频率运
动，同时以f1频率自旋.在初级圆上的一点的运动轨迹即为圆滚线.当初级圆的
自旋方向与圆滚圆的运动方向相反时有外圆滚线，见图11. 6（a）；当初级圆的
自旋方向与圆滚圆的运动方向相同时有内圆滚线，见图11. 6（b）.一般来讲，在
反应扩散系统中，调制螺旋波的两个频率f1，f2没有简单的有理数关系，也就是
说两个频率之间没有共振.因此，在一般情况下调制螺旋波的运动轨迹不是周
期的，而是准周期的.另外，当圆滚半径r2为零时，调制螺旋波回归到周期性螺
旋波.当圆滚半径趋于无穷大时，圆滚型调制螺旋波变为行走型调制螺旋波.

图11. 6 螺旋波端点的两种圆滚线轨迹

图11. 7代表一个从数值模拟得到的、典型的从周期螺旋波到调制螺旋波
的相变图.虽然对于不同的系统来说所取的控制参量是不同的，但在周期螺旋
波-调制螺旋波相变点附近，所有系统都显示出图11. 7的特征.相图11. 7将系
统的动力学行为分为三个区域：无螺旋波均匀区、周期性螺旋波区、调制性螺旋
波区.各区域的边界定义了不同的动力学分岔现象.在调制性螺旋波区内，又可
以将其分为两个子区：外圆滚型与内圆滚型调制螺旋波.在它们的边界上是行
走型调制螺旋波.在图11. 7所代表的系统中，如果固定控制参量b，逐步减少控
制参量a，使系统从周期性螺旋波进入外圆滚型调制螺旋波，调制螺旋波的圆滚
半径在分界线处将从零逐渐增大.到达内、外圆滚型调制螺旋波的分界线处圆
滚半径趋于无穷大.此后螺旋波的端点轨迹由外圆滚线变为内圆滚线.继续减
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少控制参量a，内圆滚半径随之减小，在调制螺旋波-周期螺旋波边界处圆滚半
径重新变为零，系统变为周期性螺旋波.

图11. 7 螺旋波端点运动轨迹的相图

建立图11. 7所选用的动力学模型是改进了的费兹胡-纳古莫（Fizhugh-
Nagumo）模型［82，83］：

u
t
＝ 1
ε u（1 － u (） u － v ＋ b )[ ]a

＋

Δ2u， （11. 3. 1a）
v
t
＝ u － v ＋ Dv

Δ2v， （11. 3. 1b）
其中u，v是方程的变量，a，b是控制参量，ε《1.该模型也是可激发型的.它与
BZ反应模型（10. 2. 1）有许多相似之处，同时又更容易进行数值模拟.由于在分
岔点附近系统的动力学行为具有不依赖于具体系统的普适规律，因而可以用费
兹胡-纳古莫模型分析BZ反应系统中螺旋波端点运动的分岔规律，以后会看到
理论分析与实验观察有定性的吻合.

虽然数值模拟可以得到一个动力学系统的许多重要的信息，但为了从本
质上了解这个动力学系统的运动规律，一定的理论分析是必不可少的.分析
螺旋波怎样从周期性向调制性转变的重要工具仍然是分岔理论.分析的出发
点是讨论周期性螺旋波的稳定性.为此首先要在变换坐标下，使时空动态的
周期性螺旋波变成空间定态的螺旋状斑图.这种坐标变换可以通过对系统
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（11 . 3 . 1）的坐标进行以螺旋波的中心为中心，以螺旋波的旋转频率ω1 为频
率的旋转达到.令


τ
＝ 
t
－ ω1


θ
，

在这种旋转坐标系中，周期性螺旋波变为满足如下方程的定态螺旋斑图解：
u
τ
＝ 0 ＝ 1

ε u（1 － u (） u － v ＋ b )[ ]a
＋ ω1

u
θ′
＋

Δ

′2u，（11. 3. 2a）
v
τ
＝ 0 ＝ u － v ＋ ω1

v
θ′
＋ Dv

Δ

′2v. （11. 3. 2b）
这里撇符号代表旋转坐标系的变量.方程（11. 3. 2）的边界条件可选为u ／ r ｜ R ＝
0，这里R是系统的边界，图11. 8是这个定态解的一个实例.

图11. 8 在旋转坐标系下的螺旋波定态解

方程（11. 3. 2）是一个非线性方程特征值问题.因为解这个方程不仅要决定
变量u与v随空间的变化形式，同时又要得到旋转频率ω1 .由于空间旋转不变
性，方程（11. 3. 2）的定态解可以有一个任意的转动角.这个转动角可以通过给
方程加上另一个边界条件而固定，例如令变量u在空间的某个位置的值为1 ／ 2.

在得到周期性螺旋波在旋转坐标系下的定态解后，下一步是对该定态解做
线性稳定性分析.对定态解

u0（ω1） (＝ u0（ω1）
v0（ω1 )）

做微扰u ＝ u0 ＋ u～，将微扰在傅里叶空间展开，代入方程（11. 3. 2）并只取线性
项，得

A（u，ω1）u～ ＝ λu～ . （11. 3. 3）
这里λ与u～分别是线性算符A的特征值与特征向量. A有如下形式：
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A（u，ω1）＝ D Δ

′2 ＋ ω1

θ′
I ＋ f（u）

u
， （11. 3. 4）

其中

D (＝ 1
0
 0
D )
v
， f（u）＝

1
ε
u（1 － u） u － v ＋ b( )[ ]a

 
  
 

 
  
 u － v
.

  算符A的特征值λ决定了周期性螺旋波的稳定性.如果所有特征值的实部
都是负数，则对应的周期性螺旋波是稳定的.如果至少有一个特征值的实部变
为正值，则周期性螺旋波失稳.将方程（11. 3. 2）的周期性螺旋波解代入线性特
征方程（11. 3. 3），可以通过数值计算得到该解对应的特征值λ.图11. 9（a），
（b）表示了特征值的实部与虚部随控制参量a的变化，对应的螺旋波端点轨迹
如图11. 9（c）所示.在0. 56 ＜ a ＜ 0. 76的区域内，系统存在实部大于零的特征
值，因而对应的周期性螺旋波失稳.当控制参量a下降到0. 76以下时，一对共
轭复数特征值由复平面的左半边跃到复平面的右半边，见图11. 9（b），系统出
现霍普夫分岔.这种情况在模拟（11. 3. 2）式中对应于定态螺旋斑图的失稳，系
统中的每一个点都开始随时间振荡，其中螺旋波的端点附近的点振幅最大.当
控制参量a降低到0. 64时，这对共轭复数特征值的实部到达极大值，随后它们
随a的降低而不断减小.当a下降到0. 56以下时，这对特征值从复平面的右半
边跃回到复平面的左半边，系统经过另一个霍普夫分岔回到周期性螺旋波态.

图11. 9 特征方程的特征值及相应螺旋波端点随控制参量的变化
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周期性螺旋波的霍普夫分岔，给系统（11. 3. 1）引入了第二个振荡频率ω2，
这就是调制频率.相应地，如果我们考察螺旋波端点的运动轨迹，周期性螺旋波
变为准周期螺旋波，即圆滚线形调制螺旋波，见图11. 9（c）.比较图11. 9（c）与
图11. 6可知，圆滚线的初级频率f1对应于周期性螺旋波的频率ω1，圆滚线的滚
动频率f2对应于周期性频率ω1与调制频率ω2的差：f2 ＝ ω1 － ω2 .如果f2 ＜ 0，则
圆滚线初级圆的自旋方向与滚动方向相反，螺旋波端点的运动轨迹为外圆滚
线，如图11. 6（a）所示.如果f2 ＞ 0，则圆滚线初级圆的自旋方向与滚动方向相
同，螺旋波的轨迹为内圆滚线，如图11. 6（b）所示.当f2 ＝ 0时，螺旋波变为行走
型螺旋波.图11. 10表示了调制性螺旋波随控制参量a变化的分岔图.这里圆
滚线的两个圆的半径比r2 ／ r1（见图11. 6）被选为序参量，r2 ／ r1 ＝ 0表示系统为周
期性螺旋波.在两个分岔点附近，调制性螺旋波的序参量r2 ／ r1与控制参量a到
临界点ac的距离的平方根成正比：r2 ／ r1∝（a － ac）1 ／ 2 .说明两个霍普夫分岔都
是超临界的.当控制参量远离分岔点时，序参量r2 ／ r1 与控制参量（a － ac）的平
方根关系不复存在.在内、外圆滚线轨迹的边界处序参量趋于无穷大，在此边界
点附近：r2 ／ r1∝ （ω21 － ω22）－ 1 .

图11. 10 螺旋波斑图霍普夫分岔附近系统的临界行为

§ 11. 4 螺旋波端点运动的正则方程

从上一节的讨论中知道，螺旋波的动力学性质主要取决于螺旋波端点的运
动轨迹.而螺旋波的运动轨迹可能用分岔理论给予一定程度的综合.这些观察
使人们希望找到一个正则方程，用以近似地描述螺旋波端点的动力学行为.也
就是说，通过分析系统在分岔点附近的行为，希望可以将无穷多维的反应扩散
系统简化成低维数的、具有有限变量的常微分方程系统.这种操作在分析图灵
斑图时，通过推导振幅方程得到过.分析这类低维数系统，可望得到螺旋波端点
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行为的完全描述.
为了得到反映螺旋波动力学特征的正则方程，首先要找到由方程（11. 3. 1）

规定的所有关于周期螺旋波解的主动模，即特征值在复平面虚轴附近的模.图
11. 11给出了在周期螺旋波———调制螺旋波相变边界上的所有主动模的特征
值.读者看到除了对应于霍普夫分岔的一对特征值以外，系统还具有三个由于
系统的对称性引起的特征模.这些特征模对应的特征值由图11. 11中的“×”号
标出.与霍普夫分岔的特征值不同，不论控制参量a，b如何变化，这些特征值总
是在虚轴上.

图11. 11 在相变边界上的所有主动模的特征值

特征值为零的模与系统的旋转对称相关.为了证明这个论断，首先推导与
旋转对称相关的特征方程（11. 3. 3）的特征向量.根据方程（11. 3. 2）的解的旋转
不变性，如果u（θ ＝0）是方程（11. 3. 2）的一个解，则u（θ ＝ Δθ）也是该方程的一
个解.由于特征方程（11. 3. 3）是线性方程，

Δu
Δθ
＝ u（Δθ）－ u（0）

Δθ
，

在Δθ→0时一定是特征方程的一个特征模.下面计算这个特征模的特征值.将
特征模

UR ＝

θ (′

u0
v )
0

（11. 4. 1）
代入特征方程（11. 3. 3）的左端，得

AUR ＝ D

Δ

′2 
θ (′

u0
v )
0
＋ ω1


θ (′ 

θ (′
u0
v ) )
0

＋ （f，g）
（u，v） u0，v0


θ (′

u0
v )
0

＝ 
θ′ D

Δ

′ (2 u0v )
0
＋ ω1


θ (′

u0
v )[ ]
0

＋ 
θ (′ f )g ＝ 0.

上面的推导过程利用了方程（11. 3. 2）.从上面的分析得知系统的旋转对称导致
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了方程（11. 3. 3）的一个零特征值.
同样，对于一个无穷大系统来说，对周期螺旋波中心点做一个平移操作得

到的新态仍然是这个螺旋波态.重复上面的推导过程，可知平移操作对应的特
征模为

UT ＝

 (x
u0
v )
0
＋ i 
 (y
u0
v )
0
. （11. 4. 2）

将此特征模代入特征方程（11. 3. 3）的左端，得
AUT ＝ ± iω1UT，

所以，系统的平移对称导致了方程（11. 3. 3）的一对特征值± iω1 .对于数值模拟
结果图11. 8来说，由于系统是有界的（R ＝常数），它并不满足平移对称.但如果
R值取得足够大，可以近似地认为系统满足平移对称.例如在图11. 8中，经计算
可知，｜ Re（λT）｜ ＜ 10 －45，所以在该系统中平移对称可以被认为是一个非常好
的近似.

观察图11. 11看到，特征值± iω1 与± iω2 在相图的端点处重合.在这里周
期螺旋波，内、外圆滚线型调制螺旋波，行走型调制螺旋波都重合在一起.显然，
为了抓住螺旋波端点动力学行为的本质，正则方程应该在这一二维切空间
（codimension-two）分岔点上展开.称此点为螺旋波的组织中心.反映螺旋波在切
空间附近动力学行为的正则方程，应该满足以下两个条件：（1）方程必须满足
旋转、平移与镜像对称，这些对称条件反映了螺旋波的基本特征；（2）方程对于
周期螺旋波态，必须存在一个超临界霍普夫分岔.到目前为止，满足以上两个条
件的正则方程还没有从数学上严格推导出来，巴克利在没有严格推导的情况
下，提出以下形式的常微分方程作为描写螺旋波端点在切空间附近行为的正则
方程：

p
t
＝ v， （11. 4. 3a）

v
t
＝ v［f（｜ v ｜ 2，w2）＋ iwh（｜ v ｜ 2，w2）］，   （11. 4. 3b）

w
t
＝ wg（｜ v ｜ 2，w2）. （11. 4. 3c）

其中p与v为复变量，分别代表螺旋波端点的位置（p ＝ x ＋ iy）与速度（v ＝ seiφ，s
＞0），w为实变量，它的值正比于周期螺旋波的旋转频率.此正则方程在实空间
中是五维的，它反映系统在分岔点附近有五个实部接近于或等于0的特征值，
因而中心流形是五维的.可以证明，对于任何函数形式的f，g与h，方程（11. 4.
3）在如下变换中保持不变：
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旋转变换： Rγ
 
 
 
 

 
 
 
 

p
v
w
＝
eiγp
eiγv
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  （γ为旋转角），

镜像变换： h
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＝
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 － w
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平移变换： Γαβ
 
 
 
 

 
 
 
 

p
v
w
＝
p ＋ α ＋ iβ 

 
 
 

 
 
 
 

v
w

，

这里α，β分别为系统在x，y方向上的平移量.在实空间中，方程（11. 4. 3）变为
dx
dt ＝ scosφ， 

dy
dt ＝ ssinφ， 

dφ
dt ＝ w·h（s

2，w2），
ds
dt ＝ s·f（s

2，w2）， dwdt ＝ w·g（s
2，w2）. （11. 4. 4）

巴克利发现，既可以得到切空间分岔点，又可以使方程（11. 4. 3）的解有界的一
组简单的f，g与h的函数为

f（s2，w2）＝ － 14 ＋ α1 s
2 ＋ α2w

2 － s4， （11. 4. 5a）
g（s2，w2）＝ s2 － w2 － 1， （11. 4. 5b）
h（s2，w2）＝ γ0 . （11. 4. 5c）

由（11. 4. 4）与（11. 4. 5）构成的正则方程，可以完全反映螺旋波端点在切空间点
附近的运动规律.图11. 12是正则方程（11. 4. 4）＋（11. 4. 5）的螺旋波解在控制
参量空间（α1，α2）的相图.与图11. 7相比，可以看到此正则方程所反映的螺旋
波端点行为与模拟反应扩散方程（11. 3. 1）中所观察到的螺旋波端点行为有定
性的吻合，这表明所选择的正则方程抓住了螺旋波端点运动在切空间分岔点附
近的动力学本质.

分析正则方程（11. 4. 4）＋（11. 4. 5）发现变量（s，w）构成一个独立的子系
统，它们的动力学行为不受变量x，y的影响.在分析中可以将这个子系统与原
正则方程隔绝开来.在解出s，w以后，变量x，y的函数形式容易通过积分获得.
因此，在分析正则方程（11. 4. 4）＋（11. 4. 5）时，只需要考虑（s，w）子系统的动
力学行为即可.令p ＝ s2，q ＝ w2，得到双变量常微分方程

dp
dt ＝ 2p·f（p，q）， （11. 4. 6a）
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图11. 12 从正则方程得到的螺旋波端点运动轨迹的相图

dq
dt ＝ 2q·g（p，q）， （11. 4. 6b）

这里
f（p，q）＝ － 14 ＋ α1p ＋ α2q － p

2，
g（p，q）＝ p － q － 1.

因为规定s ＞0，所以s ＝ p1 ／ 2 .对于w没有规定它的符号，因此w ＝ ± q1 ／ 2 .变量的
正负号反映了系统的镜像对称.

方程（11. 4. 6）的第一个定态解是p ＝ q ＝ 0.容易证明此解对于所有控制参
量α1，α2都是线性稳定的.在正则方程（11. 4. 4）＋（11. 4. 5）中，它对应于解v ＝
w ＝0，p ＝常数.很明显这个解不是一个螺旋波解，它相当于可激发系统中的均
匀定态解，即反应扩散方程（11. 3. 1）中u ＝ v ＝0的解.

方程（11. 4. 6）的另一定态解可以通过对由f ＝ 0，g ＝ 0构成的二次代数方
程而得到.在p的两个根中，只有较大的那个可以同时满足p ＞ 0，q ＞ 0.所以定
态解为

p1 ＝
α1 ＋ α2 ＋ （α1 － α2）2 － 1

2 ，
q1 ＝ p1 － 1. （11. 4. 7）

此解对应于反应扩散方程（11. 3. 1）中的周期性螺旋波.为了看清楚这一点，将
解（11. 4. 7）代入正则方程.首先将w ＝ ± q1 ／ 2代入φ方程，得

dφ
dt ＝ ωγ0 ＝ ± q 1 γ0 ≡± ω1，
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积分得φ（t）＝ ± ω1 t ＋ φ0 .将s ＝ p 1，φ（t）＝ ± ω1 t ＋ φ0代入x，y方程并积
分，得：

x（t）＝ x0 ＋ Rsin（± ωt ＋ φ0），
y（t）＝ y0 ＋ Rcos（± ωt ＋ φ0），
R ＝ ± γ －10 p1 ／ q 1 .

这个解代表周期螺旋波端点的运动轨迹，端点沿半径为R的圆作圆周运动，旋
转频率为ω1 .常数φ0反映了系统具有的旋转不变性；常数x0，y0反映了系统具
有的空间平移不变性；ω1前面的正负号反映了系统具有镜像交换不变性.

从解（11. 4. 7）看出，周期螺旋波存在的条件是α1 ＞ 5 ／ 4（注意在切空间附
近α2为负值，见图11. 12）.当α1趋向于5 ／ 4时，q趋向于0.这时周期螺旋波的
旋转频率ω1趋于0，圆周半径R趋于无穷大.这种状态对应于反应扩散系统中
螺旋波态与均匀态之间的变换.在这个边界上螺旋波不再旋转，而是沿与波锋
线垂直的方向平移，见图11. 13（b）.在边界线的左边，波锋渐渐向边界退缩，最
终系统到达均匀定态，见图11. 13（a）；在边界线的右端，可激发螺旋波自组织形
成，见图11. 13（c），（d）.正则方程正确地反映了系统在这类相变边界上的运动
规律.

图11. 13 系统在可激发态-亚可激发态边界的行为

从前面的分析中了解到，调制螺旋波的出现起源于周期螺旋波的霍普夫分
岔.在简化方程（11. 4. 6）中，这个过程对应于定态解（p1，q1）经霍普夫分岔形成
极限环.霍普夫分岔的条件可由对系统（11. 4. 6）进行线性稳定性分析获得.决
定系统（11. 4. 6）线性微扰方程的矩阵为
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2
p·fp（p，q） p·fq（p，q）
q·gp（p，q） q·gq（p，q( )） .

这里，函数f和g的下标表示函数对这一下标变量的偏微分，矩阵中p与q的值
由解（11. 4. 7）决定（p ＝ p1，q ＝ q1）.在霍普夫分岔点上各矩阵元满足以下关系：

Tr ＝ 2［p·fp（p，q）＋ q·gq（p，q）］
＝ － 2（2p21 － α1p1 ＋ q1）＝ 0， （11. 4. 8a）
Δ ＝ 4pq［fp（p，q）gq（p，q）－ fq（p，q）gp（p，q）］
＝ 4p1q1（2p1 － α1 － α2）＞ 0. （11. 4. 8b）

对于系统（11. 4. 6），第二个条件总是成立，霍普夫分岔的条件由第一个关系式
决定.经过一点简单的代数运算，得到以下决定霍普夫分岔边界的关系式：

pH ＝
1
4 （α1 － 1）＋ α21 － 2α1 ＋ [ ]9 ， （11. 4. 9a）

α2 ＝
3 － 2（α1 ＋ 1）pH
4（pH － 1） . （11. 4. 9b）

第一个关系式确定了在霍普夫分岔边界上给定α1后的pH值，由此知道周期螺
旋波在霍普夫分岔边界上的频率只与控制参量α1 有关.第二个关系式决定了
控制参量空间中霍普夫分岔的边界.很明显，此边界与控制参量γ0无关.

在霍普夫分岔边界上，调制螺旋波的调制频率为
ω2 ＝ Δ ＝ 2 pHqH（2pH － α1 － α2 ）.

利用式（11. 4. 9）它可以写成
ω2 ＝ 2 qH（1 － （α2 ＋ 1）pH ），

因而｜ω2 ／ ω1 ｜ ＝ 2 1 －（α2 ＋ 1）p H ／ γ0 .当｜ ω2 ／ ω1 ｜ ＝ 1时，系统在切空间分岔点
上.这时切空间分岔点的位置不但决定于α1，α2，也决定于γ0 .由于霍普夫分岔
边界与γ0无关.原则上可以通过选取γ0的值将切空间分岔点放在霍普夫分岔
边界上的任意一个位置上.在计算中可以有意调节γ0，使切空间分岔点坐落在
霍普夫分岔的顶部，见图11. 12.到目前为止，还没有一种理论可以解释为什么
切空间分岔点总是坐落在霍普夫分岔边界上的顶部.我们最近的实验发现，在
BZ反应系统中，切空间分岔点不一定坐落在霍普夫分岔的顶部.

§ 11. 5 周期螺旋波失稳的实验观察

虽然维夫瑞在20世纪70年代初就发现了螺旋波端点运动的“漫游”行
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为，由于缺少合适的开放型空间反应器，对漫游螺旋波渐近态行为的系统研
究到20世纪90年代初才真正开始.第一个对调制螺旋波的渐近态行为作系
统实验观察的是斯基诺（Skinner）［84］，他的工作证明了调制螺旋波是准周期
的，也就是说，它的旋转频率ω1 与调制频率ω2 之间没有锁频行为. 1996年，
作者对周期螺旋波到调制螺旋波的非平衡相变进行了更加系统的实验观测，
并基本完成了这方面的研究工作［49］.本节所介绍的内容是作者在这个领域的
工作结果.

图11. 14显示了从作者实验中观察到的所有类型的螺旋波.实验在开放型
空间反应器中进行，研究对象为BZ反应系统.图11. 14（a）是周期性螺旋波.当
控制参量变化时，周期性螺旋波失稳.对于不同的控制参量，系统可能变为外圆
滚型调制螺旋波，见图11. 14（b），或内圆滚型调制螺旋波，见图11. 14（d）.图
11. 14（e），（f）分别是（b），（d）的局部放大图像，它们显示了调制螺旋波端点的
外、内圆滚线运动轨迹.当圆滚线的圆滚半径足够大时，由于螺旋波端点移动引
起的多普勒效应开始变得明显起来.在螺旋波端点运动方向前面的行波被压
缩，在螺旋波端点运动方向后面的行波被伸长.这种行波的多普勒效应使系统
显示出一个超螺旋波.仔细观察图11. 14（b），（d）的阴影部分所构成的斑图，可
以看到超螺旋波的图像.超螺旋波的旋转频率为周期性螺旋波频率ω1 与调制
频率ω2之差的绝对值f2 ＝ ｜ω1 － ω2 ｜ .当调制螺旋波端点的轨迹为外圆滚型时，
超螺旋波的旋转方向与原螺旋波旋转方向相反；当调制螺旋波端点的轨迹为内
圆滚线时，超螺旋波与原螺旋波的旋转方向相同.在内、外圆滚型调制螺旋波的
边界线上是行走型调制螺旋波，见图11. 14（c）.

图11. 14 实验中观察到的漫游螺旋波
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实验首先选择BZ反应中的硫酸浓度［H2SO4］作为系统的控制参量，其他
参量被固定在一个确定值上.图11. 15综合了螺旋波端点的运动轨迹随反应控
制参量［H2SO4］变化的实验观察结果.调制螺旋波只有当0. 67 M ＞［H2SO4］＞
0. 26 M（M：mol ／ L）时存在，在这个控制参量窗口之外，系统为周期螺旋波态.减
少（或增加）［H2SO4］并越过临界值（分别为0. 67 M与0. 26 M）时，周期螺旋波
失稳，系统经非平衡相变变为外（或内）圆滚型调制螺旋波态.调制螺旋波的端
点轨迹是准周期的，决定圆滚线运动的两个频率之比随控制参量连续变化.也
就是说，系统不存在锁频现象.圆滚线轨迹的圆滚半径r2 随控制参量［H2SO4］
通过边界深入调制螺旋波区而连续增加，见图11. 15.在内、外圆滚线的分界线左
右（［H2SO4］＝0. 44 M），出现近似于行走型的调制螺旋波.这些实验观测与数值
模拟（见图11. 9）有定性的吻合.

图11. 15 螺旋波端点轨迹随控制参量的变化

从上一节的正则方程分析中知道，可以通过考察系统在切空间分岔点，即
周期螺旋波，内、外圆滚线型调制螺旋波与行走型调制螺旋波的汇合点附近的
动力学行为，获得从周期螺旋波到调制螺旋波相变现象的本质.在实验中，我们
发现另一个控制参量，丙二酸浓度［CH2（COOH）2］可以与［H2SO4］一起将这个
切空间分岔点展开.图11. 16是实验中得到的在参量空间（［CH2（COOH）2］，
［H2SO4］）中系统非平衡相变的相图.这个实验相图与正则方程中导出的相图
11. 12基本一致.

在上两节从对反应扩散方程（11. 3. 1）与正则方程（11. 4. 4）＋（11. 4. 5）的
分析中知道，由周期螺旋波到调制螺旋波的相变是由超临界霍普夫分岔引起
的.这个论断在实验中也得到了证明.见图11. 17（a）.在实验中，圆滚线初级圆
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图11. 16 实验中得到的螺旋波端点运动轨迹的相图

的半径r1可以由测量圆滚线花瓣的平均半径近似得到，而圆滚半径r2 由式
r2 ＝ D ／ 2 － r1导出，这里D是圆滚线的外直径.从图11. 17（a）看到以r2 ／ r1 的平
方对控制参量［H2SO4］作图，在相变点附近两者的关系是一条直线，因而有

r2 ／ r1 ∝（［H2SO4］－ ［H2SO4］c）1 ／ 2，
符合超临界霍普夫分岔的规律.当控制参量移到离内、外圆滚线边界不远处时，
这种关系不复存在.

图11. 17 实验中得到的相变点附近的指数规律

巴克利（Barkley）在分析正则方程（11. 4. 3）时预测，当系统接近内、外圆滚
线边界时，圆滚半径r2应该以｜ω21 － ω22 ｜ － 1的形式发散.这里ω1是螺旋波的初级
频率，ω2是调制频率.如果用圆滚线轨迹描写调制螺旋波，初级圆的自旋频率f1
＝ ω1，初级圆沿圆滚圆旋转的运动频率f2 ＝ ｜ ω1 － ω2 ｜ .因此巴克利推导的关系
在实验中对应为

r2 ∝（ω21 － ω22）－1 ＝ （f1 f2）－ (1 1 ＋ ω2ω )
1

－1
.
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在内外圆滚线的边界附近ω1≈ω2，因而上式变为r2∝（f1 f2）－ 1 .在实验中，f1可
以通过测量远离螺旋波端点的一个区域中系统随时间振荡的平均振荡频率近
似获得，f2可以通过关系f1 ／ f2 ＝ n近似地导出，这里n是圆滚线斑图的花瓣数.
图11. 17（b）给出圆滚半径r2随参数（f1 f2）－ 1的变化，它证明r2∝（ω21 － ω22）－ 1 .
实验观测与正则方程所做出的理论预测有很好的吻合.

在某些控制参量条件下，当调制螺旋波端点的圆滚线轨迹足够大时，调制
螺旋波会失稳并产生化学湍流现象.与对流失稳现象不同，这类失稳起源于螺
旋波中心的一个小的区域.当失稳发生时，螺旋波的端点附近会产生出一对点
缺陷来，新产生的点缺陷自组织形成新的螺旋波，而它们的端点又产生出一对
新的点缺陷.随着时间的增加，系统中的点缺陷数目以指数形式增加以至饱和.
图11. 18是作者于1995年在实验中观察到的这类失稳的发展与化学湍流态产
生的过程.由于缺乏系统的实验观测，这类螺旋波的失稳机制在近四年的时间
内没有找到一个满意的答案，最有希望的理论解释是多普勒效应引起的螺旋波
失稳.这个理论是20世纪90年代中期由巴尔（Bär）提出的［85］，作者最近的系统
实验观测初步证实了巴尔的理论［86］.下面简单介绍巴尔的理论.

上一章论证了可激发系统中的螺旋波动力学行为服从色散关系，即螺旋波
的波速与螺旋波周期的关系为色散关系.对于一个具体的可激发系统，系统的
螺旋波周期存在着一个最小值.当螺旋波周期小于此最小值时，系统不再支持
螺旋波，见图10. 4.周期螺旋波的周期由色散关系与本构关系同时决定.一般来
讲，这两个关系所决定的周期螺旋波是稳定的.也就是说，螺旋波的周期τ0 大
于色散关系中的最小周期τc .在一些特殊情况下τ0会很接近于τc .这时如果变
化系统的控制参量，使系统从周期螺旋波变为调制螺旋波，随着调制螺旋波端
点轨迹的圆滚半径的增长，多普勒效应逐渐明显.在螺旋波端点运动方向前面
的行波被压缩，螺旋波的周期在这些区域内变短；在螺旋波端点运动方向后面
的行波被伸长，螺旋波周期在这些区域内变长.因而在行波被压缩的区域内螺
旋波的局部周期τ0会降低到临界周期τc以下，这时这些局部区域内的螺旋波会
变得不稳定，产生出点缺陷来.根据可激发系统行波的程函关系（10. 3. 4），螺旋波
的波速随螺旋波的波锋曲率单调减少，多普勒效应在螺旋波端点附近的区域内最
为明显，因而螺旋波会在端点附近处破裂.图11. 19（a）给出螺旋波在端点附近
破裂的一个数值模拟实验结果.模拟所采用的是费兹胡-纳古莫模型（11. 3. 1）.
图11. 19（b）是模拟的螺旋旋波失稳的分岔图.这里控制变量为ε.图中虚线表
示螺旋波周期的最小值τc随控制参量ε的变化.当螺旋波周期τ0 ＜ τc时，螺旋
波失稳.周期螺旋波的周期τ0 是一个确定值，我们看到它总是大于临界周期
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图11. 18 实验中观察到的多普勒失稳

τc .当控制参量ε增加并超过霍普夫分岔的临界值（ε ＝ 0. 06）时，周期螺旋波变
为调制螺旋波.这时由于前面讨论过的多普勒效应，系统在不同区域的螺旋波
的周期不再是一个固定值而是一个波带.图11. 19（b）中用×表示的点标出了
波带的最大值与最小值.当控制参量继续增加时，多普勒效应变得越来越明显.
当控制参量增加到另一个临界值（ε ＝ 0. 06）时，波带的最小值与τc 相交，系统
跃迁至化学湍流态.图11. 19（b）代表的失稳与上面的定性分析符合.
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图11. 19 模拟中得到的多普勒失稳分岔图

  需要指出的是，虽然由螺旋波中心引起的化学湍流态有上面所述的一个好
的理论解释，这个漂亮的理论是否反映真实的物理世界还需要更加系统的实验
结果去证实.除以上讨论给出的解释以外，这个湍流态的出现还有另外一些猜
测.例如有人指出反应扩散实验系统中的三维性质也可能使螺旋波失稳.最近
的实验似乎表明系统的失稳是由于多普勒效应与三维效应共同引起的.到底哪
一个起主导作用现在还不明确.作者希望在近期内能获得足够的实验数据将此
问题彻底解决.
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第十二章 双稳系统中的斑图形成

非线性系统的一个重要特征是它的多重稳定性.对于一组固定的控制参
量，一个非线性系统可能存在着多个不同的定态，每一个定态都是局部稳定的.
在相空间中每一个定态都是一个吸引子，当系统落在这个吸引子附近的一个区
域时，它会被吸引到定态的位置上.从一个定态向另一个定态跃迁需要对系统
加一个一定强度的扰动.当跃迁完成以后，系统在没有扰动的情况下会永久地
停留在第二个态上.

在一个空间外延型系统，如反应扩散系统中，非线性系统的多重稳定性质
变得更加复杂.在这种情况下，对于一组固定的控制参量，系统不仅存在多个不
同的稳定的空间均匀定态，还可能存在不同的稳定的空间非均匀斑图态.这些
斑图态有可能是有规律的，如图灵斑图或螺旋波，也可能是时空混沌态.例如，
皮尔荪（Pearson）在20世纪80年代末利用格瑞-斯考特模型表明，在不同的双
稳体系中，有可能出现类似于图灵斑图的孤岛结构［87］.这些斑图态不能通过改
变控制参量从空间均匀定态达到，而只能通过给系统以特殊的扰动获得.到目
前为止，非线性科学的发展还没有找到处理这类多态问题的一个普适性的有效
办法.第八章介绍的线性稳定性分析只适用于在相空间中一个稳定均匀态解附
近的一个小的区域，它不考虑各稳定均匀态解之间由扩散引起的耦合效应.可
激发系统中行波与螺旋波的自组织考虑了系统的全局性质，但也没有涉及不同
稳定均匀态之间的空间耦合作用.在20世纪90年代中期麦龙（Meron）等人，在
总结反应扩散系统的实验结果的基础上，提出了化学波锋的非平衡伊辛-布洛赫
（Ising-Bloch）相变的概念，并很好地解释了一类由于双稳系统中化学波锋失稳引
起的斑图形成［88—92］.包括作者在内的实验工作者，在实验中证实了非平衡伊辛-
布洛赫相变所预言的一些现象.本章着重介绍这个领域的理论与实验结果.

§ 12. 1 双稳系统与化学波锋

研究双稳系统的一个有效的数学模型仍然是费兹胡-纳古莫模型.与式
（11. 3. 1）不同，在本章中讨论的模型有如下形式：



u
t
＝ u － u3 － v ＋

Δ2u， （12. 1. 1a）
v
t
＝ ε（u － a1v － a0）＋ δ Δ2v. （12. 1. 1b）

这里Δ2是拉普拉斯算符；控制参量ε是一个远小于1的量，它决定变量u与v
的动力学时间尺度之比；δ为变量v与u的扩散系数之比；a1，a0 决定系统局部
动力学性质.系统的空间均匀定态解由曲线v ＝ u － u3与v ＝（u － a0）／ a1的交叉
点决定.在（u，v）相空间中，第一条曲线具有倒N的形式.在一个给定区域的
v值内，u可能有三个值，u －，u0，u ＋ .其中u0 总是不稳定的，u －，u ＋的稳定性取
决于系统其他参数.对于不同的a1 与a0 值，系统可能存在不同的动力学行为.
图12. 1表示了系统三种典型的均匀定态形式.图12. 1（a）的交叉点在u －分支
上，这种解的形式在ε《1时为可激发系统.它可能产生螺旋波斑图态.这类系统
的动力学行为在上两章中已有了比较详细的讨论.图12. 1（b）的交叉点在不稳定
分支u0上，这个定态解在ε≈1时可能产生图灵分岔或霍普夫分岔.图12. 1（c）
是一个双稳系统.它存在两个稳定均匀态解u －，u ＋和一个不稳定均态解u0 .这
个状态是本章要讨论的重点.

图12. 1 费兹胡-纳古莫（Fizhugh-Nagumo）模型的均匀定态形式

在一个双稳型的反应扩散系统中，如果系统的初始状态是均匀的，并处在
双稳态中的任何一个，这个稳定均匀态在无外界干扰情况下将会永远存在下
去；如果在初始时系统不是均匀的，而是在不同的空间区域具有不同的稳定态，
则在不同稳定态的边界上系统会形成一个化学波锋面，波锋面的宽度由系统的
反应速度与扩散速度共同决定.在模型（12. 1. 1）中，波锋面的宽度应正比于
（ε ／ δ）1 ／ 2 .当ε ／ δ很小时，系统所有的动力学性质，都将取决于化学波锋面上的
动力学性质.当波锋失稳时，系统有可能会产生一系列时空斑图态.

首先考察一下模型（12. 1. 1）中两个极端情况.第一个极端情况是ε ＝ 0.此
时方程（12. 1. 1）变为
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u
t
＝ u － u3 － v ＋

Δ2u， （12. 1. 2a）
v
t
＝ δ

Δ2v. （12. 1. 2b）
假定系统为无穷大，并且变量v有界，则方程（12. 1. 2b）中的解为v ＝常数.而方
程（12. 1. 1a）中有一个变分形式

u
t
＝ － δF
δu
， （12. 1. 3）

其中F为李雅普诺夫泛函：
F ＝ ∫［E（u，v）＋ 12 （

Δ

u）2］dx， （12. 1. 4）

E（u，v）＝ － u
2

2 ＋
u4
4 ＋ uv.

用平衡相变的语言，u是序变量，v是外场，F是自由能.当v值在－2（ 33）＜ v ＜2
（ 33）时，自由能密度E有如图12. 2所示的双阱形式.两个阱的最低点对应于解
u －（v）与u ＋（v），而u ±是方程u3 － u ＋ v ＝0的两个解.方程（12. 1. 2）规定的化学
波锋解在一般情况下是运动的，它的运动速度与方向由系统的自由能密度分布所
决定.在一维系统中，设波锋的运动速度为c，令z ＝ x － ct，方程（12. 1. 2）的第一式
变为

d2u
dz2
＋ c dudz ＋ u － v － u

3 ＝ 0. （12. 1. 5）

图12. 2 双稳系统自由能的分布形式

设系统的初始条件为
u ＝ u＋ （v）， z→－ ∞，
u ＝ u－ （v）， z→ ∞ . （12. 1. 6）

将du ／ dz乘以（12. 1. 5）式并对全空间积分，得
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c ＝ c（v）＝ α（v）［E（u－ （v））－ E（u＋ （v））］， （12. 1. 7）
这里

α（v） (＝ ∫∞ －∞
（du ／ dz）2d )z －1

是一个正数.当v ＝0时，E（u ＋）＝ E（u －），双阱有同样的高度，因而c ＝ 0，系统
的波锋面是静止的.当v ＜0时，E（u ＋）＜ E（u －），c ＞0，波锋面向正方向运动.当
v ＞0时，E（u ＋）＞ E（u －），c ＜0，波锋面向负方向移动.在两种情况下，系统中具
有更低自由能密度的部分总是在不断地扩张.而自由能密度的分布状况由变量
v唯一地决定.

第二种极端情况是δ ＝0，ε》1.在ε很大的情况下，至少在初始情况下v变
化的时间尺度要比u小许多.将系统的时间尺度伸长ε倍，令：ν ＝ ε － 1《1，τ ＝ t ／
ν.方程（12. 1. 1）可以变为

u
τ
＝ ν（u － u3 － v ＋ Δ2u）， （12. 1. 8a）

v
τ
＝ u － a1v － a0 . （12. 1. 8b）

在这个新的时间尺度下，令ν ＝0，则变量u的主导项不依赖于τ.这时方程（12.1.8b）
存在如下形式的解析解

v（x，τ）＝ v0（x）e －a1τ ＋ a－11 ［u（x）－ a0］［1 － e －a1τ］. （12. 1. 9）
等式（12. 1. 9）表明系统在经过一个过渡时期τ ～ O（ε － 1）以后，变量v将绝热地
跟随变量u变化：v ＝（u － a0）／ a1 .将此关系代入方程（12. 1. 1）的第一式，得变
量u的渐近态方程：

u
t
＝ （1 － a－11 ）u － u3 ＋ a0a－11 ＋ Δ2u， （12. 1. 10）

很显然方程（12. 1. 10）与（12. 1. 2）有同样的变分结构.因而对系统（12. 1. 2）的
分析结果同样适用于系统（12. 1. 10）.但是，与系统（12. 1. 2）不同的是，这时系
统的波锋运动方向与速度和变量v无关，而是由系统的控制参量a0，a1 唯一地
决定.对于一组固定的a0，a1值，系统的波锋态有一个唯一的运动速度与方向.
当a0 ＝ 0时，波锋是静止的.

现在讨论当系统（12. 1. 1）在0 ＜ ε《1时的情况.首先注意到对于ε《1，变
量v在u变化的空间尺度上可以近似地被看成是不变的.因此，在波锋面很窄的
一个区域内，可以近似地认为式（12. 1. 2）所描写的动力学行为在此时仍然有
效.即波锋的运动速度与方向由变量v在波锋面上的值vf决定，c ＝ c（vf）.现在
想象一个一维系统，初始时系统在全空间处在（u －，v －）的稳定态上，这里v － ＜
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0.在系统的左端做一个扰动使得这个区域中变量u由u －增加到u ＋ .根据上节
对（12. 1. 2）式系统的讨论，由于v － ＜ 0，在扰动下产生的波锋将向正方向运动.
再假设系统的初始状态是在（u ＋，v ＋）上.在系统的右端做一个扰动使得这个区
域的u值由u ＋下降到u －，由于系统内v ＋ ＞ 0，在扰动下产生的波锋会向负方向
移动.在这两种情况下，当波锋运动到x ＝0的位置时，会看到这样的情况：在远
离波锋的区域里系统在（u ±，v ±）上，即x→∞，u ＝ u ±，v ＝ v ± .两种波锋态都由
稳定态（u ±，v ±）连结.所不同的是它们沿相反的方向运动.可以证明波锋的这
两种运动形式都可能是稳定的.这种波锋运动的多态性反映了系统的非变分性
结构.另外，上面提到的当ε》1时，由方程（12. 1. 10）规定的波锋态解与变量v
无关.实际上这个解可以延续到ε《1的情况，只是这时这个解可能是不稳
定的.

§ 12. 2 非平衡伊辛-布洛赫相变

上节的讨论描绘出这样一幅图画，当ε》1时，对于一组控制参量，系统的
波锋形状、运动速度与方向都是唯一的；当ε《1时，系统可能存在三个不同的
波锋态，其中两个是稳定的，一个是不稳定的.每个波锋态都有自己的形状、运
动方向与速度.可以想象当ε取某一个值时，系统（12. 1. 1）的波锋态解将由一
个分岔为三个，这就是非平衡伊辛-布洛赫相变.其中单一波锋态对应于伊辛波
锋，多重波锋态对应于布洛赫波锋.这样的命名是固莱（Coullet）等人将此类非
平衡系统类比于平衡相变中的铁磁系统作出的［93］.在铁磁系统中，布洛赫波锋
代表这样一类边界，当系统跃过边界时，变量u与v之间的相位角平滑地旋转
180°.而对于伊辛波锋来说，u与v之间的相位角在边界以外一直保持常数，在
边界上忽然变换180°.

在定性地分析了伊辛-布洛赫相变的意义后，下一步是对数学模型（12. 1. 1）
作定量分析.为了简单起见，以下在一维空间中讨论（12. 1. 1）的动力学行为.并
假设其边界条件为：当x→ － ∞时u ＝ u ＋，当x→∞时u ＝ u －，μ ＝ ε ／ δ《1.首先将
自变量做如下变换：z ＝ μ x，τ ＝ εt，并引入平移坐标系：ξ ＝ z － cτ，偏微分方程
（12. 1. 1）变为常微分特征方程

μ d
2u
dξ2
＋ cδμ dudξ

＋ u － u3 － v ＝ 0， （12. 2. 1a）
d2v
dξ2
＋ c dudξ

＋ u － a1v － a0 ＝ 0. （12. 2. 1b）
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方程（12. 2. 1）的波锋解可以被分解成两个区域.远离波锋的区域构成外区，系
统在这些区域内随自变量变化很小；波锋附近的区域构成内区，在此区域内变
量u随ξ的变化远大于变量v随ξ的变化.

首先考虑方程（12. 2. 1）在外区的解.这时方程（12. 2. 1a）的微分部分可以
被忽略.令μ ＝0，得

u － u3 － v ＝ 0. （12. 2. 2）
此方程有两个稳定解u ＝ u ±（v）与一个不稳定解u ＝ u0 .将方程（12. 2. 2）的两个
稳定解代入方程（12. 2. 1b），并令u值在原点为0，得到关于变量v的方程：

d2v
dξ2
＋ c dudξ

＋ u± （v）－ a1v － a0 ＝ 0， （12. 2. 3）
u（ξ ＜ 0）＝ u＋ （v）， u（ξ ＞ 0）＝ u（v）.

为了简单起见，再假设a1的值足够大，以至于｜ v ｜《1.在这种情况下u ±的解析
解可以用微扰方法得到.将v看成是微扰量，令

u ＝ u0 ＋ u1v ＋ u2v
2 ＋…，

代入式（12. 2. 2），按v的幂级数将方程分开，得
第0阶：u0 － u30 ＝ 0，
第1阶：u1 － 1 － 3u20u1 ＝ 0，
….

在一级近似下，得线性关系式u ±（v）＝ ± 1 － v ／ 2，u0 ＝ vf .将此关系代入方程
（12. 2. 3）得到关于两个外区边界层问题的方程：

ξ ＜ 0： 
d2v
dξ2
＋ c dvdξ

－ q2v ＋ q2v＋ ＝ 0，
v（0）＝ vf， v（－ ∞）＝ v＋

{
.

（12. 2. 4a）

ξ ＞ 0： 
d2v
dξ2
＋ c dvdξ

－ q2v ＋ q2v－ ＝ 0，
v（0）＝ vf， v（－ ∞）＝ v－

{
.

（12. 2. 4b）

这里，vf是变量v在波锋上的值，
v± ＝

± 1 － a0
a1 ＋ 1 ／ 2

， q2 ＝ a1 ＋ 1 ／ 2. （12. 2. 5）
线性方程（12. 2. 4）很容易解出：

v（ξ）＝ （vf － v＋）eσ1ξ ＋ v＋，  ξ ＞ 0；
（vf － v－）eσ2ξ ＋ v－，  ξ ＜ 0{ .

（12. 2. 6）

其中
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σ1，2 ＝ － c ／ 2 ± c2 ／ 4 ＋ q 2 . （12. 2. 7）
两个外区的解在波锋处应该可以平滑地连接.这要求解（12. 2. 6）对ξ的导数在
ξ ＝0处相等.利用这个限制条件，能够得到波锋速度c与波锋上变量v的值vf
的关系：

vf ＝ －
c

2q2（c2 ／ 4 ＋ q2）1 ／ 2 －
a0
q2
. （12. 2. 8）

  再考虑方程（12. 2. 1）内区的解.在内区中，变量u在空间尺度O（μ1 ／ 2）上变
化，而变量v仍在O（1）尺度上变化.将移动空间坐标系作延展，令χ ＝ ξ ／ μ1 ／ 2，代
入方程（12. 2. 1），得

d2u
dχ2
＋ η c dudχ

＋ u － u3 － v ＝ 0， （12. 2. 9a）
d2v
dχ2
＋ μ c dudχ ＋ μ（u － a1v － a0）＝ 0. （12. 2. 9b）

这里η2 ＝ εδ.令μ ＝0，并认为变量v在全空间有界，从方程（12. 2. 9b）可以得到
解v ＝ vf ＝常数.代入方程（12. 2. 9a）得关于波速c的非线性特征方程：

d2u
dχ2
＋ η c dudχ

＋ u － u3 － vf ＝ 0， u（ ∞）＝ u± （vf）. （12. 2. 10）
方程（12. 2. 10）与（12. 1. 2）具有相似的结构.因而可以定义一个势函数

V ＝ － u
2

2 ＋
u4
4 ＋ uvf，

从而得到
d2u
dχ2
＋ η c dudχ

－ V
u
＝ 0. （12. 2. 11）

如图12. 2. 1所示，这个方程相当于质量为1的粒子在势场－ V与摩擦系数η c
的作用下的运动方程.寻找该特征方程满足边界条件的解，相当于寻找一个摩

图12. 3 异宿轨道的势函数图解

擦系数值η c使粒子以零初始速度从u ＝
u －的位置出发，沿－ V（u）规定的路径到达
u ＝ u ＋处并正好在那里停止.特征值的唯一
性可以从如下基本考虑看出：如果摩擦系
数过大，粒子将没有能量到达u ＋点；而摩
擦系数过小，粒子到u ＋点后会保留一定动
能，因而不会停留在u ＋点上.这个问题可
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以转化为在二维相空间中求解异宿轨道问题.
考虑非线性特征方程

d2u
dt2
＋ c dudt ＋ f（u）＝ 0， （12. 2. 12a）

f（u）＝ － （u － u－）（u － u0）（u － u＋）， （12. 2. 12b）
u（ ∞）＝ u± . （12. 2. 12c）

其中u ＋ ＞ u0 ＞ u － .令u ＝ x，du ／ dt ＝ y，得常微分方程组
dx
dt ＝ y， （12. 2. 13a）
dy
dt ＝ － f（x）－ cy. （12. 2. 13b）

该方程有三个定态解：（x ＝ u －，y ＝ 0），（x ＝ u0，y ＝ 0）与（x ＝ u ＋，y ＝0）.利用线
性稳定性分析容易确定这三个不动点的类别分别为：鞍点，结点（或焦点），鞍
点.显然方程（12. 2. 12）的波前解对应于连接方程（12. 2. 13）的两个鞍点的一条

图12. 4 异宿轨道

异宿轨道，见图12. 4.在§ 5. 3的讨论中
我们知道，这条异宿轨道当控制参量c取
一特定值时才可能存在.能够求出方程
（12. 2. 13）鞍-鞍点异宿轨道的显式精确解
的例子并不多，但对应于方程（12. 2. 12a）
的问题，显式精确解是存在的.令

y ＝ K（x － u＋）（x － u－），
（12. 2. 14）

其中K是待定常数.上式两边对时间求导数，得
dy
dt ＝ Ky［（x － u＋）＋ （x － u－）］
＝ K2（x － u＋）（x － u－）（2x － u－ － u＋）.

代入方程（12. 2. 12b），得
K2（x － u＋）（x － u－）（2x － u－ － u＋）＋ cK（x － u＋）（x － u－）

＝ （x － u＋）（x － u0）（x － u－），
或

K2（2x － u－ － u＋）＋ cK ＝ x － u0 .
比较系数，得

2K2 ＝ 1，  － K2（u－ ＋ u＋）＋ cK ＝ － u0 .
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从而
K ＝
 
1
2
， c ＝
 
1
2
（u－ － 2u0 ＋ u＋）.

对式（12. 2. 14）积分，得方程（12. 2. 12）的解：
u ＝

u＋ ＋ u－ e
K（u ＋ －u －）t

1 ＋ eK（u ＋ －u －）t
.

  这类解非线性特征方程的方法还可以推广到更一般的方程形式.考虑下列
一类非线性特征方程：

d2u
dt2
＋ c dudt ＋ pu（1 － u

α）（uα ＋ q）＝ 0，
u（－ ∞）＝ 0， u（＋ ∞）＝ 1.

其中p，α为正常数，q是实数.令du ／ dt ＝ Ku（1 － uα），其中K是一待定常数.
于是

d2u
dt2
＝ K2［1 － （1 ＋ α）uα］u（1 － uα）.

代入方程并比较系数，得
K2 ＋ cK ＝ － pq，  K2（1 ＋ α）＝ p.

解得
K ＝ p

1 ＋ α
， － c ＝ p

1 ＋ α
［1 ＋ q（1 ＋ α）］.

对方程du ／ dt ＝ Ku（1 － uα）积分，得解
u（t）＝ eKt

（1 ＋ eαKt）1 ／ α .
  将上面的方法应用到解特征方程（12. 2. 11），得如下波锋速度c与变量v
在波锋上的值vf的关系

η c ＝
 
1
2
（u＋ － 2u0 ＋ u－）＝ － 32 vf . （12. 2. 15）

将式（12. 2. 8）与（12. 2. 15）结合得到波锋速度c随控制参量η，a1与a0变化的
隐式关系：

 2
3 η c ＝

c
2q2 c2 ／ 4 ＋ q 2

＋
a0
q2
. （12. 2. 16）

变换到初始自变量x，t，得
c ＝ 3c

 2 q2 c2 ＋ 4η2q 2
＋ c∞ . （12. 2. 17）
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这里c∞ ＝ 3a0 ／（ 2 q2）.
当a0 ＝ 0时，系统存在奇对称（u ＋，v ＋）＝ － （u －，v －）.这时c∞ ＝ 0.方程

（12. 2. 17）有静止波锋解c ＝ 0.对于所有的控制参量来说这个静止波锋解总是
存在.但是当控制参量低于临界值

η ＜ ηc ＝
3

 22 q3
时，另外两个解c ＝ ±2q η2c － η 2出现，它们代表一对向相反方向运动的波锋，
图12. 5（a）显示了这种叉形（pitchfork）分岔.这种波锋解的结构在分岔点附近
类似于平衡系统中的伊辛-布洛赫间隔相变，这就是固莱等人将此相变称为非
平衡伊辛-布洛赫相变的原因.这里伊辛-布洛赫波锋分别指静止与向相反方向
运动的波锋.

图12. 5 非平衡伊辛-布洛赫相变的分岔图

当a0≠0时，c∞≠0，（12. 2. 17）式没有解析解.此时波速c与控制参量η的
关系可用数值解得到.图12. 5（b）表示了这种情况下的一个典型分岔图.在这
种情况下当η ＝ ηc时，系统出现鞍-节点分岔而不是叉形分岔.临界点的位置比
a0 ＝ 0时靠后，在相变之前（η ＞ ηc）伊辛波锋也不再是静止的.但是这时仍将两
个向相反运动的波锋称为布洛赫波锋，将η ＞ ηc时的单一波锋称为伊辛波锋.

在参量空间（ε，δ）上，可以根据系统的行为将它分为伊辛波锋区与布洛赫
波锋区.其边界为：δ ＝ δF（ε）＝ η2c ／ ε.当a0 ＝ 0时，δF ＝ 9 ／（8q6ε）；当a0≠0时，该
边界线可以通过数值解求出.图12. 6（a）与（b）分别显示了a0 ＝ 0与a0≠0情况
下，非平衡伊辛-布洛赫相变的相图.

图12. 6 非平衡伊辛-布洛赫相变的相图
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§ 12. 3 横向失稳

横向失稳（transverse instability）是平面波锋在移动过程中由于横向微扰发
生的失稳.这个横向微扰通常是由于波锋速度的微小差别引起的.在双稳态系
统（12. 1. 1）中，当控制参量δ足够大时，系统的平面波锋态，不论是伊辛波锋还
是布洛赫波锋都可能发生横向失稳.横向失稳发生时，波锋上的一个横向微扰
可能随时间增加，最终导致平面波的解体与新的斑图态的产生.

分析横向失稳的关键，是研究波锋运动速度随波锋曲率的变化.在第十章
中曾经分析了可激发系统中螺旋波锋的稳定性.在可激发的BZ反应系统中，螺
旋波的法向速度可以近似地表达为cr ＝ c0 － Dκ.其中D为活化子的扩散系数.由
于D ＞0，根据§ 10. 3的讨论，它保证了BZ系统中的行波对于横向微扰的稳定
性.在双稳系统中，上面关系中的系数D不再简单地代表反应物的扩散系数，而
是与系统的控制参量有关.因此不能保证它的值永远为正值.当D ＜ 0时，波锋
就不再是稳定的.在下面两节中，可以看到这类横向失稳是系统从行波态到定
态斑图，或从螺旋波态转变到时空混沌态的一个重要原因.

为了研究横向失稳，先将系统（12. 1. 1）的固定坐标系变换为随波锋移动的
移动坐标系.应用§ 10. 3讨论的方法，方程（12. 1. 1）可以近似地表现成如下
形式：

d2u
dr2
＋ （cr ＋ κ）dudr ＋ u － u

3 － v ＝ 0， （12. 3. 1a）

δ d
2v
dr2
＋ （cr ＋ δκ）dudr ＋ ε（u － a1v － a0）＝ 0.    （12. 3. 1b）

其中κ（s，t）是波锋线曲率，cr是波锋的法向速度.将方程（12. 3. 1b）乘以系数
Δ ＝（cr ＋ κ）／（cr ＋ δκ），得

d2u
dr2
＋ （cr ＋ κ）dudr ＋ u － u

3 － v ＝ 0， （12. 3. 2a）

δ～ d
2v
dr2
＋ （cr ＋ κ）dudr ＋ ε～（u － a1v － a0）＝ 0.    （12. 3. 2b）

其中ε～ ＝ εΔ，δ～ ＝ δΔ.这个方程与行波方程（12. 1. 1）有完全相同的结构，两者的
关系为：cr ＋ κ→c，δ～→δ，ε～→ε.如果令波锋曲率κ ＝0，则将式（12. 3. 2）还原到
行波方程（12. 1. 1）.因此，由上一节推导出的波锋分岔公式，可以在此全盘照搬
过来用以描写波锋曲率对波锋速度的影响.利用式（12. 2. 17）并将该式中的波
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速c换成cr ＋ κ，η换成ηΔ，则可得到波锋法向速度cr与波锋曲率κ的隐式关系：
cr ＋ κ ＝

3（cr ＋ δ κ）
 2 q2［（cr ＋ δ κ）2 ＋ 4η2q2］1 ／ 2

＋ c∞ . （12. 3. 3）
方程（12. 3. 3）可以用来研究平面波对横向微扰的稳定性.为此假定波锋的曲率
足够小，以至于波锋的法向速度与波锋曲率的曲线可以用线性关系近似表达：

cr ＝ c0 － dκ ＋ O（κ2）. （12. 3. 4）
将上述关系去掉κ的高阶项后代入（12. 3. 3），得

c0 ＋ （1 ＋ d）κ ＝ 3［c0 ＋ （δ － d）κ］
 2 q2［（c0 ＋ （δ － d）κ）2 ＋ 4η2q2］1 ／ 2

＋ c∞ .

对上式右边第一项作κ的泰勒展开，
c0 ＋ （1 ＋ d）κ ＝ 3c0

 2 q2［c20 ＋ 4η2q2］1 ／ 2
＋ 3（δ － d）κ
 2 q2［c20 ＋ 4η2q2］1 ／ 2

－
3c20（δ － d）κ
 2 q2（c20 ＋ 4η2q2）3 ／ 2

＋ c∞ ＋ O（κ2）. （12. 3. 5）
从式（12. 2. 17）得

c0 － c∞ ＝
3c0

 2 q2（c20 ＋ 4η2q2）1 ／ 2
，

代入上式，得
1 － d ＝ （δ － d） c0 － c∞

c0
－
2q4（c0 － c∞）3

9c[ ]
0

， c≠ 0. （12. 3. 6）
令

α ＝ 1 －
c0 － c∞
c0

1 － 2q
4

9 （c0 － c∞）[ ]2 ， （12. 3. 7）
得到d是解析表示式：

d ＝ 1
α (＋ 1 － 1 )α δ. （12. 3. 8）

对于一个平面波锋态，条件d ＝0在ε-δ参量空间确定了波锋横向失稳的相变边
界线.

当a0 ＝ 0时c∞ ＝ 0，伊辛与布洛赫波锋失稳线都有解析式.对于伊辛波锋，
c0 ＝ 0.将c0 ＝ 0代入式（12. 3. 5），得

1 － d ＝ 3（δ － d）
 22 q3η

. （12. 3. 9）

在临界点有d ＝0， 22 q3η ＝3δ，因而伊辛失稳边界线为
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δI ＝
8
9 q

6ε. （12. 3. 10）
对于布洛赫失稳线，将c∞ ＝ 0代入式（12. 3. 7），得α ＝2q4c20 ／ 9.代入式（12. 3. 9）
并利用

c0 ＝ ± 2q η2c － η 2， η2c ＝ 98q6，
得在a0 ＝ 0时布洛赫波锋失稳线：

δB ＝
3

 2 2 q3 ε
. （12. 3. 11）

图12. 6（a）的δI（ε）与δ ±B（ε）的曲线表示了式（12. 3. 10）与式（12. 3. 11）在ε -δ参
量空间的形式.当a0≠0时，横向失稳的边界线可以用数值计算得出.图12. 6（b）
的δI（ε）与δ ±B （ε）曲线分别表示了它们的形式.注意在对称系统中，δ ±B （ε）是简
并的.在非对称系统中，布洛赫波锋横向失稳曲线不再是简并的，而δI（ε）与δ －B
（ε）变成简并的.

§ 12. 4 迷宫斑图

以上两节讨论的两种失稳机制，非平衡伊辛-布洛赫相变与横向失稳，提
供了了解双稳系统中波锋态演化为各类斑图的重要线索.在ε-δ参数空间中，
可以根据非平衡伊辛-布洛赫相变边界将空间分成三个区域：远离边界线的
伊辛波锋区，远离边界线的布洛赫波锋区，边界线附近的区域.本节讨论第一
种情况下系统斑图形成的可能性，下一节讨论后两种情况下系统的动力学
行为.

深入伊辛波锋区时，系统只存在单一类的波锋态，因此它不可能支持孤立
波或螺旋波，因为这些波要求波锋与波背向一个方向运动.这种情况在伊辛波
锋区是不允许的.但是在一些特定条件下稳定的定态斑图，如迷宫斑图可能在
伊辛波锋区发展起来.迷宫斑图的形成需要两个必要条件：（1）系统经历横向
失稳；（2）当两个波锋互相靠近时，它们之间会产生相互排斥作用.这种排斥作
用能够使波锋靠近的速度放慢以至最后停止，也就是说两个波锋不会因合并而
湮没.

当系统深入伊辛波锋区并经历横向失稳时，波锋的形状开始随机游走.指
状斑图不断从波锋线上产生出来.在指状斑图的指尖处，斑图分裂为两个指尖，
所有这些行为都可以用方程（12. 3. 4）很好地加以解释.当式（12. 3. 4）中的d小
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于零时，波锋的法向速度随波锋的曲率增加而单调变快，这样在大曲率波锋线
的区域，波锋运动速度加大，形成指状斑图.如果在指尖处存在微小的速度差，
这种差别将会越来越大，使指尖一分为二，图12. 7显示了这类迷宫斑图在双稳
系统（12. 1. 1）中形成的动力学过程.数值模拟实验中的控制参量为a1 ＝ 2. 0，
a0 ＝ －0. 1，处于深入的伊辛波锋区，并存在横向失稳，见图12. 6（b）.初始时，系统
有一条窄而直的u －状态区，这个区与其他区域的u ＋状态形成波锋（图12. 7（a））.
当在这条波锋线上加上一个横向微扰时，这些微扰被很快放大.在放大过程中
随机性的条状斑图逐渐形成，见图12. 7（b）.在条形斑图的转折点上指状图纹
不断生长出来（图12. 7（c）），并迅速增长，在指尖处指状图纹一分为二（图12. 7
（d），（e）），最后固定为如图12. 7（f）定态的迷宫斑图.

横向失稳的出现只是迷宫斑图形成的一个必要的条件.由图12. 7（f）可看
出，在最后形成的斑图中所有的u －区域（图中的亮区）都是相连结的.这说明在
波锋运动过程中两个波锋不会相互碰撞，原因是当两个波锋靠近时它们之间会
产生排斥作用.这种排斥作用使波锋在互相靠近到一定程度时停止.如果排斥
作用不存在，或波锋相互靠近的运动速度过大，两个波锋将在碰撞后湮没，模拟
中最终看到的是一个均匀态.

图12. 7 迷宫斑图形成过程

排斥作用产生的原因，是波锋上的变量v随着波锋之间的距离的缩短而产
生变化.从第二节的分析中知道，行波的运动方向与速度取决于波锋上变量v的
值vf .当vf ＞ 0时，波锋的运动使系统中u －的状态增加；当vf ＜ 0时，波锋的运动
使系统中u －的状态减小；当vf ＝ 0时，波锋是静止不动的.图12. 8显示当两波
锋逐渐靠近时变量u与v之间的空间分布情况.当两个互相靠近的行波距离很
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远时，可以把它们看成是相互独立的.这时在波锋上有vf ＞ 0.当两个行波逐渐
靠近时，由于v的扩散系数大于u的扩散系数（δ ＞1），在两个波锋之间的变量v
由于扩散作用而逐渐减少，波锋速度c随之下降.当vf值减少到c（vf）＝0时，系
统变为稳定的斑图态.

图12. 8 当两波锋逐渐靠近时系统变量的空间分布情况

迷宫斑图的波长可以通过如下分析得出.由方程（12. 1. 1）知道，系统的稳
定斑图态应该满足如下方程：

d2u
dx2
＋ u － u3 － v ＝ 0， （12. 4. 1a）

δ d
2v
dx2
＋ ε（u － a1v － a0）＝ 0. （12. 4. 1b）

以下着重讨论a0 ＜ 0的情况.这种情况意味着系统的伊辛波锋运动是向着u －状
态增大的方向进行的.在方程（12. 4. 1）中要寻找类似于图12. 7所示的稳定态
解.注意到两个稳定定态波锋将系统的空间分成三个区域：z≤zl，zl ＜ z ＜ zr与z
≥zr .其中zl，zr分别为两个波锋的位置.首先看远离波锋位置的外区.做坐标变
换z ＝ μx，μ ＝ ε ／ δ《1，令μ ＝0，并取a1足够大，以至于｜ vl ｜《1，u ± ＝ ± 1 － v ／ 2，
u0 ＝ v ／ 2（见第二节）.这样在一、三区域中方程（12. 4. 1b）可近似为

d2v
dz2
－ q2v ＋ q2v－ ＝ 0， （12. 4. 2）

其边界条件为
－ ∞ ＜ z≤ zl： v（z→－ ∞）＝ v－， v（zl）＝ vl；
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zr ≤ z ＜ ∞： v（z→ ∞）＝ v－， v（zr）＝ vr .
其中q2 ＝ a1 ＋ 1 ／ 2，v ± ＝（±1 ＋ a0）／（a1 ＋ 1 ／ 2），vl与vr的值待定.第三个区域满
足方程

d2v
dz2
－ q2v ＋ q2v＋ ＝ 0， v（zl）＝ vl， v（zr）＝ vr . （12. 4. 3）

方程（12. 4. 2），（12. 4. 3）的解分别为
v（z）＝（vl － v－）eq（z－zl） ＋ v－， z≤ zl， （12. 4. 4）
v（z）＝（vr － v－）e －q（z－zl） ＋ v－， z≥ zr， （12. 4. 5）
v（z）＝ 1

sh（qΛ）｛（vr － v＋）sh［q（z － zl）］
－ （vl － v＋）sh［q（z － zr）］｝＋ v＋， zl ＜ z ＜ zr .

（12. 4. 6）
其中Λ ＝ zr － zl，它对应于迷宫斑图的波长.三个解在zl，zr处应有平滑连结，即
它们的对z的导数分别在zl 与zr 处相等.利用这个限制条件可以得到如下
关系：

vl ＝ vr，
ch（qΛ）－ csch（qΛ）＝ vr － v－v＋ － v－

. （12. 4. 7）
方程（12. 4. 7）仍然有一个待定值vr .这个待定值需要通过分析以zl，zr为中心的
波锋内区得到.回到方程（12. 4. 1），令μ ＝0，得

d2u
dx2
＋ u － u3 － vr ＝ 0. （12. 4. 8）

此方程对应于方程（12. 1. 5）中c ＝ 0的情形.因此有vr ＝ 0.将此结果代入方程
（12. 4. 7）解出Λ：

Λ ＝ － 1q ln（－ a0）. （12. 4. 9）
还原到原坐标系中，迷宫斑图的波长可以近似地表示为

λ ＝ 2Λ ／ μ ＝ 2Λ（δ ／ ε）1 ／ 2 . （12. 4. 10）
此分析方法对a0 ＞ 0的情况同样适用，其结果在式（12. 4. 9）中将－ a0 变为a0
即可.

由式（12. 4. 9）知迷宫斑图的波长随μ － 1 ＝ δ ／ ε的减小而减小.很显然如果
波长减小到与波锋宽度相同的数量级μ1 ／ 2，迷宫斑图就会因波锋相撞而解体.因
此系统存在一条迷宫斑图的相变线μ － 1st ＝ δ ／ ε，在分界线以下迷宫斑图消失.令
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人注意的是，如果用线性稳定性分析研究系统（12. 1. 1），可以得到类似的图灵
分界线：

μ －1tu ＝ 2 － a1 ＋ 2（1 － a1）1 ／ 2， （12. 4. 11）
ε ＞ 1 ／ a1 .

μst与μtu的值在一般情况下并不相等.但两条分界线在ε-δ参量空间中是并行
的，并且很相似.从第八章的分析知道，图灵斑图是由系统的单一定均态解失稳
引起的.而在这里系统有两个定均态解且都是稳定的.系统（12. 1. 1）中两类相
变边界的相似性是偶然巧合，还是有某种内在联系，对此到目前为止还没有肯
定的结论.

§ 12. 5 螺旋波与振荡斑点

当控制参量远离非平衡伊辛-布洛赫相变边界并深入布洛赫波锋区时，两
个稳定的布洛赫波锋会同时存在.由于系统（12. 1. 1）存在x→ － x对称，对于一
个由（u －，v －）状态跃迁到（u ＋，v ＋）状态的波锋，它可能伴随着一个由（u ＋，v ＋）
状态跃迁到（u －，v －）状态的波锋.第二个波锋被称为第一个波锋的波背.注意
这里波锋、波背是一对布洛赫行波.在一定初始条件下，这一对布洛赫波组成一
个（u ＋，v ＋）状态的孤波.

现在具体地讨论一下a0 ＜ 0的情形.当波锋、波背相距很远时，它们的运动
速度cf，cb分别由vf ＝ v －，vb ＝ v ＋决定.这里cf，cb，vf，vb分别是波锋、波背的速度
与变量v在波锋、波背上的值.当a0 ＜ 0时，｜ cb（v ＋）｜ ＞ cf（v －），即波背的行进速
度大于波锋的行进速度.然而，当波背、波锋由于速度差而相互靠近时，波锋、波
背之间的区域中的变量v由于扩散而外流，这使得vb值下降，波背速度放慢.当
二者的距离窄到一定程度时，vb下降到｜ cb（v ＋）｜ ＝ cf（v －）的位置.这时波锋、波
背之间距离不再继续缩小.系统稳定在孤立行波上.孤立行波的宽度可以应用
上节讨论过的方法求出：

λ ＝ xf － xb ＝
c
εq2 (ln v＋ － vfv＋ － v )

b
， （12. 5. 1）

而vb可以通过式（12. 1. 7）与下面关系共同求出：
－ c（vb）＝ c（v－）＝ c. （12. 5. 2）

如果在孤立行波上引入一个点缺陷，系统就会形成一对螺旋波，见第十章.由图
12. 6可知，在远离非平衡伊辛-布洛赫相变边界的布洛赫区中，系统对横向微扰
是稳定的.所以在这个区域我们看到的是稳定的、双稳型的螺旋波斑图态.
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图12. 9 行波波速与曲率的关系

当控制参量移向伊辛-布洛赫相变边界时，系统开始呈现复杂的动力学行
为.如振荡斑点、斑点分裂与复制和缺陷湍流态.了解此类复杂动力学机制的关
键，是波锋速度c与波锋曲率κ之间的非线性关系.图12. 9显示了由（12. 3. 3）式
决定的三种典型的c -κ曲线.当系统深入伊辛区时，曲线是单值的，见图12. 9（a）.
此时由于c对κ的导数是正值，系统会经历横向失稳，并在一定条件下产生迷
宫斑图，见上节.当系统深入布洛赫区时曲线显出多重态.但在一个很大的曲率
值范围内，多重态之间并不相连结，见图12. 9（c）.由于c对κ的导数都是负值.
在这种情况下系统不会出现横向失稳.一般来说在这个区域系统表现的是稳定
的螺旋波态.在非平衡伊辛-布洛赫相变点附近，c-κ曲线出现S形的多重态，而
且多重态之间是相联结的，见图12. 9（b）.

这种S形多重态的出现，使得当波锋曲率κ由波锋运动而变化时，可能会
逐渐接近S形多重态的端点，并在端点处从多重态的一个分支，跳跃到另一个
分支.这种跳跃将引起波锋运动速度与方向的剧烈变化，从而引发新的时空斑
图态，如振荡斑点态的产生.如果这种跳跃是局部性的，它会导致缺陷的产生，
引发斑点分裂为特征的缺陷湍流.

首先考虑在非平衡伊辛-布洛赫相变点附近，振荡斑点产生的可能性.假设
在一个二维系统中系统的初始状态是一个由（u －，v －）状态组成的圆盘.在圆盘
的区域外，系统处在（u ＋，v ＋）状态上.在远离非平衡伊辛-布洛赫相变边界的伊
辛区内，波锋的速度与曲率关系是单一的，见图12. 9（a）.这时系统可能出现定
态圆盘斑图.圆盘的半径为R ＝1 ／ κ，由cr（κ0）＝0决定.由于速度与曲率关系的
斜率是正的，这个定态圆盘斑图对径向均匀的扩张或收缩扰动是稳定的.但对
横向微扰是不稳定的.当系统从伊辛区接近相变边界时，速度曲率关系开始变
为S形多重态，并且其斜率在cr ＝ 0时变为负值，见图12. 9（b）.这时对于径向
均匀的扩张与收缩型扰动系统不再是稳定的，振荡型（或叫呼吸型）圆盘态出
现.现在看一下振荡型圆盘态是怎样形成的.注意当圆盘扩张时系统是在S形
曲线的上支（图12. 9（b））.随着圆盘的扩张波锋的半径增加，曲率减小.当波锋
曲率减少到对应于S形曲线上支的顶点时，系统跳跃到曲线的下支，见图12. 9
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（b）.在曲线的下支cr ＜ 0，圆盘由扩张变为收缩，波锋曲率随之由减小变为增
加.当波锋曲率增加到对应于S形曲线下支的顶点时，系统重新跃回到曲线的
上支，此时圆盘停止收缩而开始扩张.这种圆盘收缩与扩散的交替运动构成系
统的振荡斑点态.

对于径向非均匀的扩张、收缩运动，系统是不稳定的.为了说明这一点，让
我们看一下初始条件为一椭圆盘的斑图发展，见图12. 10（a）.当椭圆领域扩张
时，椭圆形波锋面上比较平滑的部分首先达到S形曲线上支的尽头，因而在这
些区域的波锋运动方向开始逆转.两个波锋开始彼此相互靠近，碰撞，并湮没.
见图12. 10（b）.这个过程将初始的椭圆盘斑图一分为二，见图12. 10（c），二分
为四，见图12. 10（d），……，系统的渐近态是无规律的、互不相连的（u ＋，v ＋）状
态斑点的集合.斑图近似于定态.但斑点振荡运动的残迹，还是经常可以从每个
斑点在它平衡位置附近的扩张与收缩运动中观察到.由于斑点的径向均匀性在
一般情况下是很难保证的，所以系统的斑点振荡运动除个别情况外（详见后）都
会逐步发展到这种无序的斑点集合.

图12. 10 斑点态的分裂过程

当系统从布洛赫区接近非平衡伊辛-布洛赫相变边界时，系统的双稳型螺
旋波可能失稳.这时，点缺陷可能从螺旋波锋的分裂中产生出来.每个点缺陷都
自组织形成以它为中心的螺旋波，其结果是缺陷湍流.当δ足够大时，横向失稳
是缺陷湍流产生的主要动力.当δ不够大时，点缺陷产生的原因是系统的平衡
伊辛-布洛赫相变.后者的情况近似于上面讨论的斑点分裂过程，但向相变点趋
动的具体过程有所不同.图12. 11显示当δ很小时，系统中缺陷湍流态的发展
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过程.当螺旋波不断向外扩张时，系统跳向布洛赫波锋的另一支，因而波锋运动
方向逆转，根据上面讨论的过程，波锋破裂，点缺陷产生.这个过程的重复出现
使系统的产生出许多螺旋波中心.从总体上看系统呈现缺陷湍流态.
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图12. 11 螺旋波的破裂过程

  由以上的分析可以将双稳系统中斑图形成的过程作一个推广.双稳系统中
斑图形成的一个重要原因，是系统伴随着一些内变量的变化经历非平衡伊辛-
布洛赫相变.在以上的分析中，内变量为波锋的曲率.但内变量也可能是另外一
些因素，例如外场的影响，系统的非均匀性，波锋到系统边界的距离等等.如果
当系统的控制参量选在非平衡伊辛-布洛赫相变边界附近，而这些影响的效应
又足够大，波锋速度与这些变量的关系就会出现如图12. 9 （b）所示的S形多重
态.假设系统的这些内变量（如波锋到系统边界的距离）随着波锋的运动总是向
S形曲线的转折点方向前进，系统就会自组织形成一些有序或无序、定态或动态
的斑图.

图12. 12表示费兹胡-纳古莫模型中波锋速度c随波锋到系统边界距离d
的变化关系.系统的初始条件为由（u －，v －）状态组成的圆盘.波速的正方向对
应于圆盘缩小的方向.当系统处在伊辛区内并远离非平衡伊辛-布洛赫相变边
界时，c -d关系是单一的减函数，见图12. 12（a）.这时系统有稳定的圆盘定态斑
图.其波锋离系统边界的距离d ＝常数.在相变边界附近，c与d的关系变为S形
曲线.当圆盘扩张时，系统在S形曲线的下分支.随着圆盘的扩张，波锋离系统
边界的距离d减小.在曲线转折点处系统跳向S形曲线的另一分支.这时波锋
转变运动方向，圆盘由扩张变为收缩，波锋离系统边界的距离也随之增大.这种
运动在系统达到S形曲线的另一转折点时逆转.总的结果是系统自组织形成振
荡斑图态.见图12. 12（b）.在远离非平衡伊辛-布洛赫相变边界的布洛赫区，系
统的波锋被锁定在布洛赫波锋的上分支上.在这种情况下c总是大于0，波锋运
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动使圆盘不断缩小，最后消失，所以对应的状态为均匀的（u ＋，v ＋）状态.

图12. 12 系统边界效应引起的振荡斑点

§ 12. 6 双稳系统中斑图的实验观察

典型的双稳系统的斑图形成实验是在FIS反应系统中进行的［94，95］.在全混
釜反应器中，当FIS系统中的Fe（CN）－ 46 的浓度足够小时，系统是双稳态.实验
证明这个双稳态的两个分支，即氧化分支与还原分支都是稳定的.将此反应条
件应用于开放型二维空间反应器，可以观察二维空间中双稳系统的斑图形成过
程.与CIMA和BZ反应实验不同，在此实验中，所有反应物都是从反应媒介（直
径为20 mm，厚度为0. 2 mm的聚丙烯酰胺圆盘）的一面经扩散进入反应媒介
的，反应物首先经化学泵打入一个全混釜反应器，充分混合后经扩散进入反应
媒介.实验系统的一个重要控制参量是反应物在全混釜中的平均停留时间，另
一控制参量是Fe（CN）－ 46 的浓度，后者决定双稳态的稳定性.系统的可测量变量
是Fe（CN）－ 36 的相对浓度.它在光波长420 nm处有一个强的吸收率峰.当系统
处在还原态时Fe（CN）－ 46 占多数，系统在420 nm是透明的；当系统处在氧化态
时Fe（CN）－ 36 占多数，系统在420 nm处是不透明的.
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双稳系统的斑图形成决定于系统的初始条件.如果系统的初始条件是均匀
的，则不论它是空间均匀的氧化态，还是空间均匀的还原态，系统都是稳定的.
为了观察这个双稳系统从空间均匀态演变为化学斑图的过程，在初始时需要在
系统中制造出一个化学锋面.在实验中这个过程可以用强紫外光照射系统局部
完成（反应系统对紫外光有光敏性），也可以让全混釜中的搅拌停止几秒钟.对
于后者，由于停止搅拌使得反应媒介的边界条件变得不均匀，从而引发化学波
锋的形成.如果系统不存在斑图形成的动力学机制，如非平衡伊辛-布洛赫相变
或横向失稳，当化学锋产生以后，它会自发地向系统边界运动，随后消失在边界
上.在一些特定的反应条件下，初始时制造的化学波锋会经历横向失稳或非平
衡伊辛-布洛赫相变；这时系统自组织形成各类斑图.

当Fe（CN）－ 46 的入口浓度很低时，系统可能形成迷宫斑图.图12. 13是实验
观察到的化学波锋经历横向失稳而形成迷宫斑图的过程.这里黑色表示系统在
氧化态上，白色表示系统在还原态上.化学波锋的运动方向是由氧化态侵入还
原态.当化学波锋被制造出来后，波锋线上的扰动被很快地放大，1小时后原扰
动点（黑色斑图突出部分）形成几个指状斑图，这说明波锋速度随波锋曲率的增
加而增加. 1. 5小时后指状图形在指尖处分裂，分裂后的图纹继续发展.最终系
统稳定在迷宫斑图上，以后斑图不再随时间变化.迷宫斑图的稳定性可以通过
对斑图做一个大的扰动来探测.在系统的中心部分用强紫外光照射数秒钟，将
使被照射区域内的斑图消失.当扰动停止后的两小时之内，系统在扰动区又会
自组织形成迷宫斑图，虽然新的斑图与扰动前的斑图并不一样，但它们有一样
的特征尺度.在斑图动力学意义上可以认为是等同的.与图12. 7的数值模拟比
较证实，实验与理论定性吻合.图12. 14给出波锋彼此靠近时的一个实验观察.
当两个波锋互相靠近至大约0. 4 mm时，化学波停止运动，在局部变为定态.这
证明当波锋相互靠近时波锋之间存在排斥作用.从第四节的分析中知道，迷宫
斑图形成的必要条件有三个：伊辛波锋、横向失稳、波锋之间的排斥作用，FIS
反应实验证明这个论断是正确的.

图12. 13 实验中观察到的迷宫斑图形成过程（h：小时）
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图12. 14 实验中观察到的两个波锋相互靠近时的行为

图12. 15（a）是实验中得到的斑图形成的分岔图.控制参量是化学反应物进
入全混釜的流量，它反比于反应物在全混釜的平均停留时间.从图12. 15（a）知，
如果系统的初始状态为均匀态，则不论怎样改变控制参量，系统始终保持在均
匀态上.当反应物流量超F6 时，系统从均匀的氧化态变为均匀的还原态；当流
量低于F2时，系统从均匀的还原态跳跃到均匀的氧化态.当反应物流量控制在
F3与F4之间时，如果通过扰动在系统中引入一个化学波锋线，它将发展成如图
12. 13所示的迷宫斑图.当反应物流量在小于F1或大于F5时，迷宫斑图会逐渐
消失，图12. 16给出实验观察到的一个斑图的消失的过程.此时反应物流量由
小于F5跳跃到大于F5 .

图12. 15 FIS系统的分岔图

图12. 15（b）是对反应扩散系统（7. 2. 3）进行数值模拟得到的相变图.我们
看到在低流量区，实验与模拟有一定相似性.说明模型（7. 2. 3）在此区域定性地
反映了FIS反应的动力学机制.但二者之间在高流量区有显著不同.最明显的
不同之处在于当控制参量，即反应物流量增加时，数值模拟显示斑图消失后系
统变为均匀氧化态，而实验表示斑图消失后系统变为均匀还原态.
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图12. 16 迷宫斑图的消失过程

图12. 17 FIS系统中的螺旋波斑图

  如果增加Fe（CN）－ 46 的入口浓度，在实验中将观察到双稳系统中的螺旋波
态，见图12. 17（a）.按照上节所述的理论，螺旋波的产生说明系统由伊辛波锋态
变为布洛赫波锋态.这时如果调节反应物的入口流量，螺旋波的波锋会因破裂
而产生出点缺陷来，见图12. 17（b）.此时系统从螺旋波态向缺陷湍流态过渡.
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由图12. 17（b）可知波锋之间的作用还是排斥性的.这种排斥作用使螺旋波锋
的曲率在碰撞点附近发生变化，从而促使伊辛-布洛赫相变的发生.正如上节所
讨论的那样，这种相变会引起点缺陷的不断产生，使系统进入缺陷湍流态.

继续增加Fe（CN）－ 46 入口浓度系统呈现斑点自复制过程.图12. 18是这个
过程的一个实验观测.系统的背景是氧化态，还原态斑点由外界扰动（紫外光照
射，停止全混釜搅拌）获得.一旦系统中出现斑点，这些斑点就会自我维持，在
斑点不断长大的过程中，波锋比较平滑的部分首先改变运动方向，使斑点分裂
成两个子斑点.新形成的子斑点开始时取收缩运动.如果它的占有面积小于一
个临界值（1. 2 mm），或它被挤在许多斑点的包围之下，收缩运动会使斑点湮没.
如果新形成的斑点足够大，并处在一个相对宽松的环境中，它将在经过短暂的
收缩后扩张，并在扩张中重新分裂.在图12. 18中，斑点之间互相拥挤但始终避免
接触，每个斑点的湮没或成长都受其邻近斑点的影响.一般来讲相邻斑点的生长
方向垂直于两斑点中心间的连线，每个延伸了的斑点分裂成两个子斑点.在偶然
情况下一个斑点会分裂成三个或更多的子斑点，但以一分为二的过程最为普遍.

图12. 18 FIS系统中的螺旋波斑图

从实验中观察到的斑点自复制过程与上节讨论的机理完全吻合，证明系统
中波锋速度与波锋曲率之间存在S形多重态.由于在实验数据中存在噪声，而
这些噪声在求导数时会被放大很多，现在还没有找到一种合适的数据处理方
法，从实验数据中计算出波锋速度与波锋曲率之间的多重态关系.图12. 19是
系统局部区域中一个斑点的自复制过程.容易看出当波锋曲率低于某临界值时
波锋运动转向.同时，比较斑点分裂前后波锋的运动方向可知，对于同一曲率系
统可能存在两种不同的运动方向与速度，这个观察定性地支持上节讨论中得到
的斑点自复制机理.
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图12. 19 FIS系统中的斑点自复制过程

在实验中我们也观察到振荡斑点态，见图12. 19.这类振荡斑点态产生于波
锋速度在非平衡伊辛-布洛赫相变边界附近，由于边界条件而引起的多重性.这

图12. 20 FIS系统中的振荡斑点

种效应在上节的末尾处有过讨论.在实验
中，当反应物流量小于临界值时，系统的圆
盘状斑图是稳定的，且不随时间变化.当反
应物流量超过临界值时圆盘开始做扩张-
收缩振荡.在临界点附近圆盘振荡的振幅
（圆盘最大半径与最小半径之差的二分之
一）与控制参量到临界点的距离（F － Fc）
呈平方根关系，A∝（F － Fc）1 ／ 2，说明相变
过程是霍普夫分岔.从上节的理论可以证
明系统从稳定圆盘状态到振荡圆盘状态变
化时的确经历霍普夫分岔.
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第十三章 化学法拉第斑图

到目前为止，在反应扩散系统中由实验观测到的斑图自组织现象，按其自
组织行为及产生条件可以被分为五类：第一类为图灵斑图.本书在第八、第九章
中对图灵斑图的自组织形成与动力学行为，从理论到实验两方面作了比较详细
的介绍.第二类为可激发系统中的行进波.第三类为振荡系统中的相波.对于这
两类化学波的动力学行为，本书在第十、十一章通过对螺旋波的研究在理论与
实验上作了介绍.第四类为在双稳系统中由伊辛-布洛赫相变或横向失稳引发
的定态、动态斑图.这类斑图的形成机制我们在上一章中作了分析.本章介绍最
后一类化学斑图，化学法拉第斑图.

化学法拉第斑图起源于外力对反应扩散系统做周期性的扰动.当系统处在
霍普夫分岔附近，并受到一个小的空间均匀的周期外力扰动时，如果扰动频率
大约二倍于系统本征频率，系统会自组织形成一类驻波斑图.此类由次谐波共
振（sub-harmonic resonance）自组织形成的斑图是在一百多年前由法拉第首先发
现的，因而被称之为法拉第斑图.法拉第斑图首先是在流体中观察到的.在一个
很浅的盘子中充满流体，当盘子通过外力的影响作上下振动时，如果振荡频率
大约二倍于流体的本征频率，流体所产生的波浪呈驻波状态，驻波振幅的空间
分布不随时间变化，表现为条形、正方形或六边形定态斑图.本书第七章的图7.
1（c）就是流体中观察到的一个法拉第斑图的例子.化学法拉第斑图是通过对反
应扩散系统作外力扰动而形成的.本章介绍化学法拉第斑图的形成，并通过对
其自组织机理的探讨分析外力对系统自组织行为的影响.

§ 13. 1 振荡系统的波锋

首先考察在周期外力扰动下一个周期振荡子的动力学行为.以范德坡振荡
子为例：

d2u
dt2
＋ ω20u ＝ ε（2μ － u2）dudt ＋ fcos（ωe t）. （13. 1. 1）

方程右边最后一项是周期外力扰动项.如果扰动频率ωe 与振荡子的本征频率



ω0之比是一个无理数，则外力扰动不会与系统产生共振.振荡子的振幅方程可
以利用多重尺度微扰分析得出.令

u ＝ u0 ＋ εu1 ＋…，  d
dt ＝


t
＋ ε T

， （13. 1. 2）
代入方程（13. 1. 1）并按ε的幂级数将方程分开，得第0阶：

2u0
t2
＋ ω20u0 ＝ fcos（ωe t）. （13. 1. 3）

解得
u0 ＝ A（T）eiω0t ＋ c. c. ＋ f

ω20 － ω
2
e
cos（ωc t）. （13. 1. 4）

第1阶：
2u1
t2
＋ ω20u1 ＝ （2μ － u20）u0t － 2

2u0
tT
. （13. 1. 5）

将解（13. 1. 4）代入式（13. 1. 5），并应用弗来得霍姆可解性条件，得到下面的振
幅方程：

dA
dT ＝ ξA －

1
2 A

2A， ξ ＝ μ － (14 f
ω20 － ω

2 )
e

2
. （13. 1. 6）

由方程（13. 1. 6）可以得到这样的一般性结论：在一个振荡子受到外力周期扰
动时，如果外力扰动与系统不发生共振，则：（1）扰动使系统的霍普夫分岔推迟
发生，推迟的程度与扰动振幅的平方成正比.（2）在一级微扰近似下，外力不会
引起系统本征振荡行为的锁相.也就是说，系统本征振荡仍然满足时间平移不
变性.在振幅方程中，系统满足A→Aeiθ不变性.这里θ是一个任意常数.

下面考虑外力周期扰动与系统存在共振的情况.令ωc ＝ ω0 ＋ εδ，f ＝ εF.方
程（13. 1. 1）变为

d2u
dt2
＋ ω20u ＝ ε（2μ － u2）dudt ＋ εFcos（ω0 ＋ εδ）t. （13. 1. 7）

仍然用式（13. 1. 2）的形式做微扰展开，得第0阶的解为
u0 ＝ A（T）eiω0t ＋ c. c. （13. 1. 8）

在ε幂级数的第1阶，方程变为
2u1
t2
＋ ω20u1 ＝ （2μ － u20）u0t － 2

2u0
tT

＋ Fcos（ω0 ＋ εδ）t.
（13. 1. 9）

应用弗来得霍姆可解性条件得到下面的振幅方程：
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dA
dT ＝ μA －

1
2 A

2A － iF4ω0
ei δT. （13. 1. 10）

令A ＝ Bei δT，振幅方程变为
dB
dT ＝ （μ － δ）B －

1
2 B

2B － iF4ω0
. （13. 1. 11）

振幅方程的基变为以外力扰动为频率的正弦振荡：
u0 ＝ B（T）eiωct ＋ c. c.

从方程（13. 1. 11）看到，在外力周期扰动与系统发生共振时外力扰动不使系统
的霍普夫分岔推迟发生.由于振幅方程（13. 1. 11）的右边出现了一个常数项，方
程的B→Beiθ对称不复存在.它对应于系统的时间平移对称性破缺：原来的t→
t ＋ t0的对称性变为比较低的t→t ＋ nTe对称，这里Te为外力扰动的周期.

现在来一般性地探讨一下当一个临近霍普夫分岔的物理系统在受到周期
性外力扰动时的情况［96］.设扰动的频率有如下形式：

ωe ＝
n
m（ω0 － ν）， （13. 1. 12）

这里ωe与ω0分别为外力的扰动频率与系统的本征频率；ν是对本征频率的一
个小的偏离，称之为频率调制；n与m是正整数，n ／ m是不可约分数.周期外力
的出现降低了系统的时间平移对称，使得它由原来的连续性时间平移不变，转
化为间断的时间平移不变：t→t ＋ kTe，这里k是一正整数，Te 是外力的扰动周
期.在这种情况下系统的动力学行为应该满足如下关系：

c（r，t）＝ c（r，t ＋ kTe）. （13. 1. 13）
在临近霍普夫分岔时系统的变量可以表示为

c ＝ c0 ＋ Ae
i（ω0－ν）t ＋ c. c.

将平移不变性（13. 1. 12）代入上式，得
c ＝ c0 ＋ Ae

i（ω0－ν）（t ＋kTe） ＋ c. c.

＝ c0 ＋ A
i（ω0－ν）kTeei（ω0－ν）t ＋ c. c.，

所以在振幅方程上应有如下不变性：
A→ Aei（ω0－ν）kTe . （13. 1. 14）

将式（13. 1. 12）代入式（13. 1. 14），振幅方程的不变性可以变为
A→ Aei2πmk ／ n . （13. 1. 15）

利用§ 8. 2介绍的对称性分析方法，容易得到满足（13. 1. 15）的振幅方程：
dA
dt ＝ （μ ＋ iν）A ＋ （1 ＋ iα）

Δ2A － （1 ＋ iβ） A 2A ＋ γnA
－ n－1 .

（13. 1. 16）
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方程右端前三项构成金兹堡-朗道方程的右端.最后一项是由周期外力引起的，
其强度正比于外力振幅的m次方.当外力振幅为零时，这个方程回到金兹堡-朗
道方程的形式.从§ 8. 5最后的分析中知道，如果A ～ ε，则方程（13. 1. 16）的左
边与右边前三项的量级都为ε3 .由此可以将外力扰动分为两类：当n≤0时外
力扰动的量级小于或等于ε3，因而系统与外力存在强共振，它将对系统的动力
学行为有重大影响.当n ＞4时外力扰动的量级大于ε3，系统与外力只存在弱共
振，它对系统的动力学行为没有决定性影响.

令A ＝ Reiφ，方程（13. 1. 16）的定态解满足如下方程：
μR － R3 ＋ γnR

n－1cos（nφ）＝ 0， （13. 1. 17a）
νR － βR3 － γnR

n－1 sin（nφ）＝ 0. （13. 1. 17b）
消去式（13. 1. 17）中的φ得

γ2n ＝
（R2 － μ）2 ＋ （ν － βR2）2

R2（n－2）
. （13. 1. 18）

由式（13. 1. 18）解出R后代入（13. 1. 17）可以计算出φ值.计算式（13. 1. 17）将
得到n个解，它们之间相差2π ／ n相位角.

以上是根据对称性原则分析外力对临近霍普夫分岔的系统的影响.下面研
究一个具体系统.为了把讨论集中到分析法拉第斑图的形成上，分析中只考虑
n ＝2，m ＝1的情形.

§ 13. 2 钟摆模型

为了简单起见，首先分析一个简单的机械振荡系统.考虑一长度为l，质量
为m的钟摆，在钟摆的上端点有一外力，使其产生一个小的上下周期运动
δcosωt.这种运动可以类比于打秋千，经验告诉人们，在打秋千时为了使秋千振
幅最大，每一个周期要施加两次力.以钟摆偏离垂直线的角度θ做变量，钟摆的
运动方程为

d2θ
dt2
＋ gl （1 ＋ δω

2cosω t）sinθ ＝ 0. （13. 2. 1）
这里假定δω2《1.令ω20 ＝ g ／ l，ε′ ＝ δω2，并做如下无量纲变换：t→ω0 t，ω→ω ／ ω0，
方程（13. 2. 1）变成

d2θ
dt2
＋ （1 ＋ ε′cosω t）sinθ ＝ 0. （13. 2. 2）

现在令外力扰动频率大致二倍于系统本征频率，即ω ＝ 2（1 － ν），其中ν为一个
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小的频率调制量，并在方程中加入阻尼项，得到如下方程：
d2θ
dt2
＋ 2γ dθdt ＋ ［1 ＋ ε′cos2（1 － ν）t］sinθ ＝ 0. （13. 2. 3）

这里2γ是系统运动的阻尼系数.该方程被称为马修（Mathieu）方程.由于方程
中外力干扰项和非线性项都很弱，我们可以对上一方程寻求微扰解. 假定系统
中存在两个时间尺度t，ε2 t，以此为基础的微扰分析是多重尺度分析.令T为一
个长时间尺度，T ＝ ε2 t，并对控制参量作如下标度变换：ε′ ＝ ε2ε～，γ ＝ ε2γ～，ν ＝
ε2ν～ .这里ε～，γ～，ν～为O（1）.令θ ＝ x，dθ ／ dt ＝ y并将变量与自变量按ε幂级数的
不同阶进行分解

(
：

)xy ＝ (ε x1y )
1
＋ ε (2 x2y )

2
＋ ε (3 x3y )

3
＋…， d

dt ＝

t
＋ ε2 T

.

（13. 2. 4）
代入方程（13. 2. 3），

(
得


t
＋ ε2  )T (ε x1y )

1
＋ ε (2 x2y )

2
＋ ε (3 x3y )

3
＋[ ]…

  (＝ 0
－ 1
 )10 ＋ ε (2 0

－ ε～ cos2（1 － ν）t 
0
－ 2γ )[ ]～

· (ε x1y )
1
＋ ε (2 x2y )

2
＋ ε (3 x3y )[ ]

3

＋ ε3
0
1
6 x

 
  
 

 
  
 
3
1

＋ O（ε5）.

（13. 2. 5）
根据多重标尺度分析的程序，按ε幂级数的不同阶对方程（12. 2. 3）进行分解，
第1阶为


 (t
x1
y )
1

(＝ 0
－ 1
 ) (1
0

x1
y )
1
. （13. 2. 6）

其解的形式为

(
：

x1
y )
1

(＝ 1 )i A（T）eit ＋ c. c.， （13. 2. 7）
其中A为系统振荡的振幅，它的动力学行为由高阶微扰方程决定.第2阶：


 (t
x2
y )
2

(＝ 0
－ 1
 ) (1
0

x2
y )
2
.

由于上一方程的解与（13. 2. 7）相同，可以令其解为0.第3阶：

t (－ 0

－ 1
 )[ ] (1
0

x3
y )
3
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  ＝ － 
 (T
x1
y )
1

(＋ 0
－ ε～ cos 2（1 － ν）t 

0
－ 2γ ) (～

x1
y )
1
＋

0
1
6 x

 
  
 

 
  
 
3
1

.

（13. 2. 8）
将式（13. 2. 7）代入式（13. 2. 8），得


t (－ 0

－ 1
 )[ ] (1
0

x3
y )
3
＝ － A
 (T 1 )i eit

  ＋
0

－ ε
～

2 A
－（e － i（3－2ν）t ＋ ei（1－2ν）t）

 0
－ 2γ～ ei

 
  
 

 
  
 
t
1( )i

  ＋
0

1
6 A

3ei3t ＋ 12 A
2Aei

 
  
 

 
  
 
t . （13. 2. 9）

应用弗来得霍姆可解性条件，即方程（13. 2. 9）右半部的函数必须垂直于方程
（13. 2. 9）左半部共轭算子所规定的零特征向量.在此问题中，这个特征向量是

（x＋，y＋）＝ （1，－ i）e － it ＋ c. c.
将上式左乘（13. 2. 9）式右边并运用弗来得霍姆可解性条件，得到关于A的振幅
方程：

dA
dT ＝ － γ

～ A ＋ i4 ε
～ e －2iν tA－ － i4 A

2A. （13. 2. 10）
做变换A→Aeiν t ＝ Aei ν～ T，代入（13. 2. 10）得振幅方程

dA
dT ＝ （－ γ

～ ＋ iν）A ＋ i4 ε～ A
－ － i4 A

2A. （13. 2. 11）
而原方程在θ ＝0

(
附近的近似解变为

)xy ＝ (ε 1 )i A（T）ei（1－ν）t ＋ c. c.
  如果考虑由这样的钟摆组成的钟摆系列，钟摆之间由弹簧相连，而弹簧服
从胡克定律，这就构成了法拉第斑图系统在一维系统的一个典型例子.该系统
的运动方程为

2θ
t2
＋ 2γ θt

＋ ［1 ＋ εcos2（1 － ν）t］sinθ ＝ 
2θ
x2
， （13. 2. 12）

这里弹簧的弹性系数被定为1.由多重尺度分析可以得到系统的周期振荡解
θ ＝ εA（x，T）cos［（1 － ν）t ＋ φ0］＋ O（ε3）.

对应的振幅方程为
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A
T
＝ （－ γ～ ＋ iν）A － i2

Δ2A － i4 A
2A ＋ i4 ε

～ A－. （13. 2. 13）
  法拉第斑图的出现是由于外力项的出现.振幅方程在外力振幅达到临界值
时会引起系统均匀振荡态的失稳.在对振幅方程（13. 2. 13）做线性稳定性分析之
前，首先对它做一个定性分析，从而得到法拉第斑图的一些特征.方程（13. 2. 13）
右边最后一项的存在使得原金兹堡-朗道方程的相平移不变性，即系统在A→Aeiφ
操作下不变的特征被破坏，因此系统不存在相行波解.由此得出法拉第斑图第
一个特征，即它不可能是行波，而只能是驻波.驻波的振幅为空间定态图纹.另
外，方程（13. 2. 13）永远保持A→ － A不变性，因此法拉第斑图是一个双稳系统.
两个稳定定态之间的振幅相位差为π.由此可以得出法拉第图纹的第二个特
征，即它可以存在非平衡伊辛边界（伊辛墙），并且有可能观察到伊辛-布洛赫
相变.

现在对振幅方程做线性稳定性分析.首先，容易看见由于γ～ ＞ 0，在无外力
扰动时解A ＝0是稳定的.围绕A ＝ 0做微扰，令A ＝ x ＋ iy，代入方程（13. 2. 13）
并去掉高阶项得到线性方程


 (T )xy (＝

－ γ～ － ν～ ＋ ε
～

4 －
1
2

Δ2

－ ν～ ＋ ε
～

4 ＋
1
2

Δ2 － γ
)～
( )xy .

（13. 2. 14）
将微扰（x，y）在傅里叶空间展开

(
：

)xy ＝ (∑ xk
y )
k
eλT＋ ikr，

方程（13. 2. 14）变为


 (T
xk
y )
k
＝

－ γ～ － ν～ ＋ ε
～

4
＋ 12 k

2

－ ν～ ＋ ε
～

4
＋ 12 k

2 － γ

 
 
  
 

 
 
  
 
(

～

xk
y )
k
.

（13. 2. 15）
解此方程的特征值，得色散关系

λ ± ＝ － γ～ ± ε～( )4
2
－ ν～ ＋ 12 k( )2 

2
. （13. 2. 16）

分析式（13. 2. 16）可知，由于γ～ ＞ 0，系统唯一失稳的途径是鞍-结点分岔.当外
力振幅ε～大于4γ～时，λ ＋有可能大于零.也就是说系统有可能失稳.对于振幅A
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来说，失稳后一个波数为kc的定态斑图将会生长出来，这里k2c ＝ － 2ν～ .从以上
分析看到，法拉第斑图具有不依赖具系统的普适性.也就是说，它的出现与具体
的物理系统无关，而只与扰动外力的强度（γ）和形式（ωc）有关.在物理空间中，
这个对于振幅的定态斑图表现为驻波斑图，驻波的波长唯一地由频率调制量ν
控制.在以上分析的系统中，驻波斑图的出现要求ν为负值，即外力扰动频率要
略大于系统本征频率的二倍.图13. 1是在一维系统中法拉第斑图的一个数值
模拟，注意其驻波的振幅不随时间变化.

图13. 1 单摆链系统中得到的驻波斑图

§ 13. 3 反应扩散模型

从分析机械振荡系统出发得到的对法拉第斑图的分析，可以几乎原封不动
地应用于反应扩散系统.本节将以化学反应模型布鲁塞尔子为例，分析法拉第
斑图在反应扩散系统中的形成过程.从§ 4. 5可知在不存在外力扰动的情况下，
布鲁塞尔子的反应方程由（4. 5. 3）描述，对应的反应扩散动力学方程为

X
t
＝ A － （B ＋ 1）X ＋ X2Y ＋ DX Δ2X， （13. 3. 1a）

Y
t
＝ BX － X2Y ＋ DY

Δ2Y. （13. 3. 1b）
现在假设反应常数k2由于受到一个周期外力扰动（如光照）的影响，它的值随
时间发生周期振荡.周期振荡的频率接近于系统的本征频率的两倍：

k2 ＝ k
0
2［1 ＋ γcos2（ω0 － ν）t］. （13. 3. 2）

其中ω0是系统的霍普夫分岔的本征频率；γ为外力扰动的振幅，我们假设它是
一个小量；ν为频率调制量，也是一个小量.在这些条件下系统（13. 3. 1）的动力
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学方程变为
X
t
＝ A － ［（B（1 ＋ γcos2（ω0 － ν）t）＋ 1）］X ＋ X2Y ＋ DX Δ2X，

（13. 3. 3a）
Y
t
＝ B［1 ＋ γcos2（ω0 － ν）t］X － X2Y ＋ DY Δ2Y. （13. 3. 3b）当γ ＝0时，方程有定态解X0 ＝ A，Y0 ＝ B ／ A.霍普夫分岔的条件是Bc ＝ A2 ＋ 1.在

分岔点，系统的振荡频率为ω0 ＝ A.围绕此定态解做微扰：X ＝ X0 ＋ x，Y ＝ Y0 ＋ y，代
入方程（13. 3. 3）得微扰方程


 (t )xy ＝

B － 1 ＋ DX

Δ2

－ B
 A2

－ A2 ＋ DY

Δ( ) (2 )xy
＋ B
A
x2 ＋ 2Axy ＋ x2( ) (y 1

－ )1
＋
－ Bγcos2（ω0 － ν）t 0
Bγcos2（ω0 － ν）t( ) ( 0

)xy
＋ BAγcos2（ω0 － ν） (t 1

－ )1 . （13. 3. 4）
方程右端的后两项是由外力扰动引起的.

对方程（13. 3. 4）进行多重尺度分析，令
B － Bc ＝ ε

2B～ ＋ O（ε3）， γ ＝ ε2γ～ ＋ O（ε3）， ν ＝ ε2ν～ ＋ O（ε3

(
），

)xy ＝ (ε x1y )
1
＋ ε (2 x2y )

2
＋ ε (3 x3y )

3
＋….

将振荡振幅时间尺度和空间尺度与它的振荡模式分离：

t →


t
＋ ε2 T

， Δ

→ ε

Δ

s，
按上节所述的多重尺度分析程序对以上系统进行逐步分析，可以得到如下形式
的振幅方程：

A
T
＝ （μ ＋ iν）A － （αr ＋ iαi） A 2A ＋ （βr ＋ iβi） Δ2

sA ＋ γA
－，
（13. 3. 5）

其中 μ ＝ B～ ／ 2， ν ＝ ν－，γ ＝ － γ～ A2 ＋ 1( )2
，

βr ＝
Dx ＋ DY
2 ，  βi ＝ － A DX － DY2
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αr ＝
1
A2
＋ 12 ， αi ＝

2
3A3
－ 76A ＋

2A( )3 .
法拉第斑图是在周期外力影响下产生的.在无外力扰动的情况下系统应处在稳
定的均匀定态.也就是说当γ ＝ 0时定态解A ＝ 0是稳定的.这要求振幅方程
（13. 3. 5）中的系数μ ＜0.令：A ＝ x ＋ iy，围绕解A ＝0做方程（13. 3. 5）的线性微
扰分析，得线性微扰方程


 (T )xy ＝ μ ＋ γ ＋ βr

Δ2
s

ν ＋ βi

Δ2
s

 
－ ν － β i

Δ2
s

μ － γ ＋ βr

Δ2( ) (
s

)xy . （13. 3. 6）
在傅里叶空间将微扰变量（x，y）展开

(
：

)xy ＝ (∑ xk
y )
k
eλT＋ iks，

得色散关系
λ2 － 2Tλ ＋ Δ ＝ 0， （13. 3. 7）

其中：
T ＝ μ － βrk

2， Δ ＝ Δ0 ＋ Δ1k2 ＋ Δ2k4， Δ0 ＝ μ2 ＋ ν2 － γ2，
Δ1 ＝ － 2μβr － 2ν βi， Δ2 ＝ β2r ＋ β2i .

解（13. 3. 7），得
λ ＝ T ± T2 － Δ . （13. 3. 8）

因为系统处在霍普夫分岔点之前，即μ ＜ 0，而βr ＝（DX ＋ DY）／ 2 ＞ 0，所以T ＝
μ － βrk

2 ＜ 0.方程（13. 3. 5）中A ＝ 0的解失稳的唯一可能是Δ ＜ 0.将Δ对k2 求
极小值得到临界点上斑图的波数：

k2c ＝
－ Δ1
2Δ2

＝
μβr ＋ ν βi
β2r ＋ β

2
i
. （13. 3. 9）

法拉第驻波斑图的出现要求系统对均匀微扰是稳定的，即
Δ0 ＝ μ

2 ＋ ν2 － γ2 ＞ 0， （13. 3. 10）
而对于波数为k2c的微扰是不稳定的，即

Δ（k2c）＝ Δ0 － Δ
2
1

4Δ2
＝ μ2 ＋ ν2 － γ2 －

（μβr ＋ ν βi）2
β2r ＋ β

2
i

＜ 0. （13. 3. 11）
令α ＝ βi ／ βr，式（13. 3. 11）可简化为

1
1 ＋ α2

（ν － αμ）2 － γ2 ＜ 0. （13. 3. 12）
式（13. 3. 10）与（13. 3. 12）规定了法拉第驻波斑图出现的必要条件.图13. 2是
以外力振幅γ和频率调制ν为控制参量的非平衡相变相图，阴影部分是法拉第
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斑图产生区域.
由于μ ＜0，βr ＞ 0，从式（13. 3. 9）可知，法拉第斑图的产生要求νβi ＞ ｜ μβr ｜ .

由此可以得到两点推论，第一，如果所有反应物的扩散系数相等，则βi ＝
－ A（DX － DY）／ 2 ＝ 0，系统不会出现法拉第斑图.换句话说，法拉第斑图产生的
必要条件是系统中不同反应物的扩散系数不同.第二，由于频率调制参数可正
可负，当反应物扩散系数不等时，我们总可以调节ν的符号使得νβi ＞ 0.因此法
拉第斑图的出现条件与图灵斑图不同，不需要阻滞子的扩散系数大于活化子.

图13. 2 化学法拉第斑图的相图

§ 13. 4 化学法拉第斑图的实验

化学法拉第斑图的实验开始于1996年.实验在开放型空间反应器中进行，
化学系统为BZ反应［97］.在历史上，在寻找反应扩散系统中的图灵斑图的实验
中，人们曾经把大量精力投入到对BZ反应的研究.但所有的实验都以失败而告
终.其根本原因在于BZ反应中的活化子是BrO2，阻滞子是Ce4 ＋ .由于反应在水
溶液中进行，金属阳离子Ce4 ＋会被大量OH －阴离子包围，这使得禁阻子的扩散
系数远小于活化子，正好与图灵斑图形成的必要条件相反（见§ 8. 3）.在化学法
拉第实验中，由于不需要禁阻子的扩散系数大于活化子，而只需要两者的扩散
系数存在明显差别，这个在图灵斑图中的缺点在这里变成了优点.

实验中将反应的催化剂由铁离子改为钌离子，这样BZ反应就有了光敏性.
外力扰动可以通过对反应器做均匀的周期性光照完成.其中光照频率为实验的
主控制参量.与上节的分析稍有不同的是，在实验中将系统固定在霍普夫分岔
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之后，所以在外力扰动为零时系统会产生螺旋波斑图，而不是均匀定态.
图13. 3（a）给出实验中观察到的周期外力的存在对系统的影响.图的上半

部是没有外力扰动的情况，系统自组织为螺旋波.图的下半部是有外力干扰的
情况，其干扰频率略大于BZ反应的霍普夫本征频率的两倍.这时系统波相位的
平移不变性被破坏，行进波变为驻波.图13. 3（b）给出（a）中两点A（实线），
B（虚线）的周期变化. A，B两点的振荡相位相反，但都与外力干扰同步.注意到
图13. 3（a）中的法拉第斑图在局部区域为条形图纹，但从整体上看它又不是很
规则的.这是由于系统的空间旋转不变性，条形图纹可以有不同的方向.这些观
测都与以上所述理论预测相符.

图13. 3 化学法拉第斑图的相图

当变换扰动频率时，从实验中可以观察到一系列共振斑图.每一种斑图都
有自己的锁相范围.图13. 4表示了当fp ／ f0 ＝ 1，3 ／ 2，2和3时的锁相斑图形态.
其中fp是外力扰动频率，f0是系统的霍普夫本征频率.在1∶ 1频率范围，整个
系统与扰动同相，观察到的是空间均匀的振荡态.当fp增加到一定值时，系统不
再与扰动同相，观察到的是类似于气泡状的斑图（见图13. 4）.从整体上看“气
泡”的出现和消失看起来是无序的，但对每个空间点的振荡做傅里叶分析发现，
它们的峰值是fp ／ 3的整数倍，表明系统有3∶ 2共振.

图13. 4 化学法拉第斑图的相图
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系统与干扰有2∶ 1共振时，可以观察到两类图案.在fp ／ f0 ＜ 1. 9 ± 0. 1时，
斑图的形态是双稳型的：一条稳定态的波锋线将两个相位相反的均匀态分
开.此类斑图是双稳系统中存在的典型图纹.波锋线的形状与反应物浓度无
关，取决于系统的初始条件.这种状态在一定条件下可能会经历非平衡伊辛-
布洛赫相变或横向失稳而产生定态或时空斑图.当fp ／ f0 ＞ 1 . 9 ± 0 . 1时，条状
法拉第图纹出现.在§ 11 . 2曾经提到，对于BZ反应系统，方程（13 . 3 . 5）中的
β i ＜ 0 .在这种情况下，根据式（13 . 3 . 9）预计，法拉第斑图的产生应该在调制
频率ν ＜ 0时发生，这一点在实验中得到了证实.值得注意的是，由双稳态图
纹到条状法拉第图纹的过渡过程类似于双稳系统中的伊辛-布洛赫相变.这进
一步表明在2∶ 1共振区，BZ反应类似于双稳系统.两个状态分别对应于Acos
（ωt ＋ φ）与－ Acos（ωt ＋ φ）.与上两节的分析一致.

在3∶ 1共振区的斑图有三种状态，三种状态的振荡形式相同，但存在2π ／ 3
的相位差（见图13. 4）.另外在图13. 4的分岔图上存在着一些空缺，在这些区域
内没有实验数据证明系统与外力扰动发生共振.原因可能是系统在fp ／ f0 ＝
m∶ n上锁频，但m和n的数值太大，以至于现有的实验数据无法辨认.需要更
高信噪比的实验去区分这些空缺区域的动力学行为.

化学法拉第斑图的实验是在反应扩散系统中构造准晶态的理想场所.本书
在§ 9. 5的末尾讨论了准晶态形成的必要条件，即具有不同波数的两组波矢必
须形成空间共振（见图9. 13）.到目前为止，人们还不知道系统能否自发地，在诸
多可能的空间共振关系中选择满足准晶态的共振关系.所以在反应扩散系统中
经图灵分岔获得准晶态有相当的难度.在化学法拉第斑图实验中，这个难点可
以很容易地得到解决，原因是法拉第斑图的波长唯一地由外力的振荡频率决
定.在实验中只要在系统上加上两个频率的外力，并调节这两个频率的大小，使
得它们对应的斑图波长满足符合准晶态形成的共振关系.这个思想已经在流体
实验中获得成功.
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